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Obliczanie wyznacznikéw

Streszczenie. Artykul ma na celu przedstawienie podstawowych metod obliczania wyznaczni-
kow. Jest przeznaczony gtéwnie dla studentéw pierwszego roku studiéw licencjackich i inzynierskich
na kierunkach technicznych. W artykule przedstawiono podstawowe definicje, wtasnosci wyznacz-
nikéw oraz podano przyktady ilustrujace te zagadnienia. Na koncu artykutu zamieszczono zadania
do samodzielnego rozwiazania.

Stowa kluczowe: wyznacznik, macierz, rozwiniecie Laplace’a.

1. Wstep

Umiejetnos$é obliczania wyznacznikéw przydaje sie nam w wielu sytuacjach, np. w rozwigzywaniu ukta-
doéw réwnan liniowych, badaniach operacyjnych, wyznaczaniu macierzy odwrotnej, badaniu ekstremow
funkcji wielu zmiennych, rownaniach rézniczkowych, metodach numerycznych, geometrii analitycznej, ob-
liczaniu caltek wielokrotnych. Jak widaé¢, z wyznacznikami spotykamy sie nie tylko w algebrze liniowej, ale
roéwniez w wielu innych dziatach matematyki, z ktérych korzystaja, oprécz matematykoéw, inzynierowie,
medycy, ekonomisci i inni.

W artykule przedstawimy dwa sposoby obliczania wyznacznikéw — bezposrednio z definicji (metoda
ta jest dobra dla macierzy maltych wymiaréw) oraz z zastosowaniem wtasno$ci wyznacznikow.

Na poczatku artykutu czytelnik znajdzie definicje wyznacznika oraz kilka przyktadow obliczania
wyznacznikéw bezposrednio z definicji. W rozdziale drugim podamy podstawowe wlasnosci wyznacz-
nikéw, z ktérych bedziemy korzysta¢ w konkretnych przyktadach. W rozdziale trzecim podamy zadania
do samodzielnego rozwigzania oraz odpowiedzi do tych zadan.

Wyznaczniki sg zwigzane z macierzami. Najwazniejsze wiadomos$ci o macierzach sg przystepnie przed-
stawione w [1]. Polecamy takze bardziej zaawansowana literature, np. [2] lub [4]. W tej pracy rozwazane
sa tylko wyznaczniki macierzy o wyrazach zespolonych, w szczegélnosci rzeczywistych.
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2. Definicja wyznacznika

W matematyce funkcjonujg trzy rownowazne definicje wyznacznika. Jedna odwotuje sie do permutacji
(zob. [4], s. 69), druga jest definicja aksjomatyczna (zob. [7]), a trzecia jest definicja rekurencyjna. W tym
artykule skupimy sie na definicji rekurencyjne;j.

Definicja 1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcje, ktora kazdej macierzy rzeczy-
wistej (zespolonej) A = [a;j] przypisuje liczbe rzeczywistq (zespolong) det A. Funkcja ta okreslona jest
wzorem indukcynym:

1) jezeli A = [a] jest macierzq stopnia 1, to det A = a,

2) jezeli A jest macierzq kwadratowg stopnia n > 2, to

n
det A = a11 411 + a12dio + ... + a1, A1, = Z a13A14,

=1

gdzie A;j oznacza dopelnienie algebraiczne’ elementu a;j, czyli wyznacznik macierzy stopnia n— 1 otrzy-
manej z macierzy A przez skreslenia i-tego wiersza i j-tej kolumny pomnozony przez (—1)+7,

Zauwazmy, ze wyznacznik to funkcja, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich macierzy kwadratowych
o wyrazach rzeczywistych (lub zespolonych), natomiast zbiorem wartodci jest zbior liczb rzeczywistych
(lub zespolonych). Kazda liczba x jest wyznacznikiem jakiej$ macierzy, np. macierzy stopnia pierwszego
A = [z]. Wyznacznik nie jest funkcja roznowartosciowa — nieskoriczenie wiele macierzy kwadratowych
(nawet réznych stopni) moze mie¢ ten sam wyznacznik. Wyznacznik macierzy A oznaczamy takze przez
det[a;;] lub |A|, a w formie rozwinietej jako

aix a2 aiz - Q1n aip a2 aiz - A1n

az1 Q22 Q23 - A2p Ga21 G2 G23 - A2p
det | @31 az2 a3z - a3n | = |G31 a32 a3z --- a3n | .

ap1  Ap2 Gp3 - Qpn anp1  GAp2 Ap3 - Gnn

Warto zapamietaé

Zauwazmy, ze stosujemy inne nawiasy do oznaczenia macierzy, a inne do oznaczenia wyznacznika.

Policzmy teraz kilka przyktadéw wyznacznikoéw bezposrednio z definicji.
Przyktad 1. Obliczmy wyznacznik macierzy X = [—12].
Jest to macierz stopnia 1. Z punktu 1 definicji wynika, ze det X = det[—12] = —12.

Uwaga: mozna tez napisa¢ det[—12] = | — 12| = —12, ale trzeba pamietaé, ze | — 12| oznacza tu wartosé
wyznacznika stopnia pierwszego, a nie wartos¢ bezwzgledna (modut) liczby.

I Dopelnienie algebraiczne elementu a;; oznacza sie tez jako Ag.
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Przyklad 2. Obliczmy wyznacznik macierzy

3 -1
Y = .
2 10
Zgodnie z definicja (punkt 2) najpierw liczymy dopelnienia algebraiczne elementéw stojacych w pierw-
szym wierszu. Mamy

Ay = (=)' det[10] = 10, Ay = (=1)"? - det[2] = —2.

Zatem
detY = a11A11 + a12A12 =3-10+ (—1) ! (_2) =32

Odp. detY = 32.

Wyznacznik macierzy stopnia drugiego

A |® b
e d
mozna obliczy¢ w nastepujacy sposob:
b
det A =" ad= (=) det[d] +b- (—1) T2 det[c] = ad — be. (%)
c

Warto zapamietaé ten wzor, poniewaz skraca on obliczenia.

Przyklad 3. Obliczmy wyznacznik macierzy

Wyznacznik ten policzymy réwniez z definicji (punkt 2). Mamy:

12
a;p1 =1 A11 = (—1)1+1 1 3 =1 (3 - (_2)) =5
ajp =2 A12:(—1)1+20 2:4-(0*2):2

1 3
a3 =1 Az =(-1)'"3 (1) 11 =1-(0-1)=-1.

Zatem
detZ:a11A11+a12A12—|—a13A13:1-5+2-2+1-(—1):5+4—1:8.

Odp. det Z = 8.
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Przy obliczaniu wyznacznika stopnia trzeciego mozna skorzystaé z reguly Sarrusa, ktora nie wyma-
ga obliczania dopelnien algebraicznych odpowiednich elementéw i dlatego szybciej uzyskujemy wynik.
Regule Sarrusa mozemy opisa¢ w postaci krétkiego przepisu:

e do wyznacznika stopnia trzeciego dopisujemy ponizej wyznacznika wiersz pierwszy oraz drugi (albo
z prawej strony wyznacznika dopisujemy kolumne pierwsza oraz druga),

e mnozymy odpowiednie elementy na trzech ,przekatnych” nowej tablicy, ulozonych w kierunku
(zaznaczonych ponizej kolorem czerwonym),

e mnozymy odpowiednie elementy na trzech ,przekatnych” nowej tablicy, utozonych w kierunku
(zaznaczonych ponizej kolorem zielonym),

e dodajemy iloczyny zaznaczone na czerwono i odejmujemy iloczyny zaznaczone na zielono (otrzy-
mana liczba jest szukanym wyznacznikiem).

Zatem dla macierzy

a b c
Zz=|d e f|.
g h 1

po dopisaniu ponizej wyznacznika dwédch pierwszych wierszy, mamy

det Z = _ k| =aet + dhc+ gbf — gec — ahf — db:.

1
+ ¥

Dla tej samej macierzy Z, po dopisaniu za wyznacznikiem dwoch pierwszych kolumn, mamy

, b
detZ = |d e =aei+bfg+ edh — gec — hfa — idb.

G e
Zauwazmy, ze w obu wypadkach otrzymali§my ten sam wynik.

Warto zapamietaé

Regule Sarrusa stosujemy tylko do obliczania wyznacznikéw stopnia trzeciego.

Reguly tej nie wolno stosowaé¢ do wyznacznikéw innych stopni.

Widzimy, ze obliczajac wyznacznik z definicji, zawsze uzywamy pierwszego wiersza. Jezeli mamy
wyznacznik stopnia n > 2, to musimy obliczy¢ n wyznacznikow stopnia n — 1 (tzn. dopelnien algebraicz-
nych n elementow stojacych w pierwszym wierszu). Gdyby zdarzylo sie tak, ze pewien element pierwszego
wiersza jest rowny zero, to nie musieliby$my liczy¢ dopelnienia algebraicznego tego konkretnego elementu,
bo w definicji wyznacznika wystepuje iloczyn a1; A1, ktory w tym wypadku byltby rowny 0- A;; = 0. Warto
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teraz zauwazy¢, ze jeSli w pierwszym wierszu wyznacznika wszystkie elementy sg zerami, to wyznacznik
ten jest rowny zeru.

Czytelnik moégtby zapytaé, czy do obliczenia wyznacznika mozna uzy¢ innych wierszy lub kolumn.
Odpowiedz jest twierdzaca, tzn. do obliczania wyznacznika macierzy mozna uzyé dowolnego wiersza
lub dowolnej kolumny. Pokazuje to ponizsze twierdzenie, zwane twierdzeniem Laplace’a. Twierdzenie to
moéwi, ze mozemy sobie wybra¢ dowolny wiersz lub dowolng kolumne i wzgledem niej rozwijaé¢ wyznacznik.
Zazwyczaj wybieramy ten wiersz (lub te kolumne), w ktérym jest najwiecej zer (jesli oczywiscie taki wiersz
lub kolumna istnieja), poniewaz rozwijajac wyznacznik wzgledem tego wiersza (tej kolumny) bedziemy
musieli policzy¢ dopelnienia algebraiczne tylko tych elementéw, ktore sg roézne od zera, co znacznie skroci
czas wykonywania rachunkéw.

Twierdzenie 1 (rozwiniecie Laplace’a ). Niech A = [a;;] bedzie macierzq kwadratowg stopnia n > 2
oraz niech liczby naturalne © oraz j, gdzie i > 1, j < n, bedq ustalone. Wowczas wyznacznik macierzy A
mozna obliczyé ze wzoréw:

n
o det A= a“Ail —+ aiQAig + ...+ amAm = Z aipAip,
p=1

inaczej mowigc, wyznacznik macierzy jest rowny sumie tloczynow elementow i—tego wiersza ¢ ich
dopetnien algebraicznych; wzor ten nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika wzgledem i—tego
wWiersza,

o det A= alelj + anggj + ...+ anjAnj = ZasjAsj,
s=1

inaczej mowigc, wyznacznik macierzy jest(ro’wny sumie iloczynow elementow j—tej kolumny i ich
dopetnien algebraicznych; wzor ten nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika wzgledem j—tej
kolumny.

Przyklad 4. Obliczmy wyznacznik macierzy:

1 -1 1
T=1(2 0 1
3 1 1

Widzimy, ze w drugim wierszu mamy jedno zero (jedno zero mamy tez w drugiej kolumnie), zatem
skorzystamy z twierdzenia Laplace’a i rozwiniemy wyznacznik wzgledem drugiego wiersza (krok pierwszy):

1 -1 1
ro -1 1 1 =1 ko
detT =2 0 1| M2 ot T e T 111 (1) = 44 =0
3 1 1

W drugim kroku obliczamy wartosci obu wyznacznikéw i nastepnie te wartodci sumujemy.
Odp. detT = 0.

W tym przykladzie warto§é wyznacznika wynosi zero. Macierz, ktérej wyznacznik wynosi zero, na-
zywana jest macierzg osobliwg. Natomiast macierz, ktérej wyznacznik jest rézny od zera, nazywamy

macierzqg nieosobliwg.
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Przyklad 5. Obliczmy wyznacznik macierzy:

Jest to macierz stopnia czwartego, gdzie w drugim wierszu oraz w trzeciej kolumnie mamy po dwa
zera. Przy obliczaniu tego wyznacznika skorzystamy z rozwiniecia Laplace’a. Jest obojetne, czy wybie-
rzemy drugi wiersz czy trzecia kolumne. Wybierzmy zatem trzecig kolumne i wzgledem niej rozwinmy
wyznacznik. Mamy zatem (krok pierwszy):

3 1 2 1

0 2 0 1 0o 2 -1 3 1 1
detU = L1 o MELy (-2 1 0|+ (-1 (-0 2 -1
-1 1 2 -1 1 2

-1 1 0 2

—2.(—24+1-8)—1-(124+1+2+3)=2-(—9)— 18 = —18 — 18 = —36.

W kroku drugim, aby obliczy¢ te wyznaczniki, skorzystaliSmy z reguly Sarrusa.
Odp. detU = —36.

Przyklad 6. Obliczmy wyznacznik macierzy:

31 2 1 121
02 0 -2 33
V=10 0 -5 10 -12
00 0 7 4
00 0 0 3

Wyznacznik tej macierzy rozwiniemy wzgledem pierwszej kolumny. Otrzymamy woéwczas wyznacz-
nik stopnia czwartego, ktory réwniez rozwiniemy wzgledem pierwszej kolumny. W wyniku tej operacji
otrzymamy wyznacznik stopnia trzeciego, ktéry znowu rozwiniemy wzgledem pierwszej kolumny. Proce-
dure te bedziemy powtarza¢ tak dtugo, az otrzymamy wyznacznik stopnia pierwszego, ktéry policzymy
bezposrednio z definicji.

31 2 1 121
2 0 -2 33
02 0 -2 33 0 5 10 \/; -5 10 -12
detV=10 0 =5 10 —12 :3-(—1)1+10 0 7 4 =3-2. (=)0 7 4 |=
00 0 7 4 o 0 0 5 0o 0 3
00 0 0 3 12
7 4 35-5 175
—3.2.(=5)- (1)t - 3.2.5.-7-(1 1“dt{£]:—6~35-—:——:——.
(=5)-(=1) 0 2 (1) et | 5 6.2 5 >

7
Odp. detV = —12—5.
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Zauwazmy, ze przy obliczaniu wyznacznikéw macierzy goérnotréjkatnych mozemy postepowac tak sa-
mo jak w przyktadzie 6. Zawsze w wyniku koricowym otrzymamy iloczyn elementéw stojacych na gtow-
nej przekatnej. Gdyby$my mieli wyznacznik macierzy dolnotréjkatnej, mogliby$my rozwija¢ go zawsze
wzgledem pierwszego wiersza i w wyniku otrzymaliby$my takze iloczyn elementéw stojacych na gltownej
przekatne;j.

Warto zapamietac

Wyznacznik dowolnej macierzy tréjkatnej (dolnej lub gornej) jest iloczynem elementéw stojacych
na gléwnej przekatne;j.

3. Wlasnosci wyznacznikéw

Zazwyczaj wyznacznikow nie liczymy bezposrednio z definicji, ale korzystamy z pewnych wlasnosci
wyznacznikéw. Te wlasnoéci znacznie upraszczaja nam liczenie wyznacznika macierzy. Ponizej przedsta-
wimy kilka waznych wtasnosci, ktére w znaczny sposoéb ulatwiaja policzenie konkretnego wyznacznika.

Twierdzenie 2. Niech A bedzie macierzg kwadratowg. Wowczas:

1) jezeli w wyznaczniku jest kolumna (lub wiersz) sktadajgcy sie z samych zer, to wyznacznik jest réwny

zero,

2) jezeli przestawimy miedzy sobq dwie kolumny (dwa wiersze), to wyznacznik zmieni znak na przeciw-

ny,
3) jezeli w wyznaczniku mamy jednakowe dwie kolumny (dwa wiersze), to wyznacznik jest réwny zero,

4) jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny (pewnego wiersza) zawierajg wspdlny czynnik, to ten czyn-

nik mozna wyltgczyé przed wyznacznik,

5) jezeli do elementdw dowolnej kolumny (dowolnego wiersza) dodamy odpowiadajgce im elementy innej
kolumny (innego wiersza) tej macierzy pomnozone przez dowolng liczbe, to wyznacznik macierzy nie

zmieni sie,

6) macierze A i AT majq rowne wyznaczniki (transpozycja macierzy nie zmienia jej wyznacznika).

4. Przyklady

Przyklad 7. Obliczmy wyznacznik macierzy

1 1+7 —
A= |2 0 )
3 2t 141
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Zauwazmy, ze macierz A jest stopnia trzeciego, wiec jej wyznacznik mozemy obliczy¢ z reguty Sarrusa:

1 14i —i
2 0 i

det A= |3 20 14d| =0+2i-2i (=) +3(1+i)i—0—2i-i—2i(1+i)(141i) =
1 1440 —i
% 0 i

—4i4+3i—34+2-2i(14+2i—1)=Ti—14+4=3+Ti.

Odp. det A =3 + 7i.

Przyklad 8. Obliczmy wyznacznik macierzy

199 200 201
B = 1198 200 202
197 200 199

Wyznacznik tej macierzy mozna obliczy¢, stosujac regute Sarrusa, ale zwréémy uwage, ze poszczegolne
elementy w tej macierzy sa duzymi liczbami, co rachunkowo nie bedzie najszybszym rozwiazaniem. Warto
zastanowi¢ sie, czy mozna jakos przeksztalci¢ ten wyznacznik, aby szybciej go policzyé. W tym momencie
przydadza sie nam wtasnoéci wyznacznikow.

199 200 201 ~1 200 1 11 1 11 1
det B= 1198 200 202| "2 '|—2 200 2|"%%200|—2 1 2| %390|-1 0 1|"Z*
197 200 199 —3 200 —1 3 1 -1 —2 0 -2

11

=200(—1)'*2 = —200(2 — (—2)) = —200 - 4 = —800.

-2 =2

W kroku pierwszym od kolumny pierwszej oraz od kolumny trzeciej odejmujemy kolumne druga
(odejmujemy odpowiednie wartosci w poszczegdlnych wierszach kazdej z kolumn). Wyznacznik nie
zmienia si¢ — korzystamy z twierdzenia 2, wlasnosé 5).

W kroku 2 wylaczamy przed wyznacznik 200 z drugiej kolumny. Korzystamy z twierdzenia 2,
wlasnosc 4).

W kroku 3 od wiersza drugiego oraz trzeciego odejmujemy wiersz pierwszy. Korzystamy z twierdze-
nia 2, wlasnosc 5).

e W kroku 4 zauwazmy, ze w kolumnie drugiej mamy dwa zera i teraz mozna zastosowaé rozwiniecie
Laplace’a wzgledem drugiej kolumny.

Odp. det B = —800.
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Przyklad 9. Obliczmy wyznacznik macierzy

12 3 1

2 1 0 2
C =

-1 0 1 1

0 1 -1 -1

Wyznacznik ten jest stopnia czwartego, wiec tak go przeksztalcimy, aby méc go rozwinaé wzgledem
jakiej$ kolumny lub wiersza. Mozna na przyktad przeksztalci¢ tak wiersz czwarty, aby otrzymaé¢ w nim

trzy zera.
2 1 1 2
1 3 2 2 1 i) 2 Lo 3 Lo
det C = ICTO:kl k:ro:l€21'(_1)4+2 9 13 kro:k3 9 3 5 kro:k4
-1 0 1 1 -1 0 1 1
-1 1 1 -1 0 O
0O 1 -1 -1 0 1 0 0
6 4
=(=1)-(=1)3" - =—(30—12) = —18.

W kroku pierwszym do kolumny trzeciej oraz do kolumny czwartej dodajemy kolumne druga (doda-
jemy odpowiednie warto$ci w poszczegdlnych wierszach kazdej z kolumn). Korzystamy z wiasnosci
5) twierdzenia 2.

W kroku 2, zgodnie z twierdzeniem Laplace’a, rozwijamy macierz wzgledem wiersza czwartego (tam
mamy trzy zera).

W kroku 3 widzimy, ze do$¢ szybko mozna w wierszu trzecim otrzyma¢ dwa zera, dodajac kolumne
pierwsza do kolumny drugiej oraz do trzeciej. Korzystamy z wtasnosci 5) twierdzenia 2.

e W kroku 4 stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza.

Odp. det C = —18.

Przyklad 10. Obliczmy wyznacznik macierzy

10 1 -1 1
21 -1 =2 0
D=10 1 1 0 3
01 3 0 -1
2 0 2 3 -1

Mamy teraz macierz stopnia piatego. Sprobujemy ja tak przeksztalci¢, aby otrzymaé¢ macierz gérno-
trojkatna. Wowcezas szybo policzymy jej wyznacznik, mnozac elementy stojace na gléwnej przekatne;j.

Zatem:
10 1 -1 1 10 1 -1 1 10 1 -1 1
2 1 -1 -2 01 -3 0 -2 01 -3 0 -2
detD=10 1 1 0 3" 1 1 0o 32200 4 o 5|"Z?
01 3 0 -1 01 3 0 -1 00 6 0 1
20 2 3 -1 00 0 5 -3 00 0 5 -3
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Odp.

10 1 -1 1 10 1 -1 1 10 1 -1 1
01 -3 0 -2 01 -3 0 -2 01 -3 0 -2
o0 1 0o MF'4oo 1 0o 2" 4oo0 1 0o & |=130
00 6 0 1 00 0 0 -1 00 0 5 -3
00 0 5 -3 00 0 5 -3 00 0 0 -1

2

W kroku pierwszym od wiersza drugiego odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony przez 2, podobnie
od wiersza czwartego odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony przez dwa (aby w kolumnie pierwszej
pod elementem aq; byly same zera). Korzystamy tutaj z wlasnosci 5) twierdzenia 2.

W kroku 2 od wiersza trzeciego i czwartego odejmujemy wiersz drugi. Korzystamy z wtasnosci 5)
twierdzenia 2.

W kroku 3 wylaczamy przed wyznacznik liczbe 4 z wiersza drugiego. Korzystamy z wlasnosci 4)
twierdzenia 2.

W kroku 4 od wiersza czwartego odejmujemy wiersz trzeci pomnozony przez 6. Korzystamy tutaj

7 wlasnosci 5) twierdzenia 2.

W kroku 5 zamieniamy miejscami ostatnie dwa wiersze (wyznacznik zmienia znak). Korzystamy
z wlasnosci 2) twierdzenia 2.

Otrzymalismy macierz goérnotrojkatna, wiec jej wyznacznik jest réwny iloczynowi elementéw stoja-
cych na gléwnej przekatnej.

det D = 130.

5. Podsumowanie

. Wyznacznik macierzy stopnia 1 jest réowny (jedynemu) elementowi tej macierzy.

Wyznacznik macierzy stopnia 2 najczesciej liczymy ze wzoru (x).

Do obliczania wyznacznikow macierzy stopnia 3 mozemy (ale nie zawsze musimy) zastosowac regute
Sarrusa.

Przy obliczaniu wyznacznikéw macierzy stopnia wiekszego niz 2 dobrze jest zastosowaé wlasnosci
wyznacznikow (podane w twierdzeniu 2), ktére moga znacznie utatwié i skrocié obliczenia.

W wyznacznikach wyzszych stopni najczedciej za pomoca wybranego wiersza zerujemy elementy
w pewnej kolumnie, aby nastepnie skorzystac¢ z rozwiniecia Laplace’a wzgledem tej kolumny. Nalezy
pamietaé¢, ze w jednym kroku operujemy wylacznie jednym ustalonym wierszem (mnozymy go
kolejno przez odpowiednie state i dodajemy do pozostalych wierszy). Mozna tez operowaé jedng
kolumna, aby wyzerowa¢ elementy w wybranym wierszu.
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6. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy:

3 1 0 (342 2—i 3
a) A= |1 -1 1 b)A=| 0 1
2 0 2 i 14 2
[ 2 1+i i+3 (1 -1 11
— 1 1
1 2 1 1
c) A= | i 2i 0 d) A=
. , ) 1 3 0 1
7 —1
-1 2 1 0
5 4 3 2 1 (2 1 -1 0 2
4 4 3 2 1 -1 2 0 -1 3
e) A=1[3 3 3 2 1 faA=|0 1 2 0 -1
2 2 2 2 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 '3 -1 0 2
Odpowiedzi
a) —6, b) —4 — 3i, c) 15+,
d) —5, e) 1, £) 76.

Wigcej zadan mozna znalezé np. w [3]- [6].
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