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METODA WYZNACZANIA WSPOLCZYNNIKA TARCIA PAR CIERNYCH
W WARUNKACH DRGAN SAMOWZBUDNYCH WAHADLA FROUDE'A

Streszczenie
W artykule przedstawiono propozycje metody wyznaczania wspotczynnikow tarcia suchego statycznego
i kinetycznego dla par kinematycznych w warunkach drgan samowzbudnych wystepujgcych w wahadle Froude’a.
W metodzie tej, w pierwszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ wspotczynnik tarcia kinetycznego, ktory nastgpnie nalezy
wykorzysta¢ podczas obliczania wspolczynnika tarcia statycznego. Wspotczynniki tarcia wyznaczane sq na podsta-
wie pomiaru amplitudy drgan samowzbudnych wahadta. Pomiar tej amplitudy, dla wspoiczynnika tarcia kinetycz-
nego nalezy przeprowadzi¢, gdy panujq warunki tarcia slizgowego, a statycznego — gdy warunki zjawiska stick-

slip.

WSTEP

Tarcie jest zjawiskiem, ktore powszechnie wystepuje niemal we
wszystkich uktadach mechanicznych. Cheé poznania tego zjawiska
inspiruje badaczy od wielu stuleci. Pierwsze udokumentowane
proby jego modelowania przypisuje sie Leonardo da Vinci. Wg jego
dociekan, reakcja sity tarcia jest réwna iloczynowi normalnej sity
nacisku wywieranej na ciato i liczby statej wynoszacej ¥, uniwersal-
nej dla wszystkich ciat. Po latach okazafo sig, ze stata ta (we wspét-
czesnych modelach nazywana wspétczynnikiem tarcia) jest stuszna
dla wielu kombinacji materiatéw par ciernych. Mimo rozlegtej historii
badan, rzeczywista natura powstawania sity tarcia nie jest jeszcze
doktadnie poznana. Nieskutecznie skompensowana reakcja sity
tarcia prowadzi do ograniczenia funkcjonalnosci urzadzer technicz-
nych do takiego stopnia, ze stajg sie catkowicie bezuzyteczne.
Szczegdlne trudnosci w identyfikacji sity tarcia pojawiajg sie przy
bardzo matych predkoSciach i przemieszczeniach - typowych dla
procesdw precyzyjnego pozycjonowania cztondw roboczych urza-
dzen, np. w robotach, ukfadach sterownia pojazdoéw lotniczych,
przyrzadach celowniczych, obrabiarkach.

Wspotczesnie w opisie teorii tarcia suchego $lizgowego proponuje
sie wiele réznorodnych charakterystyk wspdtczynnika tarcia. Ich
przyktadowe przebiegi przedstawiono na rys. 1. Majg one najcze-
Sciej wyidealizowany przebieg liniowy [1, 2, 5] (rys. 1a,b,c,g,h) lub
niekiedy przebieg nieliniowy, ktéry zwykle jest stuszny w niewielkim
zakresie zmian predkosci po$lizgu [3, 4] (rys. 1d,e,f,g,h). Przydat-
no$¢ poszczegdinych opiséw tarcia mozna wstepnie oceni¢ juz na
podstawie analizy przebiegow przedstawionych krzywych. Wykresy
z rysunkéw rys. 1a,b,c,e,g,h prezentujq logiczny i realny zakres
zmienno$ci wspdtczynnika tarcia w duzym przedziale predkosci
poslizgu, za$ charakterystyki z rys. 1d i f Swiadczg o tym, iz ich
wykorzystanie ograniczone jest do wystepowania tylko niewielkich
predkosci poslizgu — przy predkosci po$lizgu dochodzacej do 1 m/s
wspbtczynnik tarcia osigga niewiarygodnie duzg warto$¢.

Celem prezentowanej pracy jest przedstawienie metody wyzna-
czania wspotczynnika tarcia statycznego us i kinetycznego pu wy-
stepujacych w modelu tarcia przedstawionym na rys. 1b. Badania
symulacyjne zjawiska tarcia przeprowadzone bedg z wykorzysta-
niem wahadta Froude'a w $rodowisku Adams — dedykowanym do
modelowania dynamiki uktadéw wielomasowych.
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Przyktady przebiegéw wspotczynnikow tarcia suchego w funkgji predkoci poslizgu: a) przebieg staty jednoparametrowy [1], b) staty
dwuparametrowy [1], ¢) liniowy [2], d) wielomianowy 3, e) krzywa Stribecka [3], f) dwie krzywe Stribecka [4], g) wg programu Adams [5],
g) szczegot w powigkszeniu z rys. 1g; warto$ci parametrow (¢, S, by, ba, bs, C, tis, i fimin, Vmin, AV Zaczerpnieto z cytowanej literatury
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1. METODA WYZNACZANIA WSPOLCZYNNIKOW
TARCIA PAR CIERNYCH

Do wyznaczanie wspdtczynnika tarcia suchego przyjeto uktad
mechaniczny stanowigcy wahadto Froude'a (rys. 2, rys. 3). W urza-
dzeniu tym wahadto (tuleja 2, ramie 3 i obcigznik 4) osadzone jest
na wale 1, wykonujacym ruch obrotowy z predkoscig katowa w.
Ruch ten, wskutek pojawienia sie sit tarcia pomigdzy tulejg a watem,
wprawia wahadto w drania samowzbudne, ktorych amplituda zalez-
na jest od diugosci ramienia wahadta, predkosci obrotowej watu
i wtasciwosci ciernych pary kinematycznej: wat-tuleja. Zaktada sie
ponadto, ze tuleja bedzie elementem wymiennym, dzieki czemu
prezentowane urzadzenie umozliwia¢ bedzie badanie wiasciwosci
cierne par kinematycznych wykonanych z r6znych materiatow.

W celu wyznaczenia wspdtczynnikdw tarcia (s i u — dla mode-
lu tarcia suchego przedstawionego na rys. 1b) wykonywane bedg
dwa rodzaje prob: wspdiczynnik tarcia kinetycznego wyznaczany
bedzie w warunkach tarcia $lizgowego, a statycznego — w warun-
kach zjawiska stick-slip. Ze wzgledu na to, ze w proponowane;
metodzie, do wyznaczenia wspétczynnika tarcia statycznego wyma-
gana jest wczesniejsza znajomo$¢ wspotczynnika tarcia kinetycz-
nego, w pierwszej kolejnosci konieczne jest wyznaczenie wspot-
czynnika tarcia kinetycznego (wg réwnania (4)), a nastepnie — sta-
tycznego (wg réwnania (11)). Sugerowany przebieg badan do-
$wiadczalnych prowadzacych do wyznaczenia wspdtczynnikdw
tarcia jest nastepujacy:

. ‘ﬁd

Rys. 2. Model brytowy wahadta Froude’a w programie Adams;
1 - napedzany wat, 2 — tuleja, 3 — ramie, 4 — obcigznik

a) czynnosci wymagane do wyznaczenia wspotczynnika tarcia
kinetycznego ($lizgowego):

—  przyja¢ parametry pracy wahadta wi L sprzyjajace wyste-
powaniu zjawiska tarcia $lizgowego: zastosowat @ a>1,
gdzie @ - predkoS¢ katowa watu napedowego,
@, =+/g/L - czgstos¢ drgan wiasnych wahadta, g -
przyspieszenie ziemskie,

— uruchomi¢ naped watu wahadta,

— zmierzy¢ kat maksymalnego wychylenia ¢max (rys. 3a)
wahadta w ruchu oscylacyjnym,

—  wyniki pomiaru zapisa¢ w protokole,

b) czynno$ci wymagane do wyznaczenia wspéiczynnika tarcia
statycznego:

— przyja¢ parametry pracy wahadta sprzyjajace wystepowaniu
Zjawiska tarcia stick-slip: ustawi¢ najmniejszg predko$¢ ka-
towg @ watu napedowego oraz dtugo$¢ ramienia L wahadta,
tak aby uzyska¢ jak najwiekszg czesto$C drgan wiasnych
wahadta — zastosowa¢ @ <0,1,

— uruchomié¢ naped watu,

— odczyta¢ kat maksymalnego wychylenia wahadta @max
(rys. 3a),
— wyniki pomiaru zapisa¢ w protokole,

c) obliczy¢ wspdtczynniki tarcia kinetycznego s« i statycznego s
(wg réwnan (4) i (11)),

d) wykresli¢ charakterystyke wspdtczynnika tarcia w funkcji pred-
ko$ci poslizgu, wykorzystujac wyniki otrzymane z badania tarcia
$lizgowego; predkos¢ poslizgu wyznaczy¢ stosujgc zaleznosé:

Un {0 gdytarc_le s_tatyczne s "
0,5Dw gdytarcie kinetyczne

gdzie:

D - $rednica watu napedowego [m].

2. MODEL MATEMATYCZNY

2.1. Schemat obliczen wspotczynnika tarcia kinetycznego

Na potrzebe prezentowanego artykutu przyjeto, ze rozpatrywa-
ne wahadto traktowane bedzie jako wahadto matematyczne — zato-
zenie, ze tuleja i ramie sg bezmasowe, a obcigznik jest punktem
materialnym.

W ruchu oscylacyjnym, energia potencjalna osiggana przy mak-
symalnym kacie wychylenia ramienia ¢max (rys. 3a), rozproszona
jest przez prace sity tarcia kinetycznego, przy ruchu powrotnym
wahadta do pofozenia pionowego. Wspétczynnik tarcia kinetyczne-
go wyznaczany jest na podstawie zasady zachowania energii po-
tencjalnej i pracy sity tarcia kinetycznego.

Energie potencjalng wahadta E, mozna wyznaczy¢ na podsta-
wie réwnania

E, =mgL(l-cosg,,,) [Nm] 2)
a energie rozproszong przez site tarcia kinetycznego Ev:
Enc = 0,5DN e [Nm] 3)

gdzie:

N=mg - normalna sita reakcji pomiedzy watem i tulejg [N] — za-
tozono, ze dominujacy sktadowa sity reakcji N jest sita grawitacji,
a sity dynamiczne (od$rodkowa i przyspieszenia katowego wahadta)
o niewielkich wartosciach (rys. 4a,b) mozna pominag.

Przyjmujac Ep,=Emv otrzymujemy rdwnanie pozwalajace wyzna-
czy¢ wspotczynnik tarcia kinetycznego su:

_ L(1—cosd ) [

“ 05Dg,, @)

2.2. Schemat obliczen wspélczynnika tarcia statycznego

W warunkach tarcia stick-slip, tuleja wahadta obraca si¢ jedno-
czes$nie wraz z watem napedowym z predkoscig katowa @, az do
uzyskania kata wychylenia ¢s (rys. 3a), tj. do chwili zréwnowazenia
momentu sity tarcia statycznego Ms przez moment zewnetrzny M.
Po osiggnieciu tego kata, wahadto posiadajac energie kinetyczng
wynikajaca z ruchu obrotowego oraz energie wytworzong przez sity
tarcia kinetycznego, wychyla si¢ jeszcze o dodatkowy kat A¢, uzy-
skujac maksymalne wychylenie @max.

Wspétczynnik tarcia statycznego wyznaczany jest na podstawie
znajomos$ci kata wychylenia ¢ spowodowanego oddziatywaniem
momentu sily tarcia statycznego, wyznaczanego w podanym nizej
toku obliczen.

Kat wychylenia A¢ okresla zalezno$¢ (wg rys. 3a):

AP =y — 4, Irad] (5)

Energia kinetyczna wahadta Ex wraz z energig Er wytworzong
przez moment sity tarcia kinetycznego (na drodze katowej Ag)
Wynosi:

E, +Ep =051@” +0.5mDges (G — ) [NM] (6)
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gdzie:
g - przyspieszenie ziemskie [m/s?],
w— predko$¢ katowa watu napedowego [rad/s],
| =mL? - masowy moment bezwtadnosci obcigznika,
m — masa obcigznika [kg],
D, L — wymiary w [m], 0znaczone na rys. 3a.
Przyrost energii potencjalnej, uwzgledniajac kat A¢ wynosi:
E, =mgh=mglL(cos¢, —COS¢,,,) [Nm] (7)
Stosujac zasade zachowania energii Ex+En=Ep, uzyskuje sie

jedno nieliniowe réwnanie z jedng niewiadoma, ¢s (¢s — kat wychyle-
nia, ktory wystepuje w chwili ,zerwania” tarcia statycznego):

0.51” +0.5mDg, (Brex — B5) —MIL(COSH, —COSP ) =0  (8)
b)

>

ma/L

mg N

Rys. 3. Schemat wahadfa Froude’a: a) gtéwne elementy wahadfa,
b) schemat wyznaczania wypadkowej sity N; 1 — tuleja cierna,
2 - waf napedowy, 3 — ramig wahadta, 4 — obcigznik o masie m,
w - predko$c katowa watu napedowego, ¢gmax — maksymalny kat
wychylenia wahadfa; wielkosci wystepujace w warunkach zjawiska
stick-slip: ¢s — kat wychylenia wahadfa spowodowany oddziafywa-
hiem momentu sity tarcia statycznego, A¢ —kat dodatkowy wychyle-
nia wynikajacy z energii kinetycznej wahadta nabytej w fazie ruchu
tarcia statycznego raz oddziatywania momentu sily tarcia kinetycz-
nego

Niewiadomg ¢s mozna wyznaczy¢ numerycznie, np. wykorzy-
stujac narzedzie solver w programie MsExcel.

Moment zewnetrzny wywierany na wahadto spowodowany od-
dziatywaniem sity grawitacji

M, =Lmgsin ¢, [Nm] 9)
réwnowazony jest przez moment sity tarcia statycznego

M, =0.5DNg; [Nm] (10)
gdzie:

N = m\/g2 +(@’L)? +2g@®Lcosg, - normalna sita reak-
cji wystepujaca pomiedzy watem napedowym, a tulejg cierng (wy-
padkowa sity grawitacji i sity od$rodkowej wywieranej na wahadto
poruszajace sie ze stalg predkoscig katowa w watu napedowego -
rys. 3b).

Uwzgledniajac Ms=M otrzymujemy réwnanie pozwalajace wy-
znaczy¢ wspotczynnik tarcia statycznego s:

_ g Lsin ¢s [_]
O,SD\/g2 +(@®L)? +2g@®Lcosg,

(11)
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3. WYNIKI SYMULACJI MODELU WAHADLA

W $rodowisku Adams zbudowano model brytowy wahadta
Froude’a (rys. 2) oraz przeprowadzono jego symulacje — celem
zweryfikowania zaproponowanej metody wyznaczania wspétczynni-
kow tarcia. Przyjeto, ze tuleja i ramie sg bezmasowe (podobnie jak
w podrozdziale 2.2), obcigznik jest masg skupiong m=0,1 kg i ramie
ma diugos¢ L=0,1 m. Model tarcia zastosowany w Adamsie (rys.
1g,h), posiada o jeden parametr wiecej niz model z rys. 1b. Parame-
trem tym jest predko$¢ progowa Av (standardowo Av=0,001 mm/s),
ktéra oznacza predkos¢ poslizgu, przy ktorej nastepuje przejscie
pomiedzy stanem tarcia statycznego i kinetycznego. Zaktada sie, ze
ponizej tej predkosci poslizg nie wystepuje oraz pomiedzy parami
ciernymi panuje tarcie statyczne.

Na rys. 4 przedstawiono wyniki symulacji w warunkach tarcia
kinetycznego: «=10 rad/s, (@l amo=1.01), 24 =0,5. Wahadto wykonu-
je drgania oscylacyjne z czesto$cig drgan wiasnych ax= 9,905 rad/s
(To=0.634 s, rys. 4d,e,f). Pomiedzy parami ciernymi wystepuje
zawsze poslizg (vo>180 mm/s, rys. 4c). Na rys. 4a zaprezentowano
przebieg sity nacisku czopa na wal, a na rys. 4b — wynikajacy z niej
moment tarcia. Krzywa oznaczona linig ciggta dotyczy sity nacisku
N, ktérej sktadowymi sg_sita grawitacji i sity dynamiczne (od$rodko-
wa i bezwladno$ci zwigzana z przyspieszeniem katowym ruchu
wahadta), a oznaczona linig przerywang — gdy uwzglednia sie tylko
site grawitacji. Z analizy tych rysunkdw wynika, ze sita grawitacji jest
dominujacym sktadnikiem sity nacisku N.
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Rys. 4. Wyniki symulacji drgann samowzbudnych w warunkach
wystepowania tarcia kinetycznego (Slizgowego): a) normalna sita
nacisku tulei na wat wahadta, b) moment sily tarcia, c¢) predkosc
poslizgu, d) kat wychylenia, e) predko$¢ katowa, f) przyspieszenie
katowe; N — normalna sita nacisku tulei na wat z uwzglednieniem
sily grawitacji, odsrodkowej i przyspieszenia katowego wahadfa,
N_mg - normalna sita nacisku z uwzglednieniem tylko sity grawita-
cji, Mt_mg — moment sity tarcia wynikajacy z uwzglednieniem tylko
sify grawitacji
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Na rys. 5 i rys. 6 przedstawione sg wyniki symulacji w warun-
kach tarcia zjawiska stick-slip: «=0,4 rad/s, (@ a»=0,04), 15=0,85,
1 =0,5. Tarcie statyczne wystepuje naprzemiennie z tarciem kine-



tycznym. Predko$¢ poslizgu (pomiedzy parg cierng wat-tuleja) cy-
klicznie osigga warto$¢ zerowg (rys. 5c), a odpowiadajaca tym
chwilom predko$¢ katowa wahadta réwna jest predkosci obrotowe;
watu napedowego (rys. 5e), przy zerowym przyspieszeniu katowym
(rys. 5f). Site nacisku, na rys. 5a, wyznaczono z uwzglednieniem sit
dynamicznych (od$rodkowej i przyspieszenia katowego) i sity grawi-
tacji (krzywa oznaczona linig ciggta) oraz tylko sity grawitacji (krzy-
wa oznaczona linig przerywang). Uwzglednienie sit dynamicznych
(w obliczeniach sity nacisku) powoduje nieznaczne fluktuacje warto-
§ci momentu sity tarcia kinetycznego (rys. 5b). Czestos¢ drgan
wahadta w warunkach tarcia stick-slip jest mniejsza niz czesto$¢
drgan wiasnych a» osiagana w warunkach tarcia kinetycznego (wg
rys. 4d, rys. 5d). Na rys. 6 przedstawiono jednocze$nie wykresy z
rys. 5b,c,d. Potwierdzajg one, ze maksimum kata wychylenia waha-
dfa gmax nastepuje pozniej od kata ¢s i jest wieksze od niego o kat
Ag (¢s — kat, przy ktorym nastepuje przejécie ze stanu tarcia sta-
tycznego w kinetyczne).

a) b)
0.995 200
Z o085 _ e
£ g 10.0
Z 0975
Z 50
0% 05 10 15 20 s
t[s]
c) d)

Vo [mm/s]
fi1 [rad]
o

£
=

0.5— - — 10.0

0.0 \ 5.0

|
Y

%0 05 10 15 20 %0 05 10 15 20
t[s] t[s]

Rys. 8. Wyniki symulacji drgann samowzbudnych w warunkach
wystepowania zjawiska stick-slip: a) normalna sifa nacisku tulei
wahadfa na wat napedowy, b) moment sity tarcia, c) predkosc¢ po$li-
zqu, d) kat wychylenia, e) predko$c katowa, f) przyspieszenie kato-
we, N — normalna sifa nacisku tulei na wat z uwzglednieniem sity
grawitacji, odSrodkowej i przyspieszenia katowego wahadfa,
N_mg - normalna sita nacisku z uwzglednieniem tylko sity grawitacji
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Na rys. 7 przedstawiono wykres wptyw dtugosci ramienia L, war-
todci rzeczywistego wspdtczynnika tarcia kinetycznego s« i doktad-
nosci odczytu kata maksymalnego wychylenia wahadta A¢max na
btad &« wyznaczenia wartosci wspotczynnika tarcia kinetycznego

£ = 10095 [Nm] (12)
Hy
gdzie:

L — rzeczywisty wspétczynnik tarcia kinetycznego [-],

Lo —Wspotczynnik tarcia kinetycznego wyznaczony na podsta-
wie pomiaru ¢gmax z doktadnoscig A¢max.

Dane przedstawione na rys. 7a,b opracowano przyjmujac war-
to$¢ rzeczywistego wspdtczynnika tarcia kinetycznego 14=0,25,
arys. 7¢,d - 14=0,5. Z analizy prezentowanych wykreséw wynika,
ze doktadnos¢ wyznaczania wspétczynnika tarcia jest tym lepsza,
im krotsza dtugos¢ L wahadta i wieksza warto$¢ rzeczywistego
wspbtczynnika tarcia zu.
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Rys. 7. Wplyw doktadnosci odczytu kata wychylenia Agmax i dfu-
gosci L wahadfa na warto$¢ wyznaczanego wspofczynnika tarcia
kinetycznego: a) i b) gdy rzeczywisty wspétczynnik tarcia kinetycz-
nego wynosi 14=0,25, c) i d) gdy rzeczywisty wspdfczynnik tarcia
kinetycznego wynosi 14=0,5

Dokfadnos¢ odczytu Agmax ma bardzo duzy wptyw na btad wy-
znaczania wspdtczynnika tarcia. Zaktadajac dlugos¢ wahadia
L=0,1m przy doktadnosci odczytu Agmax=1°, gdy 4=0,5, uzyskiwa-
ny btad wyznaczanej wartosci wspdtczynnika tarcia wynosi ok. 8%
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Rys. 6. Moment sity tarcia statycznego Mt w odniesieniu do kata wychylenia ¢ wahadfa i predkosci poSlizgu Vo; maksymalny kat dmax
wychylenia wahadfa i maksymalny momentem Mmax Sit tarcia statycznego nie wystepujg jednoczesnie, gmax, ¢s, Ag — wielkosci oznaczone

takze narys. 2a
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(rys. 7c,d), a gdy 4=0,25 - ok. 16% (rys. 7a,b). Podobne relacje
wystepujq przy wyznaczaniu wspdtczynnika tarcia statycznego (na
podstawie badar wtasnych).

PODSUMOWANIE

W artykule zaproponowano metode wyznaczania wspdiczynni-
kow tarcia wykorzystujac zjawisko drgat samowzbudnych pojawia-
jacych sie w wahadle Foude’'a. Metoda pozwala wyznacza¢ wspot-
czynniki tarcia kinetycznego i statycznego pary ciernej: wat nape-
dowy-tuleja. Przyjmujac, ze pary te sq wymienne, wyznaczy¢ mozna
parametry cierne dla réznych par materiatdw. Podstawowym para-
metrem pomiarowym podczas badan eksperymentalnym jest kat
maksymalnego wychylenia wahadta ¢gmax. Z analizy wynikoéw badan
symulacyjnych mozna stwierdzi¢, ze dokfadnos¢ pomiaru tego
parametru silnie rzutuje na doktadno$¢ wyznaczania wspdtczynnika
tarcia. Btad pomiaru amplitudy wychylenia wahadta 0 Agma=1°
powoduje niedoktadno$¢ obliczenia wspétczynnika tarcia o €,4=8%
— zakladajac dtugo$¢ wahadta L=0,1m i rzeczywisty wspétczynnik
tarcia £4=0,5. Ze wzgledu na ten fakt, pomiar amplitudy drgan powi-
nien by¢ wykonany mozliwie z jak najwiekszg doktadnos¢, metodg
bezdotykowa, niezaktocajaca przebieg drgan samowzbudnych.
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METHOD OF FRICTION
COEFFICIENT DETERMINATION
OF FRICTION PAIRS IN
CONDITIONS OF SELF-EXCITED
VIBRATION OF FROUDE
PENDULUM

Abstract

The paper presents a method for the static and ki-
netic friction coefficients determination of kinematic
pairs in the conditions of self-excited vibrations occur-
ring in the Froude pendulum. In this method, as the first
the kinetic friction coefficient must be determined, and
then it should be used when calculating the static fric-
tion coefficient. The friction coefficients are determined
by measuring the amplitude of self-excited oscillations
of the pendulum. The measurement of the amplitude, for
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the coefficient of kinetic friction, must be carried out
when the sliding friction conditions are, and static —
when the conditions of stick-slip phenomenon appear.
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