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Streszczenie

W artykule przedstawiono wyniki badan algorytméw wygladzania
w ukladzie liniowym dyskretnym. Przeprowadzone badania pozwolity na
wyznaczenie blgdow $redniokwadratowych (RMS) potozenia dla systemu
z filtrem Kalmana oraz optymalnym estymatorem wygladzajacym. Zapre-
zentowano jako$ciowa poprawe, redukcje bledu RMS, oceny stanu uktadu
wynikajaca z zastosowania wygladzania. Przeprowadzone badania po-
twierdzity warto$¢ uzytkowa algorytmow wygladzania.

Stowa kluczowe: nawigacja, ocena stanu, wygtadzanie, filtracja Kalmana.

Selected smoothing algorithms in navigation
applications

Abstract

The paper presents the results of testing smoothing algorithms for a linear
discrete system. Three types of smoothing algorithms are analyzed in the
paper: fixed-interval smoothing, fixed-point smoothing, fixed-lag smoothing.
The performance of the above smoothing algorithms was experimentally
tested for a selected system model. There was assumed the dynamics
model called in the literature as PVA (Position-Velocity-Acceleration). It
describes the rate of change in the position, velocity and acceleration of
the object in time. The research allowed determining the root mean square
errors (RMS) of the position for a system with Kalman filter and the
optimal smoothing estimator. It was shown that the use of smoothing
improved the estimation of the state of the system significantly. The
quality improvement, that is the decrease in the RMS errors of the system
state estimates as a result of using smoothing algorithms, is presented in
the paper. The investigations performed proved the usefulness of smoothing
algorithms. The obtained results allowed determining the level of
improvement in the state estimation when using the optimal smoothing
estimators. Moreover, there was shown the improvement in the estimation
accuracy with the increase in the time interval between the instants of state
estimation and measurement.

Keywords: navigation, state estimation, smoothing, Kalman filtering.

1. Wprowadzenie

Z teorii estymacji wiadomo, ze ocena stanu x(k) w chwili £, jest
oceng wartosci x(k) na podstawie znanego ciggu pomiaréw z(1),
..., 2()), ktore maja powigzanie z x(k) przez pewien uklad pomia-
rowy. Jezeli k > j zagadnienie to nazywamy predykcja, jezeli k =
filtracja, a jezeli k <j nazywamy wygladzaniem [1]. Dwa pierwsze
zagadnienia sg ze sobg powigzane, co wyraznie widaé w réwna-
niach opisujacych rekurencyjny algorytm filtracji kalmanowskiej
[2]. Filtr opisany tymi rownaniami, dostarcza najlepsza estymate
stanu x(k) na podstawie pomiarow dokonanych do chwili £.
Optymalny estymator wygladzajacy pozwala jednak na jeszcze
lepsze oszacowanie stanu x(k) wykorzystujac pomiary wykonane
po chwili &. Mozna zatem powiedzie¢, ze estymatory wygtadzaja-
ce stluzg rozwigzaniu tego samego problemu estymacji, ale
nickoniecznie w czasie rzeczywistym. Obecnie stosowane algo-
rytmy wygladzania optymalnego wywodza si¢ z teorii filtracji

kalmanowskiej i1 znajduja zastosowanie w wybranych systemach
pozycjonowania i nawigacji pojazdow ladowych [3, 4], podwod-
nych [5] i powietrznych [6] dopuszczajacych opdznienie oceny
stanu w stosunku do pomiaru.

2. Optymalny estymator wygladzajacy

Optymalny estymator wygtadzajacy moze by¢ opisany jako
kombinacja optymalnego filtru dziatajacego do przodu oraz dru-
giego filtru dziatajacego do tytu [7]. Obie estymaty maja nieskore-
lowane bledy, poniewaz zaklocenia procesu oraz pomiaru sa
z zalozenia gaussowskimi szumami bialymi. Zakladajac, ze opty-
malny estymator wygtadzajacy oblicza kombinacj¢ estymaty
x(k|k) filtru dziatajacego do przod oraz estymaty xX(klk+1:N) filtru
dzialajacego do tyhu, to opisujace go réwnanie ma postaé

#(k[N) = A(k)z(klk)+ 4'(k)% (k[ +1: V) (1)

gdzie A(k) oraz A'(k) sa stalymi macierzami wspotczynnikow,
ktore nalezy wyznaczyé. Zastepujac w rownaniu (1) estymaty
x(klk) oraz x(klk+1:N) odpowiadajgcymi im sumami warto$ci
rzeczywistej oraz bledu estymacji mozemy sformutowaé zalez-
nos$¢ na btad estymacji po wygtadzaniu

F(k| V) =[a(k)+ 4°(k) - (ki) + Ak )% (k| )+ @

+ A (k)%(kJk +1:N)
Pamigtajac, ze estymata po wygladzaniu jest nieobcigzona, je-
zeli poszczegolne estymaty po filtracji rowniez sa nieobciazone,
nalezy pozby¢ si¢ pierwszego skladnika w powyzszym réwnaniu.

Podstawiajac rownanie
A(k)=1-A(k) 3)

do (2) otrzymujemy
Rk )= A(k)z (k[ )+ [1 — AK)R(Kk +1: V) @

Zalezno$¢ na macierz kowariancji btedu po wygladzaniu moze
by¢ wowczas sformutowana nastgpujaco

P(k|N)= E[Z(N)E (V)= A)P()AGKY + (5

+[1 - APkl +1: N )1 - A(kY ]

W celu znalezienia warto$ci macierzy A(k) dla ktorej otrzyma-
my minimalizacj¢ bledow nalezy wyznaczy¢ pochodna

W = 24(k)P(k[k) - 21 - AR )Pk +1: ) (©
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Po przyréwnaniu pochodnej do zera otrzymujemy zalezno$¢ na
macierz A(k) minimalizujaca §lad macierzy kowariancji btgdu

A(k)= P(kk +1: NYP(k[k)+ P(klk +1: V)] )
oraz odpowiednio
1 - A(k)= P(k[k [P(k[k)+ P(kk +1: N[ ®)

Podstawiajac powyzsze rownania do (5) oraz dokonujac pew-
nych przeksztalcen algebraicznych otrzymujemy

PE|V)=[P(kk) ' + PRk +1:8) '] ©)

Z powyzszego rownania wynika, ze ocena stanu przy wygla-
dzaniu jest zawsze lepsza lub rowna ocenie stanu przy filtracji.

3. Typy estymatoréw wygtadzajgcych
Definiuje si¢ trzy typy uktadéw wygtadzajacych [8, 9]:

Wygtadzanie w statym przedziale. W tym przypadku dysponu-
jemy pomiarami wykonanymi w ustalonym przedziale czasu [0,
N] i dla kazdego punktu czasowego k lezacego wewnatrz prze-
dziatu chcemy obliczy¢ oceng optymalng stanu opartg na wszyst-
kich znanych pomiarach. Tak wigc, szukana ocena ma postac

2(k|NV) = E[x(k)z(1)....,z(N)] (10)

dla k=0, 1, ..., N. Poniewaz ocen¢ optymalng stanu opieramy na
wszystkich znanych pomiarach, wygladzanie w statym przedziale
zapewnia najlepsza mozliwg estymate dla kazdej chwili z ustalone-
go przedzialu. Wygladzanie w stalym przedziale stosuje si¢ po
eksperymencie, aby poprawi¢ oceny stanu uzyskane z filtracji, np.
przetwarzanie danych sejsmicznych w badaniach geologicznych [8].

Wygtadzanie w stalym punkcie. W tej sytuacji wyznaczamy
ocen¢ optymalng stanu dla pewnego ustalonego punktu czasowego
k na podstawie wszystkich pomiaré6w az do chwili obecnej. Mo-
wigc ogolniej chcemy okresli¢

#())= Ex@)s00).3(0)] (i

dla pewnego ustalonego &, przy czym j > k. Wygtadzanie w stalym
punkcie mozna stosowa¢ na biezaco i1 wszedzie tam, gdzie
w trakcie trwania eksperymentu lub procesu nalezy estymowac ich
stany poczatkowe. Przykladem moze by¢ estymacja stanu poczat-
kowego satelity w czasie wprowadzania go na orbite, dokonana na
podstawie danych $ledzenia orbity [9].

Wygladzanie ze stalym opéznieniem. W tej sytuacji wyznacza-
my ocen¢ optymalng stanu dla pewnego ustalonego punktu cza-
sowego k lezacego w stalej odleglosci N od chwili ostatniego
pomiaru. Indeks £ nieustannie si¢ zmienia w trakcie pozyskiwania
nowych pomiaréw, ale opodznienie N jest state. Innymi stowy,
chwila w ktorej ustala si¢ oceng, wyprzedza chwilg ostatniego
pomiaru o statg odlegto$é. Szukana ocena ma zatem postac

&kl + N) = E[x(k)z(1)....,z(k) 2k +1),....z(k + N)]  (12)

przy czym k=0, 1, ..., za§ N jest dodatnig liczbg catkowita. Wy-
gladzanie ze stalym opodznieniem réwniez mozna stosowac na
biezaco. Takie podejscie do zagadnienia wygladzania, znajduje
zastosowanie przede wszystkim w systemach tacznosci, w sytuacji
gdy jest dozwolone opdznienie oceny w stosunku do pomiaru [8].

4. Model systemu

W celu praktycznego pordwnania algorytméw wygladzania
i filtracji przeprowadzono szereg badan symulacyjnych, podczas
ktorych przyjgto model dynamiki systemu okreslany w literaturze
jako PVA (Position-Velocity-Acceleration), ktory opisuje zmiany
w czasie sktadowych potozenia, predkosci i przys$pieszenia obiek-
tu [10]. Zmiany w czasie 1 zwiazki pomi¢dzy zmiennymi stanu
w modelu PVA wynikaja z newtonowskich rownan ruch i w wer-
sji dyskretnej mozna je zapisa¢ nastepujaco:

(k)

p(k+1)

17 172 plk)] [w,
vik+1)|=]0 1 T f(k) +| w, (k) (13
alk+1)| 10 0 1 |[alk)]| |w,(k)

Powyzsze rownanie ma posta¢ odpowiadajaca ogdlnemu linio-
wemu rownaniu dynamiki. Macierz kowariancji dyskretnych
zaktocen procesu Q wyznacza si¢ na podstawie cigglego modelu
dynamiki PVA. Postaé tej macierzy jest nastgpujaca [10]:

s, SsT* ST1°
20 8 6

ST ST ST? (14)
2=~ T
s, ST ST
6 2

Parametr S, w powyzszej macierzy reprezentuje widmowa
gesto§¢ mocy szumu biatego, stanowigcego zaktocenie w cig-
glym modelu dynamiki systemu. Poniewaz czas dyskretyzacji
rozpatrywanego systemu 7 jest staly, indeks k£ w zapisie macie-
rzy Q moégl zosta¢ opuszczony. Model obserwacji w przyjetym
modelu systemu wynika z zalozenia, ze wykonywane sa w nim
pomiary polozenia oraz przyspieszenia i jest dany ponizsza
zalezno$cig, o postaci odpowiadajacej ogoédlnemu liniowemu
roOwnaniu obserwacji:

) [

0 0 1

Ostatni sktadnik powyzszego rownania reprezentuje btedy po-
miarowe obu zastosowanych przyrzadow. Zalozono, ze bledy te
majg rozktad normalny, o zerowej warto$ci oczekiwanej i macie-
rzy kowariancji bledow pomiarowych:

r=|% O (16)
0 o’

przy czym elementy diagonalne macierzy R stanowia wariancjg

bledéw pomiarowych czujnika polozenia o,> i wariancje bledow

pomiarowych czujnika przyspieszenia o,”. Znajomo$¢ rdéwnan

(13) i (15) oraz macierzy Q i R jest wystarczajaca do zapisania

réwnan filtracji kalmanowskie;.

5. Przyktadowe wyniki badan

W oparciu o przedstawiony model PVA przeprowadzono bada-
nia symulacyjne. Badania miaty na celu zbadanie wtasnosci wy-
branych algorytméw wygladzania. Podczas symulacji wygenero-
wano trajektori¢ ruchu w jednym wymiarze, ktora stanowita od-
niesienie do wynikow polozenia okreslonego na drodze filtracji
oraz wygladzania. Btedy modelu systemu wygenerowano zgodnie
z przyjetym modelem. Przyjeto widmowa gestos¢ mocy szumu
biatego stanowiacego zaktocenia procesu ruchu S, = 1-107 m%s’®
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oraz wariancj¢ bledow czujnikéw wynoszaca O'pz = (0,5 m)* = 0,25
m? oraz ¢,2 = (0,01 m/s?)* = 0,0001 m%/s*.

1.5 T T T T T
+  mierzone | i i i

filtracja
==== wygadzanie

dp[m]

0 50 100 150 200 250 300
czas [s]

Rys. 1. Bfad potozenia bez wygladzania i przy wygtadzaniu w statym przedziale
Fig. 1.  The position error without smoothing and with fixed-interval smoothing

Przyktadowe wyniki badan symulacyjnych, przedstawiajace
btad okreslenia potozenia przy wygladzeniu w stalym przedziale
oraz btad potozenia po filtracji Kalmana na tle btedéw czujnika
potozenia, przedstawiono na rys. 1. W badaniach symulacyjnych
zbadano skuteczno$¢ algorytmu wygladzania w statym przedziale
dla réznych wartosci widmowej gestosci mocy szumu biatego
stanowigcego zaklocenia procesu ruchu w badanym modelu.
Ilosciowe pordéwnanie uzyskanych wynikéw, w postaci btedow
sredniokwadratowych (RMS) okres§lenia pozycji po filtracji
Kalmana oraz po wygtadzaniu w statym przedziale, zamieszczono
w tab. 1. W tabeli tej zamieszczono rowniez stopien redukcji
btedu $redniokwadratowego pomiedzy oceng przy filtracji a ocena
przy wygtadzaniu dla ré6znych warto$ci stosunku sygnatu do szu-
mu.

Tab. 1. Bfad $redniokwadratowy dla roznych wartoci stosunku sygnatu do szumu
dla oceny przy filtracji i wygtadzaniu

Tab. 1. The mean square error for various signal-to-noise ratio in estimation from
filtering and smoothing

S, =107 m%s’ S, =107 m%s’ S, =107 m%s’

filtracja | wygt. | filtracja | wygl. | filtracja | wygh.

RMS(dp) [m] 0,208 | 0,127 | 0206 | 0,121 | 0203 | 0,087

Redukcja RMS(dp) - 39% - 41% - 57%

Przeprowadzone badania symulacyjne miaty na celu réwniez
zbadanie zwiazku migdzy opdznieniem a poprawa oceny stanu.
W tab. 2 poréwnano btedy $redniokwadratowe okreslenia pozycji
po wygladzaniu dla réznych warto$ci réznicy pomigdzy chwila
oceny stanu & a chwilg pomiaru j. Porownano takze stopien reduk-
cji bledu $redniokwadratowego pomiedzy oceng przy filtracji
a oceng przy wygladzaniu dla r6znych wartosci réznicy £ - ;.

Tab.2. Blad sredniokwadratowy dla roznych wartoéci roznicy k - j dla oceny przy
filtracji i wygtadzaniu

Tab.2. The mean square error for various interval k - j in estimation from filtering
and smoothing

filtracja wygtadzanie dla roznicy k& - j
1 2 5 10 20 50
RMS(dp) [m] 0,231 | 0,209 | 0,190 | 0,148 | 0,124 | 0,122 | 0,121
Redukcja RMS(dp) - 10% | 18% | 36% | 46% | 47% | 48%
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Zaprezentowane w powyzszej tabeli wyniki badan dotycza
wszystkich trzech algorytmow wygtadzania, ktore stanowia trzy
rozne podejscia do jednego ogdlnego zadania wygladzania.

6. Podsumowanie

Przedstawione na rys. 1 wyniki badan symulacyjnych pozwalaja
na wyciagnigcie wniosku, ze btad okre$lenia potozenia przy wy-
gladzaniu jest mniejszy niz btad polozenia przy filtracji. Jakosé¢
poprawy oceny stanu zalezy od parametrow modelu systemu.
W przypadku gdy stosunek sygnatu do szumu jest duzy, poprawa
jakosci spowodowana wygladzaniem jest znaczna (redukcja btedu
RMS(dp) o 57%). Dla probleméw o matym stosunku sygnatu do
szumu poprawa oceny jest natomiast wyraznie stabsza (redukcja
bledu RMS(dp) o 39%). Poprawa oceny stanu wynikajaca z wy-
gladzania ro$nie monotonicznie wraz ze wzrostem roznicy czaso-
wej pomiedzy chwilg oceny stanu a chwilg pomiaru, przy czym
jesli roznica ta jest dostatecznie duza to stopien poprawy staje si¢
praktycznie staly. Zamieszczone w tab. 2 wyniki badan symula-
cyjnych pozwalajg stwierdzi¢, ze nie trzeba wprowadza¢ opdznie-
nia wigkszego, niz warto$¢, przy ktorej osiagga si¢ prawie maksy-
malne polepszenie estymacji spowodowane wygtadzaniem. War-
to$¢ opodznienia powinna by¢ kompromisem pomigdzy poprawa
jakosci a stopniem skomplikowania estymatora, ktdry ro$nie wraz
z opoOznieniem. Przedstawione przykladowe wyniki badan po-
twierdzaja praktyczng przewagg optymalnych estymatorow wy-
gladzajacych nad filtracja Kalmana w aplikacjach, w ktorych
akceptowalne jest niewielkie opdznienie uzyskiwanych danych
wyjsciowych.

Projekt wspolfinansowany przez Narodowe Centrum Badan i Rozwoju w ramach
Programu Badan Stosowanych jako Projekt Badawczy PBS1/B3/15/2012.
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