Stanistaw BOCIAN

Zt OZONOSC POLGRUP CHARAKTERYSTYCZNYCH ,,G”
AUTOMATOW ASYNCHRONICZNYCH SILNIE SPOJNYCH

Streszczenie
W artykule przedstawiono twierdzenie i przeprowadzono dowod na wyznaczenie ztozonosci potgrup charakte-
rystycznych dowolnej liczby (, G”) automatow deterministycznych skonczonych asynchronicznych silnie spojnych

DFASC:

(deterministic finite asynchronous strongly connected). Polgrupa charakterystyczna jest szczegolnie

istotnym pojeciem w teorii automatow; jest nosnikiem waznych informacji i okresla zdolnosé do przetwarzania
informacji. Ma to bezposrednio wazkie konsekwencje praktyczne w sferze projektowania optymalnych uktadow
logicznych.. Suma prosta automatow mozna uwazacé za realizacje — odpowiednio sekwencyjnych obliczen

WSTEP

Rozwoj teorii automatéw byt stymulowany przez dwie uzupet-
niajace sie tendencje:

a) konstruowanie modeli blizej zwigzanych ze wspdtczesnym
sprzetem i oprogramowaniem,

b) znajdowanie poprawnych narzedzi matematycznych (jezyka
matematycznego), w ktdrym mozna wyrazi¢ procesy oblicze-
niowe o duzej r6znorodnosci.

Od wielu lat jestesmy $wiadkami intensywnego rozwoju teorii
automatow, szczegolinie algebraicznej teorii automatow rozwijane;
na gruncie teorii pétgrup. Definicja relacji rownowaznosci Myhilla na
zbiorze stanoéw automatu oraz pdtgrup charakterystycznych automa-
tu pozwolity wydoby¢ zen mozliwosci obliczeniowe.

W ogblnym przypadku potgrupa charakterystyczna posiada

N" elementéw dlatego interesujace jest pokazanie klasy automa-
tow, ktére posiadaj wielomianowg zalezno$¢ liczby elementow
potgrupy charakterystycznej od liczby standw [1+25].

. W ukfadach matej i Sredniej skali integracji teoria automatéw
stanowita wystarczajace narzedzie do analizy ich pracy. Budowane
w pdzniejszym okresie sterowniki przemystowe byly realizowane z
wykorzystaniem mikroprocesoréw, dla ktérych analiza pracy z wyko-
rzystaniem teorii automatéw stanowito problem skomplikowany,
wrecz niemozliwy.

Rozwoéj uktadéw automatyki wymaga stosowanie nowych roz-
wigzan mikroprocesorow, uktadéw wejSC i wyjs¢ oraz uktadéw
komunikacyjnych. Wymagania takie spetniajg budowane po 2000r.
mikrosystemy cyfrowe integrujace w jednej strukturze m.in. blok
sprzetowy i rdzen mikroprocesorowy. Mikrosystemy cyfrowe umoz-
liwiajg programowanie w oparciu 0 zaimplementowane bloki funk-
cjonalne wejs¢ i wyjs¢ oraz funkcje przejécia. Umozliwia to tworze-
nie programu (np. dla mikrosystemu cyfrowego CYPRESS program
PSoC Express) w oparciu o sporzadzony wcze$niej graf automatu

[26].

1. ROZWAZANIA WPROWADZAJACE

Relacik R < X xY nazywamy funkcja, gdy dla kazdego
ae X istnieje dokladnie jeden element beY taki, Ze
a R b. zbiér X jest nazywany zbiorem okreslonosci, a zbior Y

zbiorem wartoéci funkcji. Funkcja f  jest 1+1
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(réznowarto$ciowa, jednoznaczna), gdy

ze f (ai) # f (a2 ) Funkcja jest ,na ", gdy
(

Y =i b:b= f(a), aeX |- Grupoidem nazywamy pare

a, # a, implikuje,

uporzadkowang, (S,O) gdzie: S - niepusty zbior, (0) - operacja
binarna na zbiorze stanow S . Operacjg binarng na zbiorze S nazy-
wamy przeksztatcenie niepustego podzbioru zbioru (S X S) w

zbior S . Binarng operacje (0) na zbiorze S nazywamy taczng
(asocjatywna), jesli ao(boc)=(acboc) da wszystkich
a,b,c e S. Péigrupa, nazywamy taki grupoid (S,o), w ktorym
operacja (o) jest asocjatywna. Niech X bedzie dowolnym zbio-

rem niepustym. Zbior X bedziemy nazywali alfabetem, a jego
elementy literami. Stowem X w alfabecie X nazywamy dowolny
ciag liter alfabetu napisanych obok siebie, a dtugoscig stowa (ozna-

czong przez ‘X‘ ) nazywamy liczbe tych liter o .

Skoficzonym automatem zdeterminowanym bez wyj$¢ nazy-
wamy uporzadkowang trojke (S 2, M ) , gdzie:

S — skoriczony, nigpusty zbidr stanow

2 - skoriczony, niepusty zbior wej$é

M : S x X — S :jest funkcjq przejsc.

Symbolem X" oznaczaé bedziemy przeliczalny nieskoriczony
zbior ciggdw o skoficzonej dtugosci, utworzony z elementdw zbioru

> . Zbiér " razem z operacjq konkatenacji (operacja potaczenia
dwach stdw, polegajaca na napisaniu ich obok siebie w celu otrzy-
mania nowego stowa), tworzy péigrupe wolng zwang pétgrupg

wejéciowa. Symbolem X oznaczaé bedziemy monoid wejsciowy,

czyli X =X UA gdzie A, jestciagiem pustym.

Funkcje M rozszerzamy do obszaru okreslonosci S x X" w
podany ponizej sposob. Niech: M (S, X) bedzie zdefiniowane,
wtedy:

M(S,Xa)z M(M(S,X,),O'), seS, xeX", oeX

Na zbiorze X" zdefiniujemy relacje:
XRy wtedy i tylko wtedy, gdy V.M (S, X) =M (S, y) :



R jest relacjq rownowaznosci (relacja Myhilla). Klase rowno-
waznosci zawierajaca element X € X" oznaczaé bedziemy X , a
zbior wszystkich Klas réwnowaznosci oznaczac¢ bedziemy | . Zbior
I tacznie z operacia (o) gdzie X oy = Xy, tworzy polgru-

pe (odpowiednio monoid), zwang potgrupg charakterystyczng (od-
powiednio monoidem charakterystycznym). Pétgrupe charaktery-

styczng automatu A oznaczac bedziemy @

Dla automatu A= (S,Z, M ) definiujemy automat charakte-
rystyczny A= (S, I(ﬂ), M) gdzie funkcja przejs¢ M jest
zdefiniowana nastepujaco: M(S, X) =M (S, X).

Dla kazdego X € X" definiujemy przeksztatcenie f, zbioru
S w siebie, gdzie :

f(s)=M(s,

f, jest implikowane przez X . Zbior przeksztatcen zbioru S w

X), dla kazdego S e S. Przeksztaicenie

siebie, implikowanych przez wszystkie elementy z 2, bedziemy
oznacza¢ symbolem J. J ze wzgledu na operacje superpozycii,

jest zbiorem generatoréw pewnej potgrupy F .

Potgrupa F jest antyizomorficzna z | [12, 13].

Automat mozna zatem zdefiniowac jako pare (S, J ) a auto-
mat charakterystyczny automatu (S, J ) jako pare (S, F).

Automat A = (S,Z, M ) jest silnie spojny wtedy i tylko wte-
dy, jesli dla kazdej pary (Sl,sz) stanoéw automatu A istnieje
element X z potgrupy wejsciowej taki, ze: M(Sl,x): S,.
Automat A= (S,E, M) bedziemy nazywa¢ asynchronicz-

wtedy i tylko wtedy gdy, dla kazdego
seS i oeX zachodzi M(s,o)=M(s,00).

nym

Automat A= (S,Z, M )jest zupeiny, jesli jego funkcja
przejscia jest zupetna.

Automat A= (S,Z, M) jest w petni okreslony, jesli jego
funkcja przej¢ jest w petni okreslona.

W publikacji rozwazamy automat deterministyczny skonczony

asynchroniczny silnie spojny DFSC, (deterministic finite asyn-
chronous strongly connected).
Suma prosta ,, g ” automatow

A =(%s,2.5M) A, =(*s,5,%M) ..
A, = (Ag 5,3,M )jest tr6jkq uporzadkowang

AUA ..., uAgM AVA, Uy AgSXZ—)AlUAQU _____ US i dla

[
AU, Ag S i

kazdego se™ O € X zachodz:

’*M(Als,a) gdy “sehsS .

“M(%,0) gdy 9se’s
Dla wszystkich przedstawionych rozwazan X = {00,0'1},
wprowadzamy X, = 0,0 |

X, =0,0,, dla kitorych

fy, = fal(f%) , = fao(fal). Dla dowolnego X € X°

definiujemy przeksztatcenie f,:S—">S okreslone jak
nastepuie: Vo, (S)=M(S,X), gdzie: da x=Xo
mamy VSES X (S) X'U (S) = fo— ( f)(' (S)) .

1. ZLOZONOSC POLGRUP CHARAKTERYSTYCZNYCH
SUM PROSTYCH ,,G” AUTOMATOW
ASYNCHRONICZNYCH SILNIE SPOJNYCH
Z KLASY DFASC,

Twierdzenie 1
Niech

AVUALUA =
bedzie suma prosta skonczonej liczby automatéw asynchronicz-
nych silnie spojnych z klasy DFASC , ~takimi ze:

(Alqu,....,uAg S’Z’AE.UAQUAQ M )

g - liczba wszystkich automatow A U A, ..., UA;
m, n,...,.c najwigksza liczba stanéw w poszczegdlnych automatach

A UA ,...,uAg )

g, m,n,.,.c=23,..,

Wtedy potgrupa charakterystyczna | (Al U A, ,...,uAg )
prostej AUA...UA, m

card(1{A UA,...,UA,))=2 [m,n,..c]

gdzie:

sumy wiasnosé

[m, n,...,c] najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ liczb naturalnych;
m  >n > > C card(’*S) =m>2;
card(AQS)z n>2,.. ,card(AGS)=c>2;

card (Z) =2 dwuliterowy alfabet wejsciowy X = {0'0 , 0'1} ;

X, =0,0,; X =0,0,
Dowod
={*s, n2 S,
AZS {*s, AZS 280 1 fon
{ Fog, s " SH}.
Dla u+atW|en|a dalszych opisow  oznaczmy jako:
Ahehs = A5 US,U,.,U8, = "S.

Zbiér wszystkich standéw automatdéw wynosi
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hS —
A
As s s, LM fes fes es Fes LL
Age Ay Ay Ay
Sg "Sises “Sep “Sey
Po przeksztatceniu zbioru stanéw "S pod wptywem litery o
otrzymujemy:

v Ly

Ay

v
(L

1 RS
!

So

Rys. 1. Automaty A, A, ,...,z klasy DFSC,

Ay

Ag A A A Ay
St Sy Sy S Sy TSy

%o

Ao A Ao Ay Mg A
Spa 2Syares Sy Sy Sy USoy

Pod wptywem stowa X, = 0,0, otrzymujemy przeksztat-
cenie:

A

Ag A Ag Ag A Pog A
o S,M8,,.., 08, s, s, s, 28, s

N Ns, M, "8, s,

W pracach [5,14] przedstawiono nowy sposob wyznaczania
najmniejszej wspolnej wielokrotnosci liczb naturalnych [m, n] .

d, =m-Kk,n; b, =n-d,;

m
ko = — - catkowita wielokrotnos¢ liczby n, w m;
n

d, =m-b, —k,n; b,=n-d,

dw—z = m_bw—s _kon; bw—z = n_dw—z

d,,=m-b, ,-k,n=0
Wtedy zgodnie z nowym sposobem wyznaczania najmniejszej

n
wspoinej wielokrotnosci liczb naturalnych [m, n] po E krotnej
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konkatenacji stowa X, (czyli po n przeksztatceniach)
jemy:

otrzymu-

A A A A Aog A
Sm—d0 Sm—d0 LA Sm—do_2 Sm—do_2 SO ZSO
f . = ko ko ko ko
x§
A A Mg A Ay Ay
e Spp Spogeee Sy TSy TSy TSy

A .
gdzie "* S, dowolny stan w automacie A .

n
Po —k0 krotnej konkatenacji stowa X, otrzymujemy:

Ag Ag

A A Pog A
m—dg m—dq """ Sm—do—z Sm—do—z ZS0 S0

h.l: _
L A
20| s, .78, s, s s, s

Po Nk, - krotnej konkatenacii stowa otrzymujemy:

A A A A Ao A
Sm—d1 Sm—dl""’ Sm—d1—2 Sm—d1—2 S0 SO

h —
foo =

Ay Ay Age Ay Ay Ay
peeey 90l Splp Sy TSy TS,y TSy,
gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] :
d, =m-Db, —k,n ; b, =n-d,

wm _[mn] ) .
Po —— ==—— krotnej konkatenacji stowa otrzymujemy:
A A A A gwm
Sm—dw_l Sm—dw_l ey Sm—dW_l—Z Sm—dw,l—Z
"f o =] 28,8028 LS

o AL A Ao A
Sx Sx""’ Sx—z SX—Z

gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] :
d,,=m-b,,—k,n=0;
Wtedy [m,n]=mw= p

Dla d,_, =0 mozemy napisac przeksztatcenie

w-1

As

m-2 m-2

Ag A A Ao
So " Sppens S So 2 Sp s

hme:

w8, 58, e U8, s s, s,
W przypadku trzech liczb naturalnych my, m,,m, /5, 14]
wyznaczanie NWW [mo ,m, mz] odbywa sig w sposob sekwen-
cyjny [[mo,ml], mz] . Wyznaczamy [mo,ml]: p i dalej
[p, mz]. W tym przypadku wyznaczamy nowe K,. Wtedy K;
oznacza catkowitg wielokrotno$¢ liczoy p w m, dla m, > p

lub M, w p gdy p>m,
Dla wigkszej ilosci liczb obliczenia wykonujemy sekwencyjnie

[mO’ml]: Q
[a1'm2]2a2
lagfl’ng:ag

Zatem; lmo,ml,...,ng: a,



Dla automatow A, A, ..., Ag

m liczba stanéw w automacie A,

N liczba standw w automacie A,

C liczba stanow w automacie Ag

Korzystajac z algorytmu na wyznaczeniu NWW [5, 14] dla dowolnej
stanow [m, n,..., C] w poszczegolnych automatach

ilosci
AL A A mozemy napisa¢
Asy sy, s, s, fs s,
h —_| A A Agg A
fx([)m,n,. ] — Sn_2 Sn_Zl"'l so gsov--l
Ay Ay
Sc—Z Sc—2
Po
Ao A A A Ao A A
SO SO""’ Sm—2 Sm—2 Sl Sl""' 2Sn—z
Tol Arg Ay Mg A
S v °Sp “Sprens Sep Sc oy
przeksztatceniach otrzymujemy:
Ag s s M M s
h —_| A A Aja A
fgox([)m,n,...c] - Snar Spoaren gSl Spyey

Ay Ay
Seir Sea

Analogicznie wyznaczamy potgrupe charakterystyczng sumy
prostej automatow z klasy DFSC, rozpoczynajac przeksztaice-

nia od litery o,. Wtedy korzystajac z powyzszego algorytmu mo-

zemy napisac ze potgrupa charakterystyczna
| (Al U A, ,...,uAg ) sumy  proste] automatow
AVUA,. .UA, wynosi

card(I{A UA,.....UA, ))=2 [m,n,...c].

Zatem otrzymujemy wzér (1)

PODSUMOWANIE

Z chwilg gdy nastapit zdecydowany rozwdj struktur mikrosys-
temdw cyfrowych (2001 r.), ktére wcigz ulegajq modyfikacjg naste-
puje proces eliminacji w niektdrych zastosowaniach technicznych
tradycyjnych sterownikéw PLC. Struktury mikrosysteméw cyfrowych
sq wielokrotnie tarsze, mniejsze gabarytowo, zuzywajg mniej ener-
gii, zwiekszaja wydajnos¢ pracy poprzez zintegrowanie sktadowych
systemu. Wykorzystujgc teorie automatéw mozemy oszacowa¢ lub
obliczy¢ ztozono$¢ pétgrup charakterystycznych automatéw. Ma to
istotny wptyw na oszacowanie ztozono$ci programéw i czasu wizua-
lizacji standw auitomatu.

Od wielu lat jeste$my $wiadkami intensywnego rozwoju teorii
automatéw, szczegoinie algebraicznej teorii automatéw rozwijane;
na gruncie teorii pétgrup. Definicja relacji rownowaznosci Myhilla na
zbiorze standéw automatu oraz pdtgrup charakterystycznych automa-
tu pozwolity wydoby¢ zen mozliwosci obliczeniowe. Dekompozycja
potgrup pozwala wprowadzi¢ pojecie automatow nieredukowalnych,
z ktérych mozna zlozy¢ wszystkie pozostate automaty.
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COMPLEXITY OF THE “G’ CHAR-
ACTERISTIC SEMI - GROUP OF
THE STRONGLY CONNECTED
ASYNCHRONOUS AUTOMATONS

Abstract

The paper presents the assumption and the evidence
is carried out of the simple sum complexity of charac-
teristic semigroups of any number (“G”) of determinis-
tic, finite, asynchronous, highly consistent DFASC;
automata. The characteristic semi — group is the par-
ticularly essential conception in the automaton theory;
it is the carrier of the important information and define
the ability to information processing. It has the direct
weighty consequences that are practical in the design-
ing domain of the optimum logic circuits. The direct
sum of automatons can be considered as the realization
—the sequence calculations accordingly.
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