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Chaotyczne liniowe uklady dynamiczne:
teoria i zastosowania

1. Wstep. W potocznym rozumieniu chaos jest zwigzany wylacznie ze
zjawiskami nieliniowymi. Jest to w pewnym stopniu spowodowane oryginal-
nym przykiadem Lorenza, ktéry mial olbrzymi wplyw na zmiane sposobu
my$lenia o nieregularnych zachowaniach rozwigzah ukladéw réwnah réznicz-
kowych

(1.1) u = f(u),

gdzie f jest nieliniowg funkcja dzialajaca w przestrzeni R™, n > 3, za$
u = (ug,...,u,). W przykladzie Lorenza n bylo réwne 3, za$ funkcja
f byla zdefiniowana przez: fi(up,usz,us) = 10(ug — uy), fo(uy,usz,uz) =
—uy + 28u; — uyug, f3(ui,ug,uz) = —%’LL3 + ujus. Okazuje si¢ jednak, ze
zachowania chaotyczne moga wystapi¢ réwniez w liniowych ukladach dy-
namicznych, pod warunkiem jednak, ze sa one nieskonczenie wymiarowe,
tzn. funkcja f w (1.1) dziala pomiedzy przestrzeniami nieskonczenie wymia-
rowymi. Natomiast skonczenie wymiarowe liniowe uklady dynamiczne nie
mogg by¢ chaotyczne — w sposdb $cisty wynika to na przyklad z Twierdze-
nia 4.3, ale intuicyjnie powinno by¢ to jasne, bo dynamike takiego ukladu
mozna zawsze opisaé¢ za pomocy skonczonej kombinacji funkcji wyktadni-
czych, trygonometrycznych i wielomianéw, ktéra raczej nie powinna byé
chaotyczna.

Pierwsze obserwacje dotyczace tego zjawiska sa zwiazane z modami fou-
rierowskimi kwadratowych ukladéw hamiltonowskich, gdy ich liczba ro$nie
do nieskoficzonoéci [14]; pojawity si¢ one doéé dawno. Dopiero jednak roz-
Woj technik zwigzanych z teoria ergodyczng i teoria operatoréw pozwolil
nada¢ badaniom nad liniowymi ukladami dynamicznymi ksztalt akcepto-
walnej teorii matematyczne;.

Zanim przejdziemy do gléwnego tematu tego artykulu, warto ustalié,
CZym bedziemy si¢ zajmowaé. Stowo chaos w literaturze naukowej w ciagu
Ostatnich 50 lat pojawilo si¢ w tysiacach prac [18] i znaczenia, w ktérych
bylo ono uzyte, czesto nie majg ze sobg wiele wspélnego. Dobitnie oddaje
to tytul artykulu ,Chaotic chaos”.
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W przelomowym artykule Lorenza [22] chaos byl rozumiany jako nie-
stabilnoéé rozwigzan ukladu (1.1) wzgledem malych zaburzen danych po-
czatkowych. Prawie 10 lat pézniej D. Ruelle i F. Takens [28], analizujac
burzliwy przeplyw plynéw, zasugerowali, ze jest on zwigzany z istnieniem
obiektu, ktéry nazwali dziwnym atraktorem. Istnienie dziwnego atraktora
jest chyba najpopularniejszym kryterium chaosu, zwlaszcza w naukach eks-
perymentalnych, gdzie mozna go ,zobaczyé” na atrakcyjnych obrazkach po-
chodzacych z symulacji numerycznych. Z matematycznego punktu widzenia
powazng wada tego podejécia sa trudnosci z udowodnieniem istnienia dziw-
nego atraktora. Warto podkreslié, ze o ile obrazek motyloksztaltnego atrak-
tora Lorenza, otrzymany numerycznie, trafil niemal pod strzechy, o tyle
matematyczny dowdd istnienia tego atraktora ma zaledwie kilka lat [29],
[30]. Poniewaz koncepcja dziwnego atraktora nie jest przydatna w liniowych
uktadach dynamicznych, ktére sa gléwnym tematem tego artykulu, nie be-
dziemy si¢ nig wiecej zajmowac.

Nie bedziemy si¢ tez zajmowaé innym waznym i interesujacym podej-
$ciem do zjawisk chaotycznych, bazujacym na istnieniu i wlaSciwosciach
miary niezmienniczej badanego ukladu dynamicznego, {14], [21], [25]. W tym
podejéciu, méwiac niezbyt precyzyjnie, chaos jest specyficznym rodzajem
ergodycznosci ukladu. Warto tu jednak zaznaczyé, ze teoria ta odnosi sig¢
zaréwno do zjawisk liniowych, jak i nieliniowych, i ma wiele punktéw wspdl-
nych z chaosem topologicznym [27], ktéry jest gléwnym bohaterem niniej-
szego artykulu i ktéry szczegdlowo przedyskutujemy ponizej. Zaczniemy jed-
nak od wprowadzenia koncepcji ukladu dynamicznego i oméwienia jego pod-
stawowych wlasnosci.

2. Uklady dynamiczne. Méwiac o rzeczywistych zjawiskach, ktére
zmieniaja sie w czasie, postugujemy si¢ zazwyczaj pewnymi wybranymi pa-
rametrami, ktére charakteryzujg ich stan. Ten sam proces (fizyczny, biolo-
giczny, etc.) mozna opisywac na wiele sposobdéw. Jesli interesujg nas zmiany
$redniej temperatury jakiego$§ obiektu, to w kazdej chwili jego stan bedzie
w pelni okreslony przez podanie jednego parametru, zatem uklad ten jest
jednowymiarowy. Jedli jednak interesuje nas temperatura w kazdym punkcie
obiektu, to w kazdej chwili stan systemu jest opisany przez funkcje trzech
zmiennych przestrzennych. W takim wypadku system jest nieskonczenie wy-
miarowy, gdyz zbiér wszystkich funkcji trzech zmiennych nie jest przestrze-
nia skonczenie wymiarowa.

W ogélnoéci bedziemy wiec opisywaé stan danego ukladu za pomoca
zmiennej nalezacej do ustalonego zbioru, zwanego przestrzenig fazowg lub
przestrzenig standw. W zasadzie przestrzen fazowa moze byé dowolnym zbio-
rem, jednak dla wiekszosci zastosowan wymagamy, zeby byta to przynaj-
mniej przestrzen metryczna, gdyz potrzebne jest pojecie bliskoéci punktéw.
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Gléwne wyniki tego artykulu odnoszg si¢ do przestrzeni Banacha, ktére sg
specjalng klasg przestrzeni metrycznych ze strukturg liniows.

Przez uklad dynamiczny rozumiemy przestrzen fazows X wraz z zadang
regula ewolucji stanéw x € X w czasie t. W zastosowaniach pojawiajg sie
dwa typy ukladéw dynamicznych: takie, w ktérych czas jest zmienng dys-
kretna (np. stan ukladu jest znany tylko w oddzielonych od siebie chwilach
obserwacji), oraz takie, dla ktérych czas jest zmienng ciggla, co odpowiada
sytuacji, gdy uklad jest obserwowany nieustannie i jego stan jest znany
w dowolnej chwili.

Dyskretne uktady dynamiczne mogg by¢ zapisane w postaci iteracji pew-
nej funkcji f: X —» X

(22) Lyl = f(cct), t € Z lub N.

Gdy czas jest ciggly, zas X jest przestrzenia unormowang, dynamika uktadu
zazwyczaj moze byé opisana za pomocg réwnania rézniczkowego

2.3) &= ‘-f% — A(x), tecRMubR,.

Funkcje f i A opisuja, odpowiednio, mechanizmy wymuszajace ewolucje
ukladu.

Teorie dyskretnych i ciagglych ukladéw dynamicznych sg pozornie po-
dobne, cho¢ w wielu przypadkach prowadza do jakoéciowo réznych wynikéw.
Na przyklad, chaos w ukladach dyskretnych moze sie pojawié juz w jednym
wymiarze (dyskretny model logistyczny), zas§ w przypadku czasu ciagglego
potrzeba na to przynajmniej trzech wymiaréw.

Nasz artykul dotyczy gioéwnie przypadku cigglego. Skoncentrujemy sie
réwniez na ukladach okreslonych tylko dla ¢ > 0. Tak wiec, cigglym ukladem
dynamicznym bedziemy nazywaé rodzine funkcji (operatoréw) (x(t,-)):>o0
okreslonych na X takich, ze dla kazdego t > 0, =(t,-) : X — X jest funk-
cja ciaggla, dla kazdego p funkcja t — x(t,p) jest ciagla na [0,00) i spelnia
z(0,p) = p, oraz dla wszystkich ¢ > 0 i p nalezacych do pewnej podprze-
strzeni X¢ € X zachodzi

z(t, p) = Az(t, p))-
Innymi stowy, x(¢, p) jest rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego
T = A(x),
z(0) = p.

Warto podkresli¢, ze jedli problem (2.4) jest jednoznacznie rozwigzalny,
to mamy nastepujaca wazng tozsamosé

(2.5) z(t + s,p) = x(t,z(s, p)), t,s >0,

ktéra wyraza fakt, ze stan uktadu w dowolnej chwili jest jednoznacznie okre-
Slony jako zlozenie stanéw wcze$niejszych. Tozsamos$é (2.5) méwi tez, ze

(2.4)
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z algebraicznego punktu widzenia, uklad dynamiczny (x(t,-)):>0 ma struk-
ture pélgrupy i dlatego jest nazywany czesto pdlgrupg operatoréw. Z (2.5)
wynika réwniez, ze ciagle uklady dynamiczne mogg byé w pewnym zakresie
identyfikowane z ukladami dyskretnymi, gdyz dla dowolnego to > 0ip € X
zachodzi

(2.6) x(nto, p) = [z(to, )]"(P)-

3. Chaos w cigglych ukladach dynamicznych. Chaos topologiczny
byt pierwotnie zdefiniowany dla dyskretnych ukladéw dynamicznych. Po-
niewaz naszym celem sg ukltady ciagle, przeformulujemy wszystkie definicje
uzywajac ciaglego czasu t jako parametru.

Niech przestrzen fazowa (X,d) bedzie przestrzenia metryczng drugiej
kategorii Baire’a (np. zupelng) i niech (z(2,-)):>0 bedzie ciagtym ukladem
dynamicznym na X. Oznaczmy przez O(p) = {x(t,p)}+>0 orbite (z(2,-))i>o0
zaczynajacq sie w p. Aby uniknac rozwazania przypadkéw zdegenerowanych,
zalozymy tez, ze obrazy przedzialdéw sag nigdziegeste w X (tzn. domknigcie
cigglego obrazu przedzialu ma puste wnetrze). W szczegdlnosci, X nie re-
dukuje si¢ do pojedynczej orbity (a(t,-))t>0.

Zanim podamy definicje chaosu w sensie Devaneya, ktérym si¢ bedziemy
tutaj zajmowaé, warto oméwié dokladniej jej podstawowe skladowe. Mo-
wimy, ze uklad dynamiczny (2(t,-)):>0 jest przechodni na (X,d), jedli dla
dowolnych niepustych zbioréw otwartych U,V C X istnieje chwila {5 > 0
taka, ze z(to, U) NV # 0. Punktem okresowym (x(t,-)):>0 nazywamy kazdy
punkt p € X, dla kuérego istnieje T' > 0 taki, ze z(T,p) = p. Jedli p ma
te wlasciwosé dla kazdego T, to méwimy, ze jest to punkt staly (x(t,-))t>o0-
Ostatnig z wlasnosci ukiadu dynamicznego, potrzebng do charakteryzacji
chaosu, jest jego wrazliwo$é na zmiany danych poczgtkowych, stanowiaca ja-
dro obserwacji Lorenza. Méwiac Scisle, uklad jest wrazliwy na zmiany danych
poczgtkowych, jesli istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego p € X i jego otoczenia
N, istnieje punkt y € N, i czas ty > 0 taki, ze odleglo$¢ pomiedzy x(to, p)
a x(to,y) jest wigksza niz 4.

Majac do dyspozycji powyzsze pojecia, mozemy zdefiniowac chaos w sen-
sie Devaneya.

DEFINICIJA 3.1. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Méwimy,
ze uklad dynamiczny (z(t, -))¢>0 jest chaotyczny na X, jeli jest przechodni,
jego zbiér punktéw okresowych jest gesty w X oraz jest on wrazliwy na
zmiany warunkéw poczatkowych.

Zauwazmy, ze bezpoSrednio z definicji wynika gestos¢ punktéw okreso-
wych o niezerowym okresie, w przeciwnym bowiem wypadku zbiér punktéw
stalych bylby gesty co, wobec ciaglosci (z(¢, -))t>0, wymuszatoby z(t,p) = p
dla kazdego p.
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Na pierwszy rzut oka przechodnio§é¢ uktadu dynamicznegio i jego wrazli-
wo$¢ na zmiang danych poczatkowych powinny by¢ ze sobg zwigzane, gdyz
obie wlasnosci méwig o orbitach moggcych dowolnie oddalaé si¢ od usta-
lonego punktu. Jednakze, przynajmniej w dyskretnych uktadach dynamicz-
nych, obrét okregu jednostkowego o kat o mierze niewspélmiernej z 7 jest
przykladem odwzorowania przechodniego, ktore nie jest wrazliwe na dane
poczatkowe [13].

Okazuje sie jednak [10], ze warunki podane przez Devaneya nie s nieza-
lezne: topologiczna przechodnio$¢ i gestoé¢ punktéw okresowych pociagaja
za soba wrazliwo$¢ na zmiany warunkéw poczatkowych.

TWIERDZENIE 3.1. Jesli uktad dynamiczny (x(t,))i>0 jest topologicznie
przechodni © ma gesty zbior punktow okresowych, to jest réwniez wrazliwy
na zmiany warunkéw poczgtkowych.

Dowé6d. Oryginalny dowéd tego twierdzenia byl przeprowadzony dla
ukladéw dyskretnych [10]. Dla ukladéw cigglych dowéd wymaga paru tech-
nicznych modyfikacji [2]. Jesli jednak przestrzen fazowa X jest nieograni-
czona, np. jest przestrzenia Banacha, dowdd powyzszego twierdzenia znacz-
nie si¢ upraszcza. Istotnie, dla dowolnej liczby § > 0 i zwartego zbioru K
mozna znaleZé zbiér otwarty V taki, ze dist(K,V) > 4. Wezmy teraz do-
wolny punkt p i jego otoczenie U. Poniewaz punkty okresowe tworzg zbidr
gesty, istnieje punkt okresowy q € U. Jego orbita O(q) jest zwarta, wiec
istnieje otwarty zbiér V, dla ktérego dist(O(q),V) > §. Z przechodnioéci
uktadu mamy istnienie punktu y € U takiego, ze =(t,y) € V dla pewnego
t. Réwnoczeénie x(t,q) € O(q), zatem d(z(t,y), z(t,q)) > 6. )

Obecnie powigzemy przechodnio$¢ z bardziej intuicyjna wlasnoscig ukla-
du dynamicznego, ktéra jest istnienie orbity gestej w X. Uklady dynamiczne
o tej wlasno$ci nazywamy hipercyklicznymi. Koncepcja ta pochodzi z teorii
operatoréw [15], gdzie ciagly operator A na przestrzeni Banacha X nazywa
si¢ hipercyklicznym, jesli istnieje element = € X dla ktérego ciag {A"T},en
jest gesty w X. W cytowanej pracy zostalo udowodnione twierdzenie, ze
operator jest hipercykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest topologicznie prze-
chodni, co ma natychmiastowe zastosowanie w teorii dyskretnych ukladéw
dynamicznych generowanych przez ciagle operatory liniowe. Jak zobaczymy
ponizej, wynik ten mozna z latwoscig uogdlni¢ na przypadek dowolnych
cigglych ukladéw dynamicznych na przestrzeniach metrycznych drugiej ka-
tegorii Baire’a.

Rozszerzajac w naturalny sposéb definicje hipercyklicznoéci powiemy, ze
ciggly uklad dynamiczny (2(t,-)):>0 jest hipercykliczny, jesli istnieje p € X
dla ktérego O(p) = X. Warto zauwazy¢, ze z ciaglosci z (-, p) wynika 5@ =
{z(t, p)}teq, gdzie Q oznacza zbidr liczb wymiernych dodatnich, tak wiec
uklady hipercykliczne mogg istnie¢ tylko w przestrzeniach oérodkowych.
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Zanim sformulujemy giéwne twierdzenie tego paragrafu, zauwazmy, ze
w niezdegenerowanych przestrzeniach metrycznych, jesli orbita O(p)
{z(t,p)}i>0 jest gesta w X, to réwniez jej kazdy ogon O(z(s,p)) =
{z(t,p)}t>s, s > 0, jest gesty.

Oznaczmy przez X, zbiér wszystkich elementéw hipercyklicznych: Xj, =
{p € X; O(p) = X}. Oczywidcie, jedli (z(t,)):>0 ma jeden wektor hiper-
cykliczny, to zbiér wektoréw hipercyklicznych jest gesty, bo kazdy punkt
trajektorii gestej jest hipercykliczny.

TWIERDZENIE 3.2. Niech (x(t,-)):>0 bedzie cigglym uktadem dynamicz-
nym w zupelnej, osrodkowej i niezdegenerowanej przestrzeni metrycznej X.
Wéwczas X, jest gesty w X wtedy 1 tylko wtedy, gdy (x(t,-)):>0 jest topo-
logicznie przechodnia.

D ow 6 d. Ustawmy nieujemne liczby wymierne w ciag {t1, ts,...}. Roz-
wazmy dalej rodzing {@(tn, ) }nen. Oczywiscie, orbita O(p) ukladu dyna-
micznego (z(t,-))i>0 jest gesta w X wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér
{z(tn, P) }nen jest gesty. Analiza oryginalnego dowodu tego twierdzenia [15],
ktéry byl przeprowadzony dla iteracji operatoréw liniowych ciaglych, poka-
zuje, ze orbity operatora byly uzyte tylko w sensie teoriomnogo$ciowym,
liniowo$¢ operatora nie byta wykorzystana, natomiast cigglo$¢ operatoréw
jest istotna jako, ze potrzebujemy otwartoéci przeciwobrazéw zbioréw otwar-
tych. Tak wiec dowodu tego mozna uzyé bez zadnych zmian do zbioréw

{z(tn: P)}nen [2)- 0

4. Chaotyczne poélgrupy liniowe.W tym rozdziale skoncentrujemy
sie na gléwnym temacie niniejszego artykulu, czyli na liniowych ukladach
dynamicznych w nieskoficzenie wymiarowych przestrzeniach Banacha. Aby
to podkreslié, bedziemy oznaczaé¢ uklady dynamiczne w sposéb przyjety w
teorii pétgrup operatoréw i pisaé x(t, p) = T(t)p, gdzie (T(¢)):>o jest mocno
ciggla pdélgrupa operatoréw liniowych ograniczonych.

Jak wspomnieli§my powyzej, wiekszo$¢ wynikéw omawianych tutaj ma
swoje korzenie w teorii operatoréw hipercyklicznych; wyniki tej teorii sg
przenoszone na grunt cigglych ukltadéw dynamicznych poprzez (2.6).

WprowadZzmy nastepujace trzy zbiory, ktére sa wazne przy dowodzeniu
chaotyczno$ci ukladéw dynamicznych.

(i) Xo to zbidr wszystkich p € X, dla ktérych tlg& T(t)p =0,

(i) Xoo to zbiér wszystkich p, dla ktérych, dla kazdego € > 0, istnieja
w € X it > 0 spelniajace nieréwnodci ||lw]| < e i [|T(t)w — p| < ¢,
(iii) X, to zbiér punktéw okresowych.
Zwigzek pomiedzy tymi zbiorami a chaosem (hipercyklicznoscia) jest opi-
sany w ponizszym twierdzeniu.
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TWIERDZENIE 4.1 [12]. Niech (T'(t))¢>0 bedzie mocno ciggle polgrupg w
osrodkowej przestrzeni Banacha X. Jesli Xo i X o sq geste w X, to (T(t))i>0
jest hipercykliczna.

Dowdéd. Idea dowodu jest doé¢ prosta. Gestosé X, pokazuje, ze do
dowolnego otwartego otoczenia dowolnego punktu € X mozna dotrzeé
startujac z punktu w z dowolnie malego otoczenia zera. Biorgc dowolne
otoczenie jakiego$ innego punktu p, znajdziemy w nim q € Xy, wobec czego
punkt v = q + w znajdzie sie réwniez w by¢ moze nieco wiekszym, ale tez
dowolnie maltym, otoczeniu p. Z definicji Xy, orbita O(v) dotrze do otoczenia
x, co dowodzi przechodnioéci (T'(t)):>0, a zatem jej hipercyklicznosci. O

Warto podkredlié, ze jest to tylko warunek wystarczajacy — istnieja przy-
ktady pétgrup hipercyklicznych, dla ktérych Xo = 0 [12]. Ponadto oczywi-
Scie, jesli X, jest gesta w X, to X = X.

Uwaga 4.1. Wynik powyzszy jest znacznie ogélniejszy od podanego
ponizej powszechnie uzywanego kryterium hipercykliczno$ci operatoréw
(czyli dyskretnych ukladéw dynamicznych), [15], [11], ktére jest czasami
latwiejsze do stosowania.

LEMAT 4.1. Niech A bedzie operatorem liniowym ograniczonym na prze-
strzeni Banacha X. Jesli istniejg podprzestrzenie Y1,Ys, geste w X, oraz
operator Z : ' Y1 — Y7 spelniajgcy:

(i) AZz =x na Y1,

(i) nan;)Z”y =0 dla kazdego y € Y1,
(iii) nli_)rr.}o A"y =0 dla kazdego y € Y3,
to A jest hipercykliczny.

Poréwnujac ten wynik z Twierdzeniem 4.1 widzimy, ze Y5 odgrywa tu role
Xo. Jedli za$ spelnione sg zalozenia (i) i (ii), to biorac z € Y;, ustalajac e > 0
i kladagc w = Z™z dla odpowiednio duzego n widzimy, ze |lw|| < € i ||z —
A"w| = 0 < ¢, a wigc Y] spelnia warunki definicji X, (zmodyfikowane;j
w naturalny sposéb dla ukladéw dyskretnych).

W zastosowaniach oczywiscie podstawowym problem jest identyfikacja
przestrzeni Xg i Xoo 1 udowodnienie, ze s3 one geste. W praktycznie wszyst-
kich znanych przykiadach pélgrup chaotycznych przestrzenie te sa zwigzane
z wektorami wlasnymi generatora pélgrupy. Ponizsze twierdzenie wykorzy-
stuje ten wlasnie pomysi.

TWIERDZENIE 4.2 [12]. Niech X bedzie osrodkowg przestrzenig Banacha,
za$ A niech bedzie generatorem mocno ciggtej potgrupy (T(t))i>o na X.
Zaléimy, ze "
(i) widmo punktowe A, o,(A), ma niepuste wnetrze U spelniajgce warunek

U NiR # 0;
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(ii) istnieje selekcja przyporzqdkowujgca kazdej wartosci wlasnej A € U od-
powiadajgcy jej wektor wlasny xx w taki sposob, ze dla kazdego ® € X*
funkcja Fg(A) =< ®,x) > jest analityczna na U,

(it) Fe =0 na U wtedy i tylko wtedy, gdy ® = 0.

Wéwczas (T'(t))i>o0 jest chaotyczna.

Dow6d. Dowdd opiera sie na obserwacji, ze przy poczynionych za-
lozeniach mamy wystarczajaco duzo trajektorii postaci T(t)zy = e*xy.
Gdy ReX < 0, to trajektorie takie zmierzaja do zera. Jesli Rel = 0, to
sg one okresowe, za$ gdy Re\ > 0, mozemy zapisa¢ x) = T(t)e Mz,
gdzie e~z zmierza do zera, gdy t — oo, wobec czego T, jest osiggalny z
dowolnie matego otoczenia zera. Tak wigc, jesli zbiory wektoréw wlasnych
odpowiadajacych ReX > 0, ReA = 01 Rel < 0 sa geste, to z Twierdze-
nia 4.1 wynika chaotyczno$¢ (T'(t)):>o. Warunek z funkcja analityczng jest
czysto techniczny pozwala stwierdzié, wykorzystujac zasade zer izolowanych,
ze omawiane zbiory

{:1: a; ReA % D}
sg liniowo geste w X. O

Nastepne twierdzenie podaje warunki konieczne na to, by pdigrupa
(T(t))t>0 generowana przez A byta hipercykliczna.

TWIERDZENIE 4.3 [12]. Niech (T'(t)):>0 bedzie pdlgrupg hipercykliczng w
przestrzeni Banacha X, generowang przez A. Wowczas operator sprzezony
A* i pélgrupa operatoréw sprzezonych (T*(t))t>0 majg nastepujece wiasci-
wosci:

1. jesli 0 # ® € X*, to orbita {T*(t)®}+>0 jest nieograniczona;
2. widmo punktowe o,(A*) jest puste.

D ow 6 d. Ograniczymy si¢ do naszkicowania idei dowodu. W punkcie 1.,
niech dla pewnego 0 # ® € X*, | T*(t)®|| jest ograniczona dla wszystkich
t. Poniewaz

IT*(t)®@|| = sup (T*(t)®,x)| = sup [(®,T(t)x)l,
lefl<1 flell<1
i skoro w kuli jednostkowej istnieje &, ktérego orbita jest gesta, otrzymujemy
sprzeczno$c.

W punkcie 2, jesli 0,(A*) # 0, to mozna wykazaé [7], ze dla pewnych
A1 ® # 0 zachodzi T*(t)® = eM®. Skoro wszystkie orbity (T™*(t))i>0 sa
nieograniczone, to Re\ > 0. Biorac takie x, ktérego orbita {T'(t)x}i>0 jest
gesta, otrzymujemy

(@, T(t)z)| = [*(®,2)| > (@, ).
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Poniewaz orbita jest gesta, mozemy zaczaé ja od takiego x, dla ktdrego
prawa strona jest wigksza od zera, za$ lewg strone mozemy uczynié¢ dowolnie
mala. O

Twierdzenie to pozwala pokazaé, ze pewne wazne klasy pélgrup nie sg
chaotyczne. Przypomnijmy, ze mocno ciaggla pétgrupe (T'(t));>0 nazywamy
ewentualnie jednostajnie cigglq, jesli istnieje chwila tg > 0 taka, ze funkcja
t — T(t) jest ciagla w jednostajnej topologii operatorowej na [tg, 00).

WNIOSEK 4.1 [12]. Niech (T'(t))1>0 bedzie mocno ciggle pélgrupg gene-
rowang przez A. Jesli (T'(t))i>o0 jest ewentualnie jednostajnie ciggla i rezol-
wenta A jest zwarta, to (T(t))i>0 nie jest hipercykliczna.

Dowdéd. Jedli pélgrupa ta bylaby hipercykliczna, to jej typ bylby nie-
ujemny, gdyz miataby trajektorie nieograniczone. Poniewaz jest ona ewentu-
alnie jednostajnie ciagla, typ ten jest réwny supremum czesci rzeczywistych
widma jej generatora, zatem widmo to jest niepuste. Poniewaz A ma zwartg
rezolwente, rezolwenta A* jest réwniez zwarta, zatem ma czysto punktowe
i niepuste widmo, co daje sprzecznosé¢ z Twierdzeniem 4.3. O

Zalozenia tego twierdzenia sg w szczegdlnosci spelnione przez pélgrupe
dyfuzyjng w obszarze ograniczonym.

5. Przyklady liniowych modeli chaotycznych

5.1. Chaos generowany przez operator przesumniecia.

Przyklad 5.1. Chaos w ukladach generowanych przez funkcje
operatora przesuniecia. Naszkicowana w poprzednich rozdzialach teoria,
prawdopodobnie po raz pierwszy zostala zastosowana w modelu majacym
konkretng interpretacje fizyczna w {24]. Poniewaz model ten ma w pewnym
sensie typowy charakter, oméwimy go nieco dokladnie;j.

Rozwazmy zbidér obiektéw, charakteryzujgcych si¢ wewnetrznym stop-
niem swobody indeksowanym za pomoca liczb naturalnych n € N. Obiekty
oddziatywuja z otoczeniem wedlug nastepujacej reguly: w chwili reakcji
obiekty znajdujace si¢ w stanie n > 2 sg pochlaniane przez otoczenie z pred-
kodciag o > 0 i1 pojawiaja si¢ ponownie w ukladzie z predkoscig 8 > a jako
obiekty w stanie n — 1. Jesli obiekt znajdzie si¢ w stanie n = 1, jest pochila-
niany i przestaje istnieé.

W taki sposéb moga by¢ opisane pewne procesy chemiczne i niesprezy-
ste zderzenia czasteczek gazu (wéwczas obiektem w stanie n jest czasteczka,
o energii znormalizowanej do n) lub procesy biologiczne (np. proces $mierci

z migracjg — woéwczas obiektem w stanie n jest populacja majaca n osobni-
kéw).
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Ewolucje ukladu mozna opisaé za pomoca funkcji rozkladu f(t) = (f1(t),
f2(t),...), gdzie fn(t) jest iloScig obiektéw znajdujacych si¢ w stanie n; funk-
cje rozkladu spelniaja nieskoniczony liniowy uktad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

df

(51) _d—t_ = (Af)n = _afn +:6fn+1> neN.

Naturalna przestrzenig dla tego procesu jest przestrzen [!, gdyz norma nie-
ujemnego elementu f = (f}, f2...) > 0, dana wzorem

HEDP

daje catkowita liczbe obiektéw.

Operator A zdefiniowany przez nieskonczona macierz wspolczynnikéw
prawej strony (5.1) jest ograniczony, zatem istnieje péigrupa (T'(t))¢>0 roz-
wigzujaca powyzszy uklad. Prosty rachunek pokazuje, ze widmo punktowe
A dane jest wzorem

(5.2) 0p(A) = {—a+ By |l < 1},
z wektorami wlasnymi zadanymi przez
(5.3) h, = (u, 1%, 13,..).

Funkcja Fg z twierdzenia 4.2 jest wobec tego szeregiem potegowym i tatwo
sprawdzi¢, ze zalozenia tego twierdzenia sg spelnione, zatem (T'(t))¢>0 jest
polgrupa chaotyczng w 1.

Zanim przejdziemy do uogdlnien tego wyniku, warto zwrdcié uwage na
kilka waznych punktéw. Po pierwsze, zalozenie 8 > a jest kluczowe dla ist-
nienia chaosu. Wynika to z faktu, ze jesli f(¢) jest nieujemnym rozwigzaniem
(5.1), to sumujac poszczegdlne réwnania tego uktadu otrzymamy

(5.4) %Ilf(t)ll = (B=EDON - BA(),

czyli w ukladzie moga pojawiaé sie nowe obiekty. Jesli uklad jest dyssypa-
tywny lub konserwatywny (tak jak np. klasyczny uklad zycia i $émierci), to
wszystkie jego trajektorie sg ograniczone, a wiec zadna z nich nie moze byé
gesta w calej przestrzeni I! i oczywiécie nie moze byé mowy o chaosie. Druga
obserwacjg, ktéra ma zwiazek z jednym z uogdlnien dyskutowanych poni-
zej, jest to, ze struktura (5.2) widma A, pozwala stwierdzié¢, ze réwniez sam
operator A, tzn. dyskretny uklad dynamiczny generowany przez iteracje A,
jest chaotyczny.

Pierwsza klasa uogélnien powyzszego wyniku, ktérg chcemy tu przedsta-
wié, pochodzi z pracy [11] i dotyczy identyfikacji chaotycznych funkcji pew-
nego generycznego operatora (ktéry sam nie musi byé chaotyczny). Opera-
torem tym jest tutaj operator przesuniecia, zdefiniowany dla f = (f1, fa,...)
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wzoremnt
(5.5) (Lf)p = fus1, kEN.

W szczegdlnodci, operator A z pierwszej czesci tego przykiadu mozna zapisaé
jako A = —al + BL, gdzie I jest identycznoScig.

Dalsze rozwazania bedziemy prowadzi¢ w przestrzeniach Banacha [P (b)
ciaggédw zespolonych & = (z)nen 2z DOrmg

[e o]
||| = Z'xnlpbm
n=1

gdzie cigg wagowy b spelnia warunek sup,, bx/bg+1 < 0o, ktory jest wystar-
czajacy (i konieczny) do zapewnienia cigglosci L. Mozna wykazaé, ze su-
premum to jest réwne ||L||P. Oznaczmy przez D kolo jednostkowe w C, 6D
niech oznacza okrag jednostkowy. Dla funkeji analitycznej f wrD, r > || L||,
niech f(L) oznacza funkcje operatora skonstruowang np. za pomoca szeregu
potegowego

F(L) =Y anrn,
n=0

o0
gdzie f(z) = ) anz™, albo za pomoca catki Dunforda. Poniewaz L jest
n=0

operatorem ograniczonym, zachodzi twierdzenie spektralne [19, Twierdzenie
5.12.2].

xO
Niech R bedzie promieniem zbieznosci ) b, 2"; bedziemy zawsze zakla-
n=1
daé, ze R > 0. Widmo punktowe L w [?(b) jest dane wzorem

oo
RY?D gdy Y b,R" = co lub R = oo,
Gp(L) = . n;l
RYPD gdy S b,R" < oo,
n=1
odpowiednie wektory wlasne dane sa przez (5.3). Kluczows obserwacja po-
zwalajaca na identyfikacje chaotycznych funkcji operatora L jest ponizszy
wynik.

TWIERDZENIE 5.1 [11]. Zaldzmy, Ze f jest funkcjg analityczng réing od
stalej w otoczeniu |L||D. Jesli f(RY?D)NAD # 0, to f(L) jest opera-
torem chaotycznym. Jesli f(RYPD) iR # 0, to f(L) generuje pélgrupe
chaotyczng.

Dowé6d. Dowdd pierwszego stwierdzenia wykorzystuje dwa podsta-
wowe fakty. Po pierwsze, jesli 0 # p € RYPD C 0,(L), to f(u) € a,(f(L)),
a po drugie, obraz zbioru otwartego za pomoca funkcji analitycznej, roznej
od stalej, jest otwarty. Poniewaz f(R/?D) N oD # 0, zbiory Q, := {n e
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RYPD; |f(p)| > 1} i Qy := {u € RVPD; |f(u)| < 1} sa otwarte i niepuste.

Jesli oznaczymy przez Y; powloke liniowa zbioru {h,; p € Q;}, j = 1,2,

widzimy, ze je$li element ® = (¢1,¢2...) € X* anihiluje Yj;, to funkcja
o0

analityczna Fg = ) ¢pu™ znika tozsamoSciowo na kazdym ze zbioréw €2;

n=1
i z zasady zer izolowanych otrzymujemy, w obu przypadkach & = 0, czyli
m

zbiory Y; sa geste. W oczywisty sposéb, dla ¢ = ) axhy, € Y, ux € Q,
k=1
ar € C, mamy

[FI)Pe = okl ()] Dy -
k=1

Poniewaz m jest ustalone, za$ z definicji Qp mamy |f(ag)| < 1,
lim ||[f™(L)]™x]| = 0. Nastepna prosta, lecz kluczowa obserwacja jest to,
n—oo

ze na Y] istnieje operator Z, prawy odwrotny do f(L), mianowicie Zx =

m

> T(%fﬁh“k’ x € Yy, ktéry, analogicznie, ma wiasno$é¢ lim Z"x = 0. Za-
k=1 n—oo

tem, na podstawie Lematu 4.1, operator f(L) jest hipercykliczny. Cha-
otyczno$é wynika w podobny sposéb, gdyz zalozenia gwarantuja, ze zbiér
Q3 := {u € RY?PD; f(u) € exp(2miQ)}, gdzie Q oznacza zbiér liczb wy-
miernych, ktéry to zbiér daje punkty okresowe f(L), ma punkt skupienia,
wigc zbidr Y3, bedacy powloks liniows okresowych elementéw wilasnych h,,
€ Qg, jest gesty.

Stwierdzenie dotyczace péigrup wynika z faktu, ze dla operatoréw ogra-
niczonych pélgrupa generowana przez f(L) jest dana za pomoca funkcji
t — etf(L), Ze wzoru (2.5) wynika, ze pélgrupa ciagla jest chaotyczna. Jedli
choé dla jednego ustalonego to > 0 operator efof(L) jest chaotyczny, widzimy,
ze wystarcza, by ef (RY?D) 3D + 0, co daje teze. 0

Z drugiej strony, jesli f(L) jest operatorem chaotycznym, to wykorzy-
stujac twierdzenie o odwzorowaniu widmowym dla widma punktowego [19,
Twierdzenie 5.12.2] widzimy, ze zbiér f(op(L)) N 0D jest niepusty (na-
wet nieskoficzony [11]). Tak wiec, jeéli o,(L) = RYPD, czyli gdy R > 0

o0

i Y b,R™ = oo, to warunki Twierdzenia 5.1 staja si¢ rowniez konieczne.

n=1

Przykladowo, w [P (bez zadnej wagi), dla dowolnej funkcji analitycznej i
réznej od stalej w otoczeniu D, f(L) jest chaotyczna wtedy i tylko wtedy
gdy f(D)NOD # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(L) ma nietrywialny punkt
okresowy.

W szczegélnym przypadku, gdy f jest wielomianem, otrzymujemy wa-
runek konieczny i wystarczajacy chaotycznosci péigrupy generowanej przez
Q(L) bez dodatkowego zalozenia o widmie.
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TWIERDZENIE 5.2. Jesli QQ jest wielomianem, réznym od zera i stalej
urojonej, to nastepujgce warunki sg rownowazine
(a) Q(L) generuje pdtgrupe chaotyczng;
(b) Q(RYPD)NiR jest niepusty.

Powyzsze wyniki mozna z latwoscia uogdélni¢ na przypadek operatora
przesuniecia okreslonego na ciggach dwustronnych, tzn. zdefiniowanych na
zbiorze liczb catkowitych. Szereg potegowy definiujacy widmo punktowe ope-
ratora staje si¢ wowczas szeregiem Laurenta i kolo zbiezno$ci musi byé za-
stapione przez pierScien. Jesli uwzglednimy te, i wynikajace z nich w sposéb
naturalny zmiany, wszystkie wyniki tego przykladu pozostajg prawdziwe.

Nastepnie oméwimy dwa przyklady ktére, choé zwigzane sg z operatorem
przesuniecia, nie sg szczegdlnymi przypadkami naszkicowanej powyzej teorii.

Przyktad 5.2. Chaos w ukladzie czasteczek podlegajgcych zde-
rzeniom niesprezystym. Rozwazmy przestrzennie jednorodng chmure po-
ruszajacych sie czasteczek podlegajacych zderzeniom z otoczeniem, np. z
siatka krystaliczng, i tracacych energie przy kazdym zderzeniu. Ewolucja
ukladu jest zadana przez funkcje rozkladu f(¢,v) opisujaca gestosé czgstek
o predkosci v w chwili ¢. Poniewaz w czasie zderzen odbywa sie¢ wymiana
energii pomigdzy czgstkami i otoczeniem, w naszym przypadku wygodniej
jest wprowadzi¢ nowe zmienne zwigzane z energig kinetyczng £ = v?/2,
gdzie v = vw, w jest elementem sfery jednostkowej S? € R3, tzn. w wyzna-
cza kierunek predkosci. Réwnanie opisujace ewolucje ukladu w przypadku
jednorodnym ma postaé (3],

(6) S w) = 1= [F6E+ Lw)d — HE - DF(t6,w),
SZ

gdzie H jest funkcjg Heaviside’a. Sensowna fizycznie przestrzenig dla tego
modelu jest X = L;(R3, dv), gdzie norma nieujemnej gestoici daje catkowita
liczbg czastek w ukladzie. Przechodzac do zmiennej energetycznej (£, w)
widzimy, ze réwnanie (5.6) powinno by¢ rozpatrywane w X = L;(Ry x
S?%, VEdEdw).

Rozwazmy zagadnienie na wartosci wlasne
1
(67 [ FE+ 1w — HE - 1Df(E w) = M(Ew).
SZ

Okazuje sie, ze korzystnie jest zapisa¢ to réwnanie jako nieskonczony ukiad
réwnain, wprowadzajac zredukowang energie £ € [0,1) i definiujac f, (€, w) =
f(€+n,w). Norma f w X przybiera wtedy postaé

(5.8) Iflx = [ ( f (Zlfn(&w)lx/§+n> d&) dw.

82 \0O
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Réwnanie (4.4) przeksztalca sie w uklad

Zl;ffl(f,w)dw = Afo(§w),
(5.9) . 52 n > 0.
= [ Fra (& 0)de ~ 16, 0) = MalE, ),
S2

Zapiszmy fp, w postaci sumy fn = fno + fn1, gdzie fno = (4m)7! [ fndw,
za$ | g2fn1dw = 0. Definiujemy w ten sposob rozklad X na sume¢ prosta,
ktéry pozwala zapisaé (5.9) w réwnowaznej postaci jako

(5'10) flO = ’\fOO) fn+1,0 - an - /\ana n > 0,
i

(511) Oz’\fOla "'fnl :’\fnh n > 0.

Uklad (5.11) ma nietrywialne rozwigzania dla A = 01 jest to 8y = (fo(&, w),
0,...,0...) oraz B_; = (0, f11(§,w), fa1(§,w),...) dla A = =1, gdzie f,1
sa dowolnymi funkcjami, ktérych catki po S? sg réwne zeru. Poniewaz nie
interesuje nas pelny opis widma, tymi rozwigzaniami nie bedziemy si¢ da-
lej zajmowaé. Zalézmy dalej A # 0,—1. W tym przypadku wszystkie ele-
menty wlasne mozna uzyskaé z uktadu (5.10), zatem foo moze byé dowolne,
288 fao = (1 + \)"Afoo. Oczywiscie, jedli fo(€) € L1([0, 1], vEdE), to
wszystkie istotne wlasciwosci By = (foo, Afoo,--.) sa okreslone przez ciag
((1 4+ A)""1X))nen; zatem zgodnie z (5.8) mozemy prowadzié dalsze rozwa-
zania w przestrzeni (! (b) z waga b = (b1, by, ...), gdzie b, = /n. Jedli wiec
|14+ A <1, A # 0, to B, jest elementem wlasnym zagadnienia oryginalnego.

Warto tu zauwazy¢, ze prawej strony ukladu (5.10) nie da sig¢ zapisaé
w postaci funkcji operatora przesuniecia (brakuje elementu przekatniowego
dla n = 0), tak wiec wyniki Przykiadu 5.1 nie dajg si¢ tu bezposrednio
wykorzystaé.

Zastosujmy wiec Twierdzenie 4.2. Ciag ® = (an)nen jest w (I1)*, o ile
zbiega do zera tak, jak n~1/2 dla n — oo. Dla takiego ciagu rozwazmy
funkcje

oo
(5.12) Fe(A) =< ®,x>=ao+ Y _an(1+A)" X
n=1
o0 (e ¢]
=ag+ Zanz" - Zanzn"l,
n=1 n=1

gdzie z = 1 + A. Funkcja ta jest tozsamoS$ciowo réwna zeru dla |z| < 1
wtedy i tylko wtedy gdy a, — ap41 = 0 dlan > 0, czyli a, = a¢ dla
n > 0. Poniewaz (a,)nen musi zbiega¢ do zera dla n zmierzajacego do
nieskonczonosci, musimy mieé a,, = 0 dla wszystkich n.
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Oczywidcie, pdlgrupa rozwigzujaca wyjSciowe réwnanie (5.6) nie moze
by¢ chaotyczna, gdyz uklad jest dyssypatywny (dyskutowaliémy to przy
wzorze (5.4)). Widmo nie spelnia tez zalozen Twierdzenia 4.2, gdyz nie
zawiera wartosci wlasnych z dodatnimi czedciami rzeczywistymi. Jednakze,
jesli w ukladzie istnieje dowolnie mate Zrédlo, to réwnanie (5.6) przybiera
postaé

(5.13)  Bif(t,6w) = ;é;ff(t,f +1,w)dw — H(E — (L €,w) + af,
5'2

gdzie a > 0 i widmo punktowe przesuwa si¢ w prawo o «, zatem wszystkie
zalozenia Twierdzenia 4.2 bedg spelnione, w zwigzku z czym pélgrupa roz-
wigzujaca (5.13) bedzie chaotyczna. Podobne zagadnienie bedzie poruszone
w Twierdzeniu 6.2.

Istotne uogdlnienia tego przykladu mozna znalezé w [1], [7].

Nastepny przykiad jest dos¢ interesujacy, gdyz dotyczy modeli o zmien-
nych wspélczynnikach. W pewnym sensie mozna te modele traktowaé jako
male zaburzenie ukladu (5.1), jednakze nowe klasy zjawisk opisywanych
przez nie, jak tez i trudnosci techniczne zwigzane z dowodem ich chaotycz-
nosci uzasadniajg wydzielenie dla nich specjalnego miejsca.

Przyklad 5.3. Teoria populacji — wyksztalcanie sie odpornosci
na leki w komérkach rakowych. Przyjmujac podejicie opisane w [20],
rozwazmy populacje komoérek rakowych sktadajacych sie z podpopulacji réz-
nigcych sie poziomem odpornosci na podawany lek. Komérki z podpopulacji
0 sa wrazliwe na podawany lek, za§ komérki z podpopulacji n, n > 0, sa
odporniejsze, przy czym ich odpornosc¢ rosnie wraz z n. Komérki kazdej pod-
populacji zawieraja pewng liczbe kopii genu odpowiedzialnego za odpornosé
komérki — im wiecej kopii tego genu zawiera komoérka, tym bardziej jest ona
odporna na podawany lek, w tym sensie, ze moze przetrwaé w Srodowisku
0 wyzszym stezeniu leku.

Poniewaz liczba kopii genu moze byé bardzo duza, wydaje si¢ sensow-
nym rozpatrywanie modelu z nieskonczona liczbg podpopulacji. Proces roz-
wazany w [20] mozna rozpatrywaé jako kombinacje dwéch typéw proceséw:
zachowawczego 1 proliferacyjnego. Skladowa zachowawcza opisuje mutacje
komorek i jest modelowana jako zwykly proces zycia i $mierci. Obecnosé
skladowej proliferacyjnej wynika z zalozenia, ze moment $mierci komérki
jest tozsamy z jej podzialem; przecigtny czas zycia komérki podpopulacji
n dany jest przez wspoélczynnik A,. Model ten prowadzi do nieskoficzonego
ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

fo=—aofo+dif1,
(514) fo= _anfn +bp-1fn-1+ dn+1fn+11 n2l,
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenia a9 = —Ao+ bp i, dlan € N, a,, = =\, +
bn + dy.

Tak jak w Przykladzie 5.1, oznaczmy przez f = {f,(t)}n>0 funkcje roz-
kladu populacji, za$ przez A nieskonczong macierz wspélczynnikéw prawe;j
strony (5.14). Ponownie, odpowiednig przestrzenig Banacha dla procesu opi-
sywanego przez (5.14) jest przestrzen l!, gdzie norma nieujemnego elementu
daje calkowitg liczbe komérek. Poniewaz analiza w matematycznie waznych
przestrzeniach [P, 1 < p < 00, i ¢p (przestrzen ciggdw zbieznych do zera) nie
odbiega w istotny sposéb od analizy w I!, podane ponizej wyniki obejmujg
wszystkie te przypadki.

Uklad (5.14) byl rozwazany w pracach [5], [6] przy nastepujacych zaloze-
niach: wspélczynniki ay,, b, (dlan € NU{0}) i d, (dla n € N) sa nieujemne
oraz istnieje liczba ¢ (0 < g < (V3 —1)/2) taka, ze

(Z1) Przy pewnym d > 0, lim d, =di ir;fo IT % > 0.
n—oo nz2li=1

(Z2) Przy pewnym 0 <a<d
|a"n, - al S dqn+1’ n 2 0.

(23) |bndn+ll < d2q2n+4a n 2 0.
Jak wspomnieliémy wyzej, z zalozeh tych wynika, ze (5.14) jest malym (za-
nikajagcym wykladniczo dla duzych n) zaburzeniem ukladu (5.1).
Oznaczmy przez A,, p € [1,00[U{0}, operator zadany przez macierz A
odpowiednio w [P i ¢q. Operatory te sa ograniczone, wiec generujg w tych
przestrzeniach pélgrupy mocno ciagte, ktére oznaczymy przez (T,(t)):>o0.
Poréwnujac, wyliczone w sposéb jawny, formalne wektory wlasne A z od-
powiednim ciaggiem Fibonacciego, otrzymamy nastepujaca charakteryzacje
widma punktowego A,.

LEMAT 5.1. Jesli spelnione sg zaloZenia (Z1)—(Z8), to istnieje r > 0
takie, ze kolo {\ € C; |A| < r} nalezy do widma punkiowego A,.

W istocie wynik ten jest prawdziwy przy stabszych zalozeniach: ciag
(bn)nen nie musi dazyé do zera, tylko do granicy b spelniajacej nieréwnoéci
b < dia+b < d. Tak wiec widmo A, ma strukture wymagang w Twierdzeniu
4.2 dla znacznie szerszej klasy modeli (5.14). Niestety, dowdd, ze zachodzi
drugi warunek tego twierdzenia wymaga wykladniczych oszacowan (Z2)-
(Z3). W chwili obecnej nie wiemy, czy zalozenia te sa techniczne, czy sa
raczej wyrazem faktu, ze chaos w tym modelu jest spowodowany chaosem
pochodzacym z (5.1), ktéry jest zachowywany przy malych zaburzeniach.
Mozemy natomiast udowodnié nieco slabsza wersje chaosu, co omawiamy
w Przykladzie 6.2.

Gléwny wynik tego przykladu jest zawarty w ponizszym twierdzeniu.
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TWIERDZENIE 5.3. Jesli spelnione s¢ zalozenia (Z1)—(Z3), to péigrupa
generowana przez Ap jest chaotyczna w kazdej przestrzeni 1P, 1 < p < oo, 1
w Cyp.

Dowdéd polega na sprawdzeniu zalozefn Twierdzenia 4.2, technicznie jest
jednak dosé¢ skomplikowany — wymaga szacowania rozwigzah nieskoficzo-
nych ukladéw réwnan liniowych, tutaj niestety z wykorzystaniem niezbyt
subtelnego narzedzia, jakim jest szereg Neumana. Zalozenia (Z2) i (23) sa
potrzebne, aby zapewni¢ sumowalno$é tego szeregu. Ciekawym aspektem
dowodu jest wykorzystanie technik kombinatorycznych do zliczania wyra-
z6w tego samego rzedu pojawiajacych sie¢ w sumowanych szeregach.

Rozwazmy nastgpnie uklad dany przez macierz transponowang do A:

d
Yo = —aofotbosh,
dfn
(5'15) —d; = —anfn + dnfn—l + bnfn+1a n €N

Wykorzystujac to, ze ¢ = ! oraz (IP)* = 1", 1/p+ 1/r = 1, na podstawie
Twierdzenia 4.3 mozemy zauwazy¢, ze jesli uktad (5.15) bylby chaotyczny, to
widmo punktowe operatora A, zwigzanego z uktadem (5.14) byloby puste.
Poniewaz poprzednio udowodnili$émy, ze tak nie jest, otrzymujemy natych-
miast wniosek.

WNIOSEK 5.1 Zaldimy, ze ciggi (an)neN, (bn)nen % (dn)nen spelniajg
zatozenia (Z1)~(Z8). Wéwczas pélgrupa generowana przez uktad (5.15) nie
jest chaotyczna (ani nawet hipercykliczna) w Zadnej z przestrzeni IP, 1 <
p < 00, ant w cy.

Z Twierdzenia 5.3 wynika, ze chaos moze zachodzi¢ w ukladach ze sto-
sunkowo duzymi wspoélczynnikami ,Smierci” i bardzo matymi wspélczynni-
kami ,urodzin”. Procesy takie nazywane sa w [20] podkrytycznymi — okazuje
si¢, ze nabywanie odpornosci na leki przez komérki rakowe do nich wlasnie
nalezy. Z drugiej strony chaos nie moze pojawi¢ si¢ w procesach z malymi
wspoélczynnikami $mierci i stosunkowo duzymi wspélczynnikami urodzin.

Rozwazmy nastgpnie model $mierci (5.1) o zmiennych wspélczynnikach:

(5.16) fo=—tnfn+dni1fri1, nEN,
przy zalozeniach
(Z1’) Istniejg a > 01 g < 1 takie, ze dla dostatecznie duzego n,
lan —a|l < ¢
n
i 4
AIOE>0
Pélgrupe rozwigzujaca (5.16) w IP, 1 < p < 00, i w ¢o bedziemy oznaczaé
(gp(t))tZO'

(Z2) lim dy=d>ai
n—oo
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TWIERDZENIE 5.4. Zafézmy, Ze ciggi (an)nen ¢ (dn)nen Spetniajg za-
tozenia (Z1°) i (Z2’). Wéwczas potgrupa (Gp(t))i>o0 jest chaotyczna w lp,
1<p<oo, 1wcp.

Widzimy, ze tym wypadku mozna znacznie ostabi¢ zalozenia gwarantu-
jace chaos, z tym ze w dalszym ciagu wyrazaja one fakt, ze rozpatrywany
uklad jest malym (choé teraz znacznie wiekszym, niz w poprzednim przy-
padku) zaburzeniem ukladu (5.1). Oslabienie zalozen jest mozliwe, gdyz po-
trafimy rozwigzaé w sposéb jawny odpowiednie uklady réwnan bez potrzeby
odwotywania sie¢ do szeregu Neumana, jak w Twierdzeniu 5.3. Rozwigzania
te tez konstruuje sie¢ za pomoca metod kombinatorycznych.

,Odwrotny” proces urodzin opisany jest ukladem réwnan

fé = “a0f07
frlz = "a'nfn'Jf'dnfn—l; n €N,

gdzie macierz po prawej stronie jest macierzg transponowana do macierzy
wspblezynnikéw (5.16). Oznaczmy przez (Up(t)):>o odpowiednia péigrupe
w ¢o lub IP. Jak poprzednio, mamy

TWIERDZENIE 5.5. Pdlgrupa (Up(t))i>0 nie jest hipercykliczna w zZadnej
z przestrzeni cg, [P, 1 < p < oo.

Na zakonczenie tego przykladu warto zauwazyé, ze wszystkie powyz-
sze wyniki zostaly uzyskane za pomoca teorii spektralnej, ktéra wymaga,
aby$my pracowali w zespolonych przestrzeniach Banacha. Tak wiec geste
trajektorie ukladu (5.14) istnieja, na mocy Twierdzenia 5.3, w zespolonych
przestrzeniach [P. Z drugiej strony biologiczny proces opisany (5.14) jest
z pewnoscig rzeczywisty; co wiecej, biologiczne trajektorie musza znajdo-
waé sie w stozku dodatnim — ujemne gestosci nie maja sensu. Okazuje si¢
[6], ze przejscie do zespolonych przestrzeni Banacha nie stanowi problemu,
gdyz mozna udowodnié, ze jesli rzeczywista pdlgrupa ma trajektori¢ gesta
w przestrzeni zespolonej, to cze$¢ rzeczywista tej trajektorii jest gesta w
czescl rzeczywistej tej przestrzeni, tzn. w fizycznej przestrzeni, w ktérej byt
zbudowany model. Niestety, kwestii dodatnioSci nie daje si¢ rozwigzaé w
ten sposéb, co jest spowodowane gléwnie tym, ze stozek dodatni w rozpa-
trywanych przetrzeniach ma puste wnetrze i nie ma prostego sposobu trans-
feru wlasnoéci topologicznych z calej przestrzeni do tego stozka. Tak wiec
udowodniony chaos w ukladach typu (5.14) ma charakter gléwnie matema-
tyczny, pokazujac np. na niebezpieczefistwo niestabilnoSci numerycznych,
natomiast trajektorie czysto dodatnie nie moga by¢ chaotyczne w sensie
Devaneya, gdyz ich norma jest rosnaca. Z drugiej strony, poréwnujac dwie
dodatnie trajektorie widzimy, ze ich réznica moze zmienia¢ znak, a zatem
moze wykazywaé chaotyczng dynamike. W istocie, mozna udowodnié (8}, ze
dla dowolnego € > 0 istnieja dodatnie warunki poczatkowe, oddalone od
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siebie o mniej niz €, ktérych réznica produkuje trajektorie gestag w X. In-
nymi stowy, istnieja trajektorie, zaczynajace sie z dowolnie bliskich punktéw
dodatnich, ktére oddalaja sie od siebie w chaotyczny sposob.

5.2. Chaos generowany przez operator rézniczkowania. Mbwigc niezbyt
precyzyjnie, operator rézniczkowania pierwszego rzedu generuje pdlgrupe
przesunieé [T'(t)f](s) = f(t + s), wigc wyniki tego podrozdzialu mozna w
pewnym sensie traktowaé jako ciagle odpowiedniki teorii opisanej powyzej
dla operatora przesuniecia dyskretnego. Poniewaz jednak operator réznicz-
kowania jest operatorem nieograniczonym i kwestia generowania przez niego
polgrupy jest znacznie bardziej delikatna, teoria opisana tutaj jest znacznie
ubozsza.

Przyklad 5.4. Chaos generowany przez funkcje operatora réoz-
niczkowania pierwszego rzedu. W tym przykladzie oméwimy mozliwo$é
przeniesienia na przypadek ciagly wynikéw Przykladu 5.1, a w szczegdinosci
Twierdzenia 5.2.

Niech X = L,([0,00),p) bedzie przestrzeniag Banacha funkcji o warto-
Sciach zespolonych, okreslonych na [0, c0) i takich, ze

W77 = [17(s)Pp(s)ds < oo.
0

O funkcji p zakladamy, ze jest mierzalna, dodatnia i spelnia warunek
(5.17) sup p(s)/p(s +t) < Me*
s>0 .

przy pewnych M,w i kazdym ¢t > 0. Warunek ten pozwala pokazaé, ze
poélgrupa przesunieé [T'(t) f](s) = f(t+ s) jest mocno ciagla na X. Pélgrupa
ta [12], jest generowana przez operator B = Edg zdefiniowany na dziedzinie
D(B) skladajacej sig ze wszystkich funkcji f € X, ktdre sg absolutnie ciggte
i dla ktérych df /ds € X.

Formalnymi funkcjami wlasnymi B sa funkcje wyktadnicze h,(s) = e*s,
s > 0. Sg one funkcjami wlasnymi, o ile Reu < w/p, gdzie w jest gérng
granica widma punktowego, zdefiniowang nastepujgco:

w = sup {ﬁ €R; feﬁsp(s)ds < oo} .
0

Jesli oznaczymy przez C_ otwarty lewa péiptaszczyzne {z € C; Rez < 0}, to
widmo punktowe B jest réwne w/p+C_, gdy foooeﬁsp(s)ds =o00,iw/p+C_
w przeciwnym wypadku. Uméwimy sig tez, ze co+C_ =Ci —oco+C_ = 0.
Jak poprzednio, dowodzenie réwnowaznosci warunkéw chaosu mozliwe jest,
gdy spetniony jest dodatkowy warunek

o0
(5.18) w > —00, Oraz fe“"sp(s)ds =00

0
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tzn. gdy o,(B) =w/p+C_.

Ponizsze rozwazania, pochodzace z [11], wynikaja z obserwacji, ze z wia-
snoéci rachunku funkcjonalnego w dowodzie Twierdzenia 5.1 wykorzysta-
lismy jedynie twierdzenie o odwzorowaniu widmowym dla widma punkto-
wego. Méwiac Scidlej, niech f bedzie funkcjg analityczng w otoczeniu widma
B. Jak latwo sprawdzié, zbior funkcji wiasnych jest wystarczajaco bogaty,
by odpowiedniki podprzestrzeni Y;, j = 1,2,3, z dowodu Twierdzenia 5.1
byly geste, zatem teza tego twierdzenia bedzie zachodzi¢ dla dowolnego ope-
ratora D, dla ktérego f(u) € o,(D) dla 0 # u € o,(B) oraz, odwrotnie, dla
kazdego 0 < A € 0,(D) znajdzie si¢ u € op(B). Jak pamigtamy, pierw-
szy warunek byl potrzebny, by udowodnié hipercykliczno$é, drugi za$ dla
okresowosci. Podsumowujac, przyporzadkowanie B — f(B) =: D moze by¢
zupetnie dowolne, pod warunkiem, ze zachowuje widmo punktowe w omé-
wionym wyzej sensie.

Niech Q bedzie wielomianem o wspélczynnikach zespolonych Q(z) =

n
S ar2¥, an # 0. Zdefiniujmy operator rézniczkowy
k=0

(5.19) Q(B) =) axB*
k=0

na dziedzinie D(Q(B)) = D(B").

Poniewaz dla przyporzadkowania ,generator pélgrupy” — ,pélgrupa
mocno ciggla” zachodzi twierdzenie widmowe dla widma punktowego (23],
oraz w naturalny sposéb twierdzenie to zachodzi dla wielomianéw, powyzsze
rozwazania prowadzg do nastgpujacego twierdzenia

TWIERDZENIE 5.6. Jesli funkcja wagowa p spelnia zaloZenie (5.18), za$
Q jest wielomianem takim, ze Q(B) jest generatorem pélgrupy mocno cigglej
(T'(t))i>0, to nastepujgce warunki sg réunowazne:

(@) (T(t))i>0 jest chaotyczna,

(b) Qw/p+C-) MR # 0,

(¢) (T(t))i>0 ma nietrywialny punkt okresowy,
(d) T(1) jest operatorem chaotycznym,

(e) T(1) ma nietrywialny punkt okresowy.

Jedli nie jest spetniony warunek (5.18), to w powyzszym twierdzeniu nie
musi zachodzié (a)= (b) i (¢)= (b), bo zbiér w/p+ C_ nie obejmuje calego
widma punktowego. Niestety, geometria zagadnienia w tym przypadku nie
pozwala na wykorzystanie wiasno$ci wielomianu w celu obejécia (5.18), tak
jak jest to mozliwe w Twierdzeniu 5.2. Mamy jednakze interesujacy warunek
wystarczajacy chaosu (b)=> (a), nawet jedli (5.18) nie jest speiniony.

Twierdzenie 5.6 wyglada calkiem efektownie, ale niestety jego zastoso-
wania sg ograniczone przez zalozenie ,jeli Q(B) generuje pélgrupe mocno
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ciagla”. Istotnie, dlan > 1 raczej trudno jest znalez¢ nietrywialne przypadki,
kiedy zalozenie to jest spelnione — mozna to sobie latwo uswiadomié¢ zauwa-
zajac, ze od rozwiazan réwnan rozniczkowych wyzszych rzedéw oczekujemy
zazwycza]j spelnienia okreslonych warunkéw brzegowych, a te sg nieobecne
w definicji operatora B i nie moga si¢ pojawi¢ przy braniu jego wyzszych
poteg.

Pomimo tego ograniczenia, Twierdzenie 5.6 prowadzi do eleganckich
wnioskéw dotyczacych afinicznych funkeji operatora B, Q(B) = bB + a,
ktére generujg pélgrupy postaci

(5.20) [Tt f)(s) = e f(s+bt), feX, ts>0.

batwy rachunek pokazuje, ze jedli spelnione jest zalozenie (5.18), to
(T(t))t>0, zdefiniowana przez (5.20), jest chaotyczna wtedy i tylko wtedy,
gdy Rea + bw/p > 0. W szczegblnosci, pélgrupa przesuniecia [T'(t) f](s) =
f(t + s) jest chaotyczna wtedy i tylko wtedy, gdy w > 0. Dzieki (5.18)
ostatni warunek jest réwnowazny fo s)ds < oo. Istotnie, catkowalnosé p
daje 0 < w, a z (5.18) otrzymujemy 0 < w.
Podobnie, jak w przypadku przesuniecia dyskretnego, powyzsze wyniki
mozna przenie$¢ na przypadek, gdy B = ad; jest rozpatrywany na X =
L,(R, p), generujac tam pélgrupe

[T(t) f1(s) = f(t + s), feX, —co<t,s<+oo.
Zalozenie (5.17) na funkcje wagows musi byé zastgpione obecnie przez

( ) alt{ :
. < .
(5.21) sup ~ s < Me teR

Funkcje wlasne B dane sg formalnie tym samym wzorem h, = e*®, jednak
do opisu widma punktowego, zamiast pétplaszczyzny zdefiniowanej przez w,
bedziemy potrzebowaé pasa otwartego Vi, , = {z € C; ws < Rez < w1},
gdzie

o0
wy =sup{f e R; feﬁsp(s)ds < o0},
0

0
we = inf{B € R; f eP*p(s)ds < oo}.

— 00
Podobnie, jak poprzednio, o,(B) C sz,wn przy czym op(B) = ; Vg w1
jesli spelniony jest warunek analogiczny do (5.18)

00 0
(5.22) —00 < wp < W, Oraz fe“"sp(s)ds = f e“?*p(s)ds = o0

0 —00

Wszystkie oméwione powyzej wyniki dotyczace chaosu generowanego przez
funkcje operatora rézniczkowania na pélproste] mozna teraz przeniesé na
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cala prosta, dokonujac oczywistych zmian sformulowan. W szczegdlnosci,
warunek (b) Twierdzenia 5.6 musi by¢ zastapiony przez

() Q (1 Vo) MR # 0.
Odpowiedniki Twierdzenia 5.6 i wnioskéw z niego maja, w kontekscie opera-
toréw zdefiniowanych na calej prostej, wiecej zastosowan, gdyz klasa wielo-
mianéw generujgcych pélgrupy mocno ciagle jest znacznie szersza. W szcze-
gblnodci, mamy nastepujacy wynik.

WNIOSEK 5.2. Jesli waga p spelnia warunek (5.21) oraz wy > wsy, to B?
generuje mocno ciggle polgrupe w X = Ly(R, p) przy dowolnym p € [1,00).

Dowé6d. Z warunku (5.21) wynika, ze B generuje grupe w X, a zatem -
[16], B? generuje pétgrupe mocno ciagly na X. Poniewaz przeksztalcenie
pionowego pasa V,,, ., za pomocg funkcji kwadratowej ma zawsze punkty
wspdlne z osig urojona (gdyz proste Rez = Imz przecinaja dowolny pas,
za$ z drugiej strony sg przeksztalcane na 0§ urojong), widzimy, ze péigrupa
generowana przez B? (czyli pélgrupa dyfuzyjna), spelnia zalozenie (b’) od-
powiednika Twierdzenia 5.6 dla operatoréw zdefiniowanych na calej osi, czyli
jest chaotyczna w Ly(R, p). O

Zeby przyblizyé troche ten wynik, zauwazmy, ze zadne wagi wielomia-
nowe badz wymierne (w szczegélnosci p = 1) nie spelniaja powyzszych za-
lozen, dajac wy = we = 0. Stosunkowo najprostsza waga p, przy ktorej pél-
grupa dyfuzyjna jest chaotyczna w L,(R, p) jest p(s) = e~1*!, mamy bowiem
—(s) +s

w tym przypadku sup,cg PGrD) =
ani p(s) = el*! nie spelniajg natomiast tych zalozen. 0.

el wy = 11wy = —1. Wagi p(s) = e

Przyklad 5.5. R6wnanie dryfu-dyfuzji na pélprostej. Pomimo, ze
rownania dyfuzji na pdlprostej nie da si¢ zapisa¢ z wykorzystaniem funk-
cji operatora rézniczkowego pierwszego rzedu, gdyz trzeba zada¢ warunek
brzegowy w punkcie z = 0, a zatem nie mozna wykorzystaé teorii z pierw-
szej czesci poprzedniego przykladu, pélgrupy generowane przez operatory
dryfu-dyfuzji moga by¢ chaotyczne. Oméwimy tutaj, za [12], najprostszy
przyklad tego typu, nie roszczac sobie pretensji do ogdélnosci. Szczegblows
analize tego modelu mozna znalez¢ w cytowanej pracy.

Rozpatrzmy w X = L3([0,00)) réwnanie dryfu-dyfuzji

Ut = QUgq + bug +cu, t>0,z >0,
(5.23) u(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(z), >0, feX.
Wiadomo, ze istnieje péigrupa analityczna dajaca rozwigzania powyzszego

zagadnienia, u(t,z) = [T(¢)f](z). W dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze
a,b,c >01ic < b?/2a < 1. Zgodnie z metodyka Twierdzenia 4.2, zaczniemy
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od znalezienia widma punktowego i funkcji wlasnych. Rozwigzujac réwnanie
rézniczkowe

ag” +bg' +cg=2xg,  ¢(0)=0,
otrzymujemy funkcje wlasne

b c— A b?
ux(z) = e 2% sin (:c ) ,

ktére sy elementami X, jesli

relU
b2
A“(“ZE)

= {)\ eC
Mozna dowie$é, ze zbidr ten spelnia zalozenia Twierdzenia 4.2, zatem p6l-
grupa (T'(t)):>0 jest chaotyczna. 0

b? b2
< i <c——;.
S oraz ImA#0, oile ReA<c 40,}

Przyktad 5.6. Chaos w teorii populacji komérek krwi. By¢ moze
pierwszym liniowym ukladem dynamicznym, w ktérym zaobserwowano
chaos (z tym, ze w sensie teorii miary) jest uklad opisany przez réwnanie
transportu

(5.24) us = —zug + 0.5u, 0<z<1,t>0

Réwnanie to jest pierwsza przymiarks do opisu ewolucji komoérek krwi, roz-
niagcych sie stopniem dojrzatosci z. Réwnanie to byto badane w latach osiem-
dziesigtych za pomocg metod teorii ergodycznej, patrz np. [25], [21]. Udo-
wodnione tam istnienie miary niezmienniczej o szczegdélnych wtasnosSciach
dla ewolucji opisanej przez (5.24) stanowi podstawe do uznania tej ewolucji
za chaotyczna. Réwnanie to bylo badane pézniej w [31] w przestrzeni funk-
cji cigglych C([0,1]) i jej podprzestrzeni Co([0,1]) skladajacej sie z funkeji
znikajacych dla x = 0. Stosujac technike, ktérag mozna uznaé za prekur-
sorke Twierdzenia 4.2, autor udowodnit w [31], ze (5.24) jest topologicznie
chaotyczny w Co([0, 1]), za$ nie jest chaotyczny w C([0,1]). Te roznice we
wlasnosciach ukladu autor ttumaczy tym, ze w Co([0, 1]) mamy niewystar-
czajacy ilo§é najbardziej prymitywnych (z = 0) komoérek.

Uktad (5.24) jest r6wniez chaotyczny w przestrzeniach L,([0,1]). Mozna
to udowodnié¢ bezposrednio [2], albo zauwazyé, ze podstawienie x = e~*
sprowadza (5.24) do

vy = vs + 0.5v,
w przestrzeni L,([0, 00), e™*ds), zatem mozna zastosowa¢ wyniki Przykladu
5.4, oméwione po wzorze (5.20). Widzimy, ze w tym przypadku w = 1,
a=05ib=1, czyli Rea+ bw/p = 0.5+ 1/p > 0, a zatem pdlgrupa jest
chaotyczna.
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6. Dalsze uogélnienia — chaos w podprzestrzeniach. Przy dowo-
dzeniu chaotycznoéci pélgrup najpowazniejsze trudnosci sprawia sprawdza-
nie warunku (iii) w Twierdzeniu 4.2, ktéry, jak wiemy, pozwala dowiesé
liniowej gestosci elementéw wiasnych generatora w X. Zachodzi pytanie, co
sie stanie, gdy pominiemy ten warunek, zachowujac dwa pozostate. Okazuje
sie, ze polgrupa bedzie wcigz chaotyczna, z tym ze by¢ moze tylko w pewne;j
podprzestrzeni przestrzeni X. Wynik ten, ktéry naszkicujemy ponizej, zo-
stal uzyskany ostatnio w pracy [7]. Punktem wyjScia jest nastepujaca prosta
obserwacja.

OBSERWACIJA 6.1. Jesli A jest domknietym operatorem w X i istnieje
wybdr jego elementdw wlasnych xx, ktdry jest analityczny w otwartym i spoj-
nym zbiorze U C C, wéwczas dla kazdego zbioru U’ C U, majgcego punkt
skupienia w U zachodzi

Z = Span{zxx, A\ € U'} = Span{zx, A € U}.

Dowdd wynika z zasady zer izolowanych. Stosujac powyzsza obserwacje
do Twierdzenia 4.2 widzimy, ze jesli pominiemy warunek (iii), to domknie-
cia powlok liniowych zbioréw {zx; A € 0,(A), ReA % 0} pokrywaja sie,
definiujgc podprzestrzen ‘

S
Y ={zx; A € 0p(A), ReX £ 0}

OczywiScie, przestrzeh Y jest niekoniecznie réwna calej przestrzeni X. Po-
niewaz Y jest przestrzenig niezmienniczg pélgrupy (T'(t)):>0, zachodzi na-
stepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 6.1 [7]. Jesli spetnione sq zalozenia (i) i (i) Twierdzenia
4.2, to istnieje nieskoriczenie wymiarowa, domknieta podprzestrzen Y C X,
niezmiennicza wzgledem (T (t))i>o0 i taka, ze (T|y(t))s>0 jest chaotyczna.

Ponizsze twierdzenie opisuje mozliwe uklady dynamiczne, ktérych gene-
rator ma widmo punktowe o niepustym wnetrzu.

TWIERDZENIE 6.2. Niech A bedzie generatorem uktadu dynamicznego
(T(t))t>0. Zaldzmy, Ze op(A) zawiera spdjny i otwarty zbisr U C C, na
ktérym istnieje analityczny wybdr elementow wlasnych A, oznaczony przez
xy i poléimy Y = Span{zx, € U}. Wowczas

(i) jesli iRNU # B, to (T(t))e>o0 jest chaotyczny w'Y,

(ii) jesli U € Cx oraz iR N AU # 0, to dynamika jest niestabilna w tym
sensie, ze operator A F el z dowolnie malym € > 0 generuje uklad
chaotyczny wY,

(iii) zawsze istnieje a € R takie, ze (A + al)|y generuje chaotyczny uklad
dynamiczny wY,

(iv) jesli iR N o,(A) C U, to kazdy punkt okresowy (T'(t))i>0 jest nie-
stabilny w tym sensie, ze kazde otoczenie punktu okresowego zawiera
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punkty poczgtkowe trajektorii zbieinych do zera, jok tez i trajektorii
nieograniczonych.

Uklady dynamiczne, spelniajace zalozenia Twierdzenia 6.1, nazywamy
ukladami chaotycznymi w podprzestrzeni badz, w skrécie, ukladami pod-
chaotycznymi. Oczywiscie, udowodnienie, ze jaki§ uklad jest pod-chaotyczny
jest wynikiem slabszym, niz pokazanie, ze jest on chaotyczny, zwlaszcza ze w
wielu przypadkach nie jesteSmy w stanie poda¢ w sposéb jawny przestrzeni
chaotycznosci Y. Z drugiej jednak strony, z numerycznego punktu widzenia,
uklady pod-chaotyczne sg réwnie niepozadane, co chaotyczne, gdyz sg sil-
nie wrazliwe na zaburzenia danych poczatkowych nalezacych do przestrzeni
chaotycznosci. Tak wigc, aby zapewni¢ sobie stabilno$¢ obliczeniowg nie wy-
starczy pokazaé, ze uklad nie jest chaotyczny, ale powinno si¢ udowodnié,
ze nie jest on chaotyczny w zadnej podprzestrzeni czyli, ze nie jest on pod-
chaotyczny, a jest to znacznie trudniejsze. CzgSciowym rozwigzaniem tego
problemu jest podane ponizej uogdélnienie Twierdzenia 4.3.

Jesli M C X 1 N C X*, oznaczmy

Mt ={fe X*; < f,z >=0,Vz € M},
IN={zeX; < f,x>=0,Vf € N}.

TWIERDZENIE 6.3. Zaldzmy, ze (T'(t))i>o0 jest cigglym ukladem dyna-
micznym generowanym przez A w przestrzeni Banacha X, ktorego orbita
Jjest gesta w jakiejs podprzestrzeni X ., C X. Operator sprzezony A* i pél-
grupa operatoréw sprzezonych (T*(t)):>0 majg nastepujgce wlasciwosci:

(i) jesli 0 # ® € X* jest taki, Ze orbita {T*(t)®}:>0 jest ograniczona, to
® e X,
(ii) jesli ® jest elementem wlasnym A*, to ® € X2.

Oczywiécie, Twierdzenie 4.3 jest przypadkiem szczegblnym powyzszego

wyniku. Stosunkowo latwa w zastosowaniach jest ponizsza obserwacja.

WNIOSEK 6.1. Niech
E* = @ E«\:

AEc(A*)
gdzie E jest przestrzeniq wlasng odpowiadajgcq wartosci wlasnej . Wow-
czas

Xch c J-E*-
W szczegélnosci, jesli
codim *E, < +00,
to nie istnieje podprzestrzen X, w ktdrej (T'(t))i>o0 jest chaotyczna.

Ostatni warunek wynika z obserwacji, poczynionej we Wstepie, ze chaos
liniowy jest mozliwy tylko w przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych.
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Przyklad 6.1. W Przykladzie 5.5 wykazaliémy, ze przy pewnych zaloze-
niach na a, b i ¢ pbéigrupa generowana przez odpowiednia realizacje operatora
augz + bugy + cu w La([0, 00)) jest chaotyczna. Z ogélnej teorii operatoréw
eliptycznych wynika, ze operatorem sprzezonym do aug, — bu, + cu z tymi
samymi warunkami brzegowymi jest operator analizowany w Przykladzie
5.5. Wykazana tam struktura widma tego operatora, w potaczeniu z Twier-
dzeniem 6.3, pozwala stwierdzié, ze uklad dynamiczny, generowany przez
zagadnienie '

Up = QUgy — bugz +cu, t>0,x>0,
(6.25) u(0,¢) =0, t>0,
u(z,0) = f(z), >0, feX,

gdzie a, b, ¢ spelniaja zalozenia Przyktadu 5.5, nie jest chaotyczny w zadnej
podprzestrzeni przestrzeni L ([0, 00)).

Przyklad 6.2. W Przykladzie 5.3 wykazaliSmy, ze polgrupy generowane
przez pewng klase ukladoéw zycia i $mierci sg chaotyczne. Niestety, przyjete
zalozenia nie sg zbyt realistyczne, gdyz wspélczynniki b, i d,, sa zwigzane z
iloécig mutacji w komérce zawierajacej n genéw i, w pierwszym przyblizeniu,
powinny by¢ proporcjonalne do n.

Nawet w tym najprostszym przypadku macierz wspolczynnikéw A nie
definiuje operatora ograniczonego w zadnej przestrzeni [P (ani w ¢g). Powo-
duje to szereg trudnosci, gdyz nie jest a priori oczywiste, czy istnieje reali-
zacja A generujaca pélgrupe, jak zidentyfikowaé te realizacje (o ile istnieje) i
w koncu, czy znaleziona pélgrupa jest chaotyczna. Na pierwsze dwa pytania
mozna odpowiedzie¢ wyczerpujaco, przynajmniej w przypadku wspélczyn-
nikéw rosngcych afinicznie wraz z n. Jesli chodzi natomiast o chaotycznosé,
to potrafimy tylko wykazaé, ze polgrupa ta jest pod-chaotyczna w pewnej
przestrzeni. Ponizsze wyniki pochodza z (8], [9].

Przyjmijmy nastepujace zalozenia o wspélczynnikach a,, by, dy.

Zatozenie AC. Istnieje Ny > 1 takie, ze
a, = an + «,
dny1 = dn+ 4,
bp_1=n+pB, n> N,
gdziea = —(b+d), b,d >0, a,8,6 € R.

W tym przypadku wspélczynnik proliferacji jest stalty poczawszy od Ny
i dany jest wzorem

y=a+pf+5+b~d.

Przypomnijmy, ze nieskoficzong macierz wspélczynnikéw ukladu (5.14)
oznaczyliSmy A. Obcinajac A do odpowiednich podprzestrzeni [ mozemy
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zdefiniowaé wiele réznych operatoréw. Bardzo wazng realizacja A jest ope-
rator maksymalny, zadany wzorem

Amam = AID(Amaz)7
gdzie
D(Amaz) = {f € P; Af € IP}.

TWIERDZENIE 6.4 [9]. Jesli zalozenie AC jest spelnione, to Ayqy jest
jedyng realizacjg A, ktdra generuje pélgrupe klasy Co w IP, p € [1,00).
To, ze genefator pokrywa sie z operatorem maksymalnym A, .., pozwala

znalezé wektory wlasne generatora, rozwiazujac w [P nieskonczony uklad
réwnan

Ao = —agfo + di f1,
(6.27) :

)‘fn = _anfn + b'n.-1f'n,~1 + dn+1fn+1’ n > 1.
Dzigki temu mozemy udowodnié¢ nastgpujacy wynik.

OBSERWACJA 6.2 [8] Zalozmy, Ze AC jest spelnione, d > b i poléimy
N} :=max{n > 0:d, = 0}. Dla kazdej X € C istnieje dokladnie jeden cigg
FA) = (fa(A)n>0 spetniajgcy (6.27) i warunek poczgtkowy fo.(A) = 0 dla
n < Ng, fn;(A) = 1. Co wigcej,

(1) fa(X) jest wielomianem zmiennej A stopnia n — N{ dla n > N{;

(i) dla kaidego Ao € C € > 0, istnieje K > 0 takie, ze jesli |A — Aol < €
in>Ni+1, to
(6.28) (W] < Kn~ 585

Dowdd tego wyniku jest bardzo techniczny i stanowi istotne uogdlnienie
twierdzen Poincarégo i Perrona o asymptotyce rozwigzan réwnan réznico-
wych, do ktérych (6.27) sie sprowadza. Dla naszych celéw szczegdlnie istotng,
informacje niesie (6.28), gdyz pozwala dowie$é, ze skonstruowane wektory
wlasne s analityczne. Aby wyrazié to $cisle, zdefiniujmy

(6.29) II,(b,d,,3,0) ={A € C: Rel <},
gdzie

d—b
(6.30) fyp=a+ﬁ+5——p—.

WNIOSEK 6.2 [8]. Rozwazmy operator Amq, w przestrzeni [P, 1 < p < oo.
Jesli zatozenie AC jest spelnione id > b, to Il,(b,d, o, B8,0) C 0p(Amag). Co
wigcej, dla kazdego X € TI,(b,d, o, 3,9) cigg f()\), zdefiniowany w Obserwa-
cji 6.2, jest wektorem wlasnym operatora Apmq.. odpowiadajgcym wartosci
wlasnej A, zas$ funkcja wektorowa II,(b,d,a, 3,8) 3 A — f(X) € IP jest
analityczna.
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Powyizsze wyniki pozwalaja sformulowaé gléwny wynik tego przykladu.

TWIERDZENIE 6.5. Zatéimy, ze AC jest spelnione, d > b iy, > 0.
Wowczas uklad dynamiczny generowany przez Apq. jest pod-chaotyczny w
kazdym [P, p € [1, 00).

Przeglad wynikéw dotyczacych chaotycznosci w ukladach typu zycia i
$mierci zakoficzymy podajac pewne warunki gwarantujace, ze uklad nie jest
chaotyczny.

TWIERDZENIE 6.6. Niech zaloZenie AC bedzie spelnione. Jesli zachodzi
choé jeden z poniiszych warunkdw:
(i) b>d,
(ii) dm, = 0 dla pewnego mo > 1,
to polgrupa generowana przez Amq.. nie jest chaotyczna w Zadnym IP, p €
1, 00).
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