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1. Wprowadzenie

Teoria masowej obstugi, zwana takze teorig kolejek, jest al-
gorytmem nalezagcym do metod probabilistycznych plano-
wania proceséw budowlanych, uwzgledniajacych losowy
charakter rozpatrywanych probleméw [1]. Punktem wyj-
sciowym w tym zagadnieniu jest wyznaczenie rozktadow
gestosci prawdopodobieristwa zmiennych losowych, opi-
sujacych badane zjawisko.

Przyczyna zjawiska tworzenia sie kolejek jest przypadko-
wos¢ zgtaszania sie kolejnych jednostek (np. wywrotek, mie-
szalnikéw) do systemu (procesu budowlanego, np. robét
ziemnych, betoniarskich) obstugiwanego przez jego apa-
raty (np. koparki, tadowarki, pompowozy).

Rozwiagzania analityczne prostych modeli teorii masowej
obstugi sa efektywne, gdy jednostki zgtaszaja sie w celu
wykonania okreslonej obstugi/ustugi zgodnie z rozktadem
Poissona, natomiast rozktad czaséw trwania obstugi jest roz-
ktadem wyktadniczym Erlanga [1].

Gtéwnym kryterium oceny efektywnosci realizacji procesu
budowlanego w teorii masowej obstugi jest okreslenie sta-
tystycznej rbwnowagi systemu.

Wielkosciami charakteryzujacymi proces wejscia i obstugi
sq odpowiednio [2]:

* Srednia stopa przybyé: A = lT

* Srednia stopa obstugi: y = 1

gdzie:

T - $redni odstep czasu miedzy kolejnymi zgtoszeniami [jed-
nostki czasul,

dtugosc kolejki, z matematycznego punktu widzenia, rosnie
do nieskonczonosci.

Podstawowymi pojeciami w teorii masowej obstugi sg pro-
ces wejscia oraz zespét kanatow.

Proces wejscia, zwany tez strumieniem zgtoszen, tworzony
jest przez ciag zgtoszen nadchodzacych do systemu. W ze-
spole kanatéw przebiega proces obstugi. Rownolegle kana-
ty moga skfadac sie z wielu stanowisk (aparatéow obstugi),
na ktérych wykonuje sie kolejne czynnosci procesu obstu-
gi danego zgtoszenia.

W procesie wejscia do systemu moga zachodzi¢ rézne sce-
nariusze (rys. 1).

Pierwszym z nich jest kolejka - tworzona zgodnie z tzw. re-
gulaminem kolejek, precyzujacym kilka przypadkéw kolej-
nosci obstugi, np. obstuga wedtug kolejnosci zgtoszen (FIFO
— first in first out: ,pierwsze przyszto, pierwsze wyszto”, LIFO
— last in first out: ,ostatnie przyszto, pierwsze wyszto”), obstu-
ga z priorytetem (zgtoszenia o réznym stopniu uprzywile-
jowania), obstuga losowa (SIRO - selected in random order),
w ktérej kazde zgtoszenie ma takg sama szanse obstugi.
Drugim scenariuszem procesu wejscia do systemu jest tzw.
przelew, rozumiany jako odmowa obstugi. Wystepuje wow-
czas, gdy w kolejce zabraknie miejsca i nowe zgtoszenia zmu-
szane sa do opuszczenia systemu.

Trzecig alternatywa jednostki jest jej dobrowolna decyzja
o rezygnacji z obstugi i oczekiwania w kolejce, potaczona
Z opuszczeniem systemu.

Ze wzgledu na charakter zachowania sie zgtoszenia w sys-
temie wyrdznia sie system ze stratami, bez strat, system

[ iratail

U - $redni czas obstugi jednostki w sys-
temie [jednostki czasul.

KANALY.

Warunek statystycznej rownowagi sys-
temu uwaza sie za spetniony, gdy:

u=A

Jezeli warunek nie jest spetniony (A > ),
jednostki przybywaja do systemu sred-
nio szybciej, niz z niego ubywaja, czyli

wej scia do
sysrenmi

(N

Rys. 1. Scenariusze pobytu jednostki w procesie

PAR.

przelew
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A 4 :
APwscie

wejscia do systemu (opis w tekscie) [1]
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z ograniczong kolejkg oraz z ograniczonym strumieniem
zgtoszen [1].
System bez strat nie przyjmuje zgtoszenia wéwczas, gdy
wszystkie kanaty obstugi sg zajete — w systemie nie moze
tworzyc¢ sie kolejka.
W systemie bez strat (z oczekiwaniem) zgtoszenia wchodza-
ce do niego moga go opusci¢ dopiero po zakonczeniu ob-
stugi — w systemie tworzy sie kolejka.
W przypadku systemu z ograniczong kolejka (np. plac budo-
wy o ograniczonej powierzchni) zgtoszenie nie jest przyje-
te do obstugi, jezeli w kolejce znajduje sie pewna, okreslo-
na z gory liczba zgtoszen [8].
W systemie z ograniczonym czasem przebywania zgtosze-
nie musi opusci¢ go po uptywie pewnego, z géry okreslo-
nego czasu przebywania w nim.
Ze wzgledu na liczebnos¢ strumienia zgtoszen w teorii maso-
wej obstugi wyrdznia sie z nieograniczong oraz ograniczona
liczba zgtoszen [1], zas ze wzgledu na liczbe kanatéw obstugi
zastosowanie znajduja systemy jedno- i wielokanatowe.
Waznym zagadnieniem w rozpatrywanym algorytmie jest
tzw. stopien uporzadkowania systemu, rozrézniajacy syste-
my uporzadkowane i nieuporzadkowane.
W przypadku systeméw uporzadkowanych poszczegél-
ne kanaty obstugi sg ponumerowane, a kolejne zgtoszenie
przyjmowane jest do obstugi przez pierwszy z wolnych ka-
natéw, czyli kanat o najnizszym numerze. Systemy nieupo-
rzagdkowane cechuja sie dowolnoscia obstugi przez jeden
z niezajetych kanatow.
Geneza teorii masowej obstugi wywodzi sie ze sfery syste-
moéw telekomunikacyjnych, ktére szczegétowo badat A. K.
Erlang [4, 5].
Oznaczenia modeléw w teorii masowej obstugi podane zo-
staly przez M. G. Kendalla [1], symbolizuja trzy charaktery-
styki modelu:

X/Y/c
gdzie:
X - rozkfad na wejsciu do systemu,
Y - rozktad czasu obstugi jednostki,
¢ - liczba kanatéw obstugi.
W rozktadach na wejsciu do systemu oraz czasu obstugi jed-
nostki przyjmuje sie:
M —wyktadniczy rozktad Poissona/odstepéw miedzy zgto-
szeniami/czaséw obstugi,
E, - rozktad Erlanga/odstepéw miedzy zgtoszeniami/cza-
séw obstugi,
K. - rozktad x*/odstepow miedzy zgtoszeniami/czaséw ob-
stugi,
D - regularne zgtoszenia deterministyczne,
G - brak jakichkolwiek zatozeri/dowolny proces zgtoszen
i obstugi.

W mysl powyzszych zunifikowanych oznaczern modeli dla

systemdw z nieograniczonym strumieniem zgtoszen wyréz-
nia sie standardowe modele (rys. 2) [6, 7].
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Model systemu M/M/1 bez strat skfada sie z jednego kana-
tu obstugi oraz nieograniczonego strumienia zgtoszen: je-
zeli kanat jest zajety, zgtoszenia oczekuja w kolejce i obstu-
giwane sg w kolejnosci przybyc.

Model ten obliczany jest przy uzyciu nastepujacych zalez-
nosci: (oznaczenia jak wyzej)

a) WE]SC]E : : - WYISCIE
KOLEJKA DOBSLUGA
(KANAL) (APARAT)
b) ~ WYISCIE
I\ ;
/ OBSLUGA
/ (APARAT)
WEISCIE (- - WYISCIE
<
—SOOOOH k5
KOLEIKA OBSLUGA
(KANAL) (APARAT)
\ + WYISCIE
I
S e
OBSLUGA
[APARAT)
q) WEISCIE -, WYISCIE
aOROIOLO0 =N
KOLEJKA [max N] 0BSLUGA
(APARAT)
OPUSZCZENIE SYSTEMU, GDY NIE MA MIEISCA W KOLEICE |
d)

CZYNNOSC UZUPELNIAJACA SYSTEM
(NP. ROZELADUNEK WYWROTKI, ZALADUNEK MIESZALNIKA)

WEJSCIE : : :  WYJSCIE
KO LEJ KA [ N 3] OBSLUGA
(APARAT)

Rys. 2. Graficzna interpretacja modeli systeméw w teorii masowej
obstugi: a) model systemu M/M/1 bez strat, b) model systemu M/M/c
bez strat, c) model systemu M/M/1 z ograniczonq kolejkg, d) model
systemu M/M/1 + N ze stratami (opis w tekscie) [1]

Prawdopodobienstwo zajecia kanatu obstugi wyznacza sie

Ze WZOoru: A
Pn>0 =p=—

u

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kanat obstugi jest wolny:
P,=1-p

Prawdopodobienstwo znajdowania sie n jednostek w sys-
temie:
P.=(1-p):p"

Prawdopodobienstwo wystapienia kolejki:

P ,=1-P,-P,=1-(1-p)-(1-p)-p=p?
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Srednia liczba jednostek w systemie:

Fe_ P A
1-p u-A
Srednia dtugos¢ kolejki:
2
Q=-F
T-p

Sredni czas przebywania jednostki w systemie: (oczekiwa-

nie + obstuga)
1

T =—
T
Sredni czas przebywania jednostki w kolejce: (bez czasu
obstugi)
—-_P

T,= i
W modelu systemu M/M/c bez strat wystepuje,c” kanatéw
obstugi i nieograniczony strumien zgtoszen. Jezeli kanat jest
zajety, zgtoszenia oczekujg w kolejce i obstugiwane sa w ko-
lejnosci przybyg¢, a kanaty wykonuja te same czynnosci.
Model systemu M/M/1 z ograniczong kolejka sktada sie z jed-
nego kanatu obstugi i nieograniczonego strumienia zgtoszen,
przy czym liczba miejsc w systemie/kolejce jest ograniczona:

L=N+1
gdzie:
L - liczba miejsc w systemie (oczekiwanie + obstuga),
N - liczba miejsc w kolejce (oczekiwanie).
Najbardziej zblizonym do rzeczywistych warunkéw produk-
¢ji budowlanej jest model systemu M/M/1+N ze stratami.
Charakteryzuje sie on cyklicznym powracaniem jednostek
do systemu, stad nazywany bywa modelem ze sprzeze-
niem zwrotnym [2].
Czas obiegu $rodkéw transportowych jest zalezny od wydaj-
nosci eksploatacyjnej zbudowanego zestawu maszyn, odle-
gtosci miejsca uzupetniajacego system (np. wytadunek urobku
z robo6t ziemnych, zatadunek mieszanki betonowej do sa-
mochodu mieszalnika w weZle betoniarskim) i losowych za-
ktoécen, wystepujacych w czasie jazdy [3] - im wieksze war-
tosci maja te czynniki, tym wiecej jednostek potrzebnych
jest do obstugi aparatu.
Jezeli nie przeprowadza sie doktadnej analizy, to optymalne
wykorzystanie maszyn wspétpracujacych ze srodkami trans-
portowymi przyjmuje sie na poziomie 75-85%.
W przypadku obliczania parametréw modelu systemu
M/M/1+N ze stratami podstawowe zaleznosci przyjmujg bar-
dziej skomplikowana posta¢ w poréwnaniu z modelem M/M/1
bez strat (oznaczenia jak wyzej).
Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kanat obstugi jest

wolny: - 1
Fo= {Eo (-1 (E) ]

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w systemie znajduje sie
n zgtoszen (0 <n < N):

_ N (AY
P W= (u) o

Srednia dtugos¢ kolejki:

_ S n-1)-N(AY
=2 (- (u) Fo

2. Zastosowanie inzynierskie

2.1. Opis badanego procesu budowlanego

W prébie implementacji teorii masowej obstugi na potrzeby
optymalizacji czasu trwania i ponoszonych kosztéw sprze-
towych procesu budowlanego postuzono sie przyktadem
realizacji ptyty fundamentowej (betonowanie) budynku
magazynu paliw zastepczych na terenie cementowni He-
idelberg Group w Gérazdzach koto Opola.

W przypadku tego procesu jedna pompa samochodowa
do mieszanki betonowej zatrudniona byta przy wykonaniu
ptyty fundamentowej o duzej objetosci (ponad 1100 m3),
mieszanka za$ dostarczana byta mieszalnikami samocho-
dowymi z jednego wezta betoniarskiego.

Zatozono ze strumien zgtoszen utworzony przez srodki
transportowe roztadowywane przez pompe jest nieogra-
niczony (rys. 3).

e FT il -
Rys. 3. Proces betonowania ptyty fundamentowej: obliczenia czesto-
tliwosci przyby¢ mieszalnikéw na budowe (Zrédto: badania wtasne)
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Rys. 4. Proces betonowania ptyty fundamentowej: zatozenie mode-
lu systemu M/M/1 bez strat (Zzrédto: badania wtasne)

Do celéw obliczeniowych przyjeto zatem model systemu
M/M/1 bez strat (rys. 4).

Badania empiryczne wykazaty sredni czas roztadunku jed-
nego mieszalnika: U = 16,5 minut, $redni zas czas miedzy
kolejnymi zgtoszeniami ,gruszek” do systemu: T = 27 mi-
nut (w ciggu o$miu godzin (480 minut) zgtosito sie $rednio
480: 27 = 18 mieszalnikdéw).

2.2. Sprawdzenie statystycznej rownowagi systemu
Srednia stopa przyby¢:

A=—L =1 -00370
T
Srednia stopa obstugi:
1 1
=—-= =0,0606
: 16,5

Warunek statystycznej rownowagi systemu: u > A
0,0606 = 0,0370

Warunek jest spetniony: samochody srednio szybciej uby-
waja z systemu, niz do niego przybywaja — czyli kolejka ma-
leje w nieskoriczonosci.

2.3. Obliczenie pozostalych parametréw systemu
Wspotczynnik wykorzystania kanatu obstugi (prawdopodo-
bienstwo jego zajecia):

A _ 00370

u 00606
Prawdopodobienstwo, ze kanat obstugi jest wolny:

=0,6110
P,=1-p
P,=1-0,6110=0,389

Prawdopodobienstwo znajdowania sie n mieszalnikdéw w sys-
temie (w kolejce i kanale obstugi):

P.=(1-p):p"
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STAN: n = 0 mieszalnikéw: P, = (1-0,6110) - 0,6110° = 0,3890
STAN: n =1 mieszalnikéw: P, = (1-0,6110) - 0,6110' = 0,2377
STAN: n = 2 mieszalnikéw: P, = (1-0,6110) - 0,6110*=0,1452
STAN: n = 3 mieszalnikéw: P, = (1-0,6110) - 0,6110° = 0,0087
STAN: n = oo mieszalnikéw: P_=(1-0,6110) - 0,6110~ = 0,000
Prawdopodobienstwo wystgpienia kolejki w kanale obstugi:
Pn>1:1_P0_P1

Poy=1-0-p)-(1-p) p=1-T+p-p+p?

P.,=p*=0,61102=0,3733

Srednia liczba samochodéw ,gruszek” w systemie:

—__p__ 06110

= =1,5707
1-p  1-06110

Srednia dtugos¢ kolejki samochodoéw ,gruszek” w syste-

mie: 2 061102

= p =
Q 1-p  1-06110

=0,9597

Sredni czas oczekiwania samochodéw , gruszek” w systemie
(czas oczekiwania fgcznie z czasem obstugi):

S 1
“" u-A 0,0606-0,0370

=42,4 min = 0,707 godz

Sredni czas przebywania samochodéw mieszalnikéw w ko-
lejce (czas oczekiwania bez czasu obstugi):

T P _ 0,6110
9 u-A 00606 -0,0370

= 25,89 min = 0,432 godz

Dopuszczalna stopa przyby¢ samochodéw mieszalnikéw
do systemu: A
= —_u

u-A  u-A
Przy zatozeniu, ze $redni czas oczekiwania w kolejce nie po-
winien przekroczy¢ czasu T, = 10 minut, w Sredniej stopie
przyby¢ A mozna obliczy¢ dopuszczalng stope przyby¢ A (sa-
mochoddéw na minute) — po przeksztatceniu wzoru:

T,= P

_ TQ.IJZ

. 2
_ 10-0,0606 ~0,023
Ty u+1

~10-0,0606 +1

2.4, Optymalny sredni koszt pracy maszyn
(ekonomika pracy)

W obliczeniach doboru zestawu maszyn najefektywniej-
szym jest kryterium ekonomiczne - kosztéw poniesionych
na prace sprzetu. Dla samochodéw mieszalnikéw pominie-
to koszty zwigzane z dowozem mieszanki na plac budowy,
traktujac je jako wspdtmierne z kosztami roztadunku mie-
szalnika i oczekiwania w kolejce na roztadunek.
Spodziewany koszt postoju samochodu w kolejce i w ob-
studze (mieszalnik):

K=K-T

gdzie: poos
K. - jednostkowy koszt postoju samochodu w kolejce i w ob-
studze (praca taboru); przyjeto stawke maszynogodziny:
K.=70,00 zt/m-g,
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T, - $redni czas przebywania samochodéw w systemie (ocze-
kiwanie + obstuga).

Koszt cyklu mieszalnika (roztadunek+oczekiwanie na roz-
fadunek):

K,=70,00zt/m - g-0,707m - g = 49,50 zt
Spodziewany koszt obstugi (pompa do betonu):
Ko = Kn ’ (Tu - TQ)

gdzie:

K. - koszt roztadunku jednego samochodu (praca sprzetu: pom-
py); przyjeto stawke maszynogodziny: K. = 65,00 zt/m-g,

T, - sredni czas przebywania samochodéw w kolejce (ocze-
kiwanie).

Koszt fragmentu cyklu pompy (roztadunek mieszalnika):
K,=65002zt/m-g-(0,707m-g-0,432m-g)=17,87 z

Spodziewany koszt catkowity jednego cyklu zestawu (pom-
pa+mieszalnik):

K=K +K, =49,50 2t + 17,87 2| = 67,38 zt

2.5. Optymalna srednia wydajnos¢ pracy maszyn
(organizacja pracy)
Spodziewany koszt postoju samochoddéw w kolejce i ob-

studze (,gruszki”):
A

u-2A
Spodziewany koszt obstugi (pompa):

K=K-n=K:

KO:KH.H

Spodziewany koszt catkowity (pompa +,gruszka”):

A
Uu-A

K=K, n=K-

Rézniczkujagc otrzymana funkcje wzgledem u (Sredniej sto-
py obstugi), a takze przyréwnujac pochodng do zera, otrzy-
mamy:

dK
C=—K -Mu-A)2+K =
au - W-22+K,=0

Réwnanie ma dwa pierwiastki:

IJ]=)\+~\ Ks')\,[.l2=)\—~\[ Ks./\
Kn Kn

Po podstawieniu wartosci:

70,00 zt/m - g+ 0,0370

=0,237
65,00 zt

i, =0,0370 +\/

4, =0,0370 - \/ 70002/m = 909370 _ 0163 <0
65,007}

Drugi pierwiastek réwnania nalezy poming¢, ze wzgledu
na ujemny znak wartosci Sredniej stopy obstugi — wydajno-
$ci maszyny. Z obliczen wynika, ze nalezy zastosowac taka
pompe do mieszanki, ktérej wydajnos¢ eksploatacyjna po-
winna wynosic¢ 0,237 gruszki/minute, czyli:

0,237 - 60 = 14,22 gruszki/godz
Nalezy zatem do betonowania zastosowac zestaw dwéch

pomp do mieszanki betonowej, o tacznej wydajnosci obli-
czonej wyzej. Ich wykorzystanie wyniesie:

_ A _ 00370
W, 0237

=0,16

Budowa zestawu maszyn sktadajacych sie z wiekszej licz-
by pomp do mieszanki betonowej/aparatéw obstugi (>1)
wymaga zmiany algorytmu obliczeniowego oraz przejscia
z modelu M/M/1 bez strat na model M/M/c bez strat.

3. Podsumowanie

Przeprowadzona optymalizacja stopnia harmonizacji zesta-
wu maszyn przy realizacji rob6t betoniarskich z wykorzy-
staniem zatozen teorii masowej obstugi pozwolita na okre-
slenie wymaganej wydajnosci eksploatacyjnej pompy
(Sredniego czasu obstugi) przy zaobserwowanym $rednim
czasie przybywania kolejnych samochodéw mieszalnikéw
na plac budowy.

Wyeliminowanie kolejki z systemu, generujacej koszty po-
stojowe $rodkdéw transportowych, mozliwe bytoby po-
przez przyjecie dwdéch pompowozéw, co spowodowatoby
koniecznos¢ ponownej analizy w oparciu o ztozony model
systemu M/M/c.

Alternatywnym rozwigzaniem jest ograniczenie liczby sa-
mochodéw mieszalnikéw (redukcja strumienia zgtoszen).
W tym przypadku jednak réwniez nalezatoby powtérzyc
optymalizacje, zaktadajac model M/M/1+N.
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