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Mieszanki mineralno-asfaltowe są 

materiałem, w którym zależność mię-

dzy naprężeniem i odkształceniem 

zależy od bardzo wielu czynników: 

temperatury, czasu obciążenia, ro-

dzaju i poziomu obciążenia, składu 

i poziomu zagęszczenia badanej mie-

szanki, kształtu i smukłości badanej 

próbki, schematu badanej próbki itd. 

Z tego powodu trudno jest wyzna-

czyć jeden model opisu parametrów. 

W piśmiennictwie [8], [13], przyjmuje 

się podział modeli na trzy lub cztery 

podgrupy. W praktyce podział można 

sprowadzić do dwóch grup:

modele reologiczne typu mecha-

nicznego, opisujące mieszanki mi-

neralno-asfaltowe poprzez kombi-

nacje elementów sprężystych, lep-

kich oraz plastycznych, 

modele uogólnione (ang. generali-

zed models), opisujące mieszanki 

mineralno-asfaltowe za pomocą: 

modułu sprężystości lub sztywno-

ści, modułu zespolonego (E1 i E2 

lub E* i ), funkcji całkowych: po-

datności pełzania lub modułu relaksacji, w funkcji czasu 

obciążenia i temperatury.

Zagadnieniem przedstawionym w artykule, jest wykorzy-

stanie jednego z modeli uogólnionych – krzywych wiodą-

cych – do opisu zachowania się mieszanek mineralno-asfal-

towych. Ten stosunkowo prosty model na podstawie wyni-

ków badań laboratoryjnych pozwala przedstawić zachowanie 

materiału w całym zakresie temperatury i czasu bądź często-

tliwości obciążenia. 

Przy czym należy pamiętać, że stosowanie krzywych, tak 

jak i innych modeli materiałów bitumicznych, wiąże się 

z ograniczeniami, przy których modele dają wyniki prawidło-

we. Większość z modeli zakłada, że badane materiały są 

„termoreologicznie proste” i pracują w zakresie liniowej lep-

kosprężystości. 

Krzywe wiodące modułu sztywności

Koncepcję krzywych wiodących pierwotnie opracowano 

w odniesieniu do polimerów. Podobieństwo między krzywymi 

pełzania polimerów przy różnych, ale zbliżonych do siebie 

wartościach temperatury, zostało zauważone w roku 1943 

przez Leadermana. Następnie krzywe wiodące intensywnie 

badano i rozwijano w latach 50. początkowo w odniesieniu do 

polimerów [3], a następnie także do asfaltów i betonów asfal-

towych [14]. W Polsce pierwsze zastosowanie krzywych wio-

dących do opisu zachowania się betonów asfaltowych w sze-

rokim zakresie czasu obciążenia i temperatury zostało wyko-

nane w latach 80. przez Judyckiego [9]. Później zagadnieniem 

tym zajmowały się m.in. zespoły Instytutu Badawczego Dróg 

i Mostów [19] oraz Politechniki Warszawskiej [16].

Koncepcja krzywych wiodących zakłada, że w przypadku 

każdego materiału liniowo lepkosprężystego istnieje krzy-

wa, która pozwala opisać jego parametry (np. moduł sztyw-

ności lub kąt przesunięcia fazowego) przy każdym czasie 

obciążenia lub częstotliwości obciążenia oraz przy każdej 

temperaturze. 

Podstawowym założeniem wykorzystywanym podczas 

tworzenia krzywych wiodących jest zasada superpozycji cza-

sowo-temperaturowej. Zakłada ona, że pewnemu modułowi 

sztywności S
1
 uzyskanemu przy określonym czasie obciąże-

nia t
1
 oraz określonej temperaturze T

1
 odpowiadać będzie 

moduł sztywności S
2
 uzyskany przy czasie obciążenia t

2
 oraz 

temperaturze T
2
. Wielkością łączącą oba moduły sztywności 

jest współczynnik przesunięcia 
T
 zależny od temperatury. 

Przedstawioną zależność przedstawiono na rys. 1 oraz w po-

staci wzoru (1).

  (1)

w którym:

  (2)

T
1
, T

2
 – temperatura,

t
1
, t

2
 – czas obciążenia

T
 – współczynnik przesunięcia

Lepkospr yste modelowanie mieszanek 

mineralno-asfaltowych przy d ugim czasie 

obci enia za pomoc  krzywych wiod cych 

i jego ograniczenia

Rys. 1. Zasada su-
perpozycji czasowo-
temperaturowej
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Modele krzywych wiodących

W piśmiennictwie można spotkać bardzo dużo różnych 

modeli matematycznych służących do opisu krzywych wio-

dących i każdego roku powstają ich pewne modyfikacje. 

W praktyce jednak, większość funkcji da się zaklasyfikować 

do dwóch grup: sigmoidalnych symetrycznych oraz sigmo-

idalnych niesymetrycznych. Obecnie funkcje symetryczne są 

najpowszechniej wykorzystywane do opisu zachowania się 

materiałów bitumicznych w normalizacji amerykańskiej [1] 

oraz podręcznikach projektowania [6]. Doświadczenia auto-

rów artykułu pokazują, że nieco dokładniej zachowanie beto-

nów asfaltowych opisują jednak funkcje niesymetryczne. Do-

datkowo, funkcje niesymetryczne dają większą możliwość 

dostosowania kształtu funkcji matematycznej do opisu zaob-

serwowanych zjawisk.

Poniżej przedstawiono kilka, najczęściej wykorzystywa-

nych w mieszankach mineralno-asfaltowych funkcji syme-

trycznych oraz niesymetrycznych:

A) Funkcja CAM (Christensen-Anderson-Marasteanu) [13], 

funkcja wywodząca się z rodziny modeli CA (Christensen-

-Anderson) [2]. Jest to funkcja sigmoidalna trójparame-

trowa, stosowana pierwotnie do opisu zachowania się 

asfaltów. Obecnie wykorzystywana jest w normalizacji 

amerykańskiej jako jedna z metod ustalania dolnej warto-

ści PG asfaltów [1]. Autorzy zaadaptowali funkcję CAM na 

potrzeby opisu krzywych wiodących mieszanek mineral-

no-asfaltowych przy zakresie czasu:

  (3)

w której:

S
glassy

 –  maksymalny moduł sztywności ograniczający krzy-

wą wiodącą, MPa

 – czas zredukowany, s

, ,  – parametry dopasowania modelu

B) Model przedstawiony w propozycji normy zawartej w ra-

porcie NCHRP 9-29 PP 02 [15]. Jest to model stworzony 

w odniesieniu do zakresu częstotliwości, który uwzględ-

nia w sobie współczynnik przesunięcia 
T
 w postaci wzo-

ru Arrheniusa. Wzór w ostatecznej formie ma postać:

  (4)

w którym:

|E*| – moduł dynamiczny, psi

Max –  logarytm dziesiętny z maksymalnego modułu sztyw-

ności mieszanki mineralno- asfaltowej (w pierwotnej 

metodzie wyznaczany z modelu Hirsha), psi

, ,  – parametry dopasowania krzywej wiodącej

f – częstotliwość obciążenia w temperaturze testu, Hz

T
R
 – temperatura referencyjna, K

T – temperatura badania, K

E
a
 –  energia aktywacji, traktowana jako parametr dopa-

sowania

Przedstawiona funkcja symetryczna (4) jest pewną modyfi-

kacją funkcji symetrycznej Witczaka przedstawionej w meto-

dzie projektowej MEPD-G [4], wyrażonej następującym wzo-

rem (5), w którym oznaczenia są takie same jak we wzorze 

(4): 

  (5)

C) Niesymetryczny model Richardsa [18] jest nieznaczną 

modyfikacją modelu z normy NCHRP 9-29: PP 02. Doda-

no w nim jeden parametr , który jest odpowiedzialny za 

nieregularny kształt krzywej. W podstawowej formie mo-

del Richardsa dany jest funkcją:

  (6)

w której:

|E*| – zespolony moduł dynamiczny, psi

 – częstotliwość zredukowana, Hz

 –  wartość dolnej asymptoty, (parametr dopasowania 

krzywej wiodącej)

 –  różnica między wartością górnej i dolnej asymptoty, 

(parametr dopasowania krzywej wiodącej)

, ,  –  parametry dopasowania krzywej wiodącej, definiują-

ce kształt krzywej między asymptotami oraz lokaliza-

cję punktu zmiany krzywizny funkcji

Współczynnik przesunięcia 
T

Sama funkcja krzywej wiodącej nie jest wystarczająca do 

wyznaczenia modułu sztywności mieszanki w danej tempe-

raturze. Do tego celu niezbędny jest przedstawiony na rys.1 

współczynnik przesunięcia 
T
. Opisuje on jak zmieniają się 

właściwości mieszanki wraz ze zmianą temperatury. Podob-

nie jak w przypadku krzywych wiodących, w piśmiennictwie 

można spotkać kilka zależności przedstawiających zmiany 

współczynnika przesunięcia od temperatury. Dwoma najczę-

ściej wykorzystywanymi są: 

• wzór WLF (Williamsa-Landela-Ferrego) [20]

  (7)

• wzór Arrheniusa [1], [15].

  (8)

w których:

T 
– współczynnik przesunięcia

C
1
,C

2
 – stałe wyznaczane empirycznie

T –  temperatura, przy której wyznaczany jest współczyn-

nik przesunięcia, K

T
0
, T

R
 – temperatura referencyjna, wyznaczana arbitralnie, K

E
a
 –  energia aktywacji, traktowana jako parametr dopaso-

wania krzywej przewodniej

R – uniwersalna stała gazowa R = 8,314 J/(mol  K)

Obie te zależności początkowo wykorzystywano do opisu 

superpozycji czasowo-temperaturowej polimerów. Ponadto 

w [18] spotkać można także: 
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• wzór Kaelble

 (9)

• funkcje wielomianowe lub logarytmiczne

  (10)

w których:

T
g
 – temperatura przejścia szklistego, K

a,b,c –  stałe wyznaczane empirycznie na podstawie metody 

najmniejszych kwadratów,

pozostałe oznaczenia jak poprzednio

oraz inne modyfikacje wszystkich podanych powyżej zależ-

ności. 

Metoda badawcza

Aby wyznaczyć krzywe wiodące mieszanek mineralno-as-

faltowych poddanych długotrwałym obciążeniom statycznym 

wykorzystano badanie zginania próbek belkowych pod sta-

łym obciążeniem opracowane przez Judyckiego w roku 1975 

[6] z uwzględnieniem wprowadzonych modyfikacji [10], [11], 

[17]. Badanie wykonano w urządzeniu Nottingham Asphalt 

Tester (NAT). Próbkę w trakcie badania przedstawiono na 

fot. 1.

Próbkę badano w dwóch cyklach ob-

ciążenia: pod obciążeniem statyczną siłą 

skupioną o wartości zależnej od tempe-

ratury badania oraz po odciążeniu, gdy 

wartość siły skupionej wynosiła 0 kN. 

Wartości dobierano w taki sposób, aby 

naprężenia występujące w rozpatrywa-

nym przekroju badanej próbki wynosiły 

od 20% do 35% wytrzymałości na rozcią-

ganie przy zginaniu.

W artykule wykorzystano wyniki badań 

wykonanych w przypadku mieszanki AC 

WMS16 z asfaltem 20/30. Mieszanka ta 

była jedną z wykorzystywanych w pro-

gramie badawczym wykonywanym na 

zlecenie Generalnej Dyrekcji Dróg Krajo-

wych i Autostrad [12].

Wyniki badań laboratoryjnych

Na rys. 2 przedstawiono wyniki bada-

nia zginania pod stałym obciążeniem 

w przypadku betonu asfaltowego o wy-

sokim module sztywności. Rys. 3 przed-

stawia krzywe sztywności przesunięte 

wzdłuż osi czasu w ten sposób by utwo-

rzyć jedną ciągłą krzywą wiodącą.

Krzywą wiodącą widoczną na rys. 3 wy-

znaczono na podstawie średnich wyni-

ków badań (przy każdej temperaturze 

badanie wykonano w odniesieniu do pię-

ciu próbek belkowych). Pomijając w ana-

lizie rozrzuty wyników badania zginania 

Rys. 2. Wyniki badania zginania pod stałym obciążeniem

Rys. 3. Krzywa wiodąca mieszanki AC WMS16 z asfaltem 20/30, temperatura referencyjna 0°C

Fot. 1. Próbka belkowa podczas badania zginania pod stałym obciąże-
niem w urządzeniu NAT

przy różnej temperaturze, można zauważyć pewne zależno-

ści. Wyniki uzyskane w wyższej temperaturze (powyżej 0 C, 

prawa strona wykresu) po przesunięciu wzdłuż osi czasu 

praktycznie całkowicie pokrywają się ze sobą. Pewne zabu-

rzenia pojawiają się przy temperaturze powyżej 0 C. Wraz 

z wzrostem czasu obciążenia, krzywe sztywności przy róż-

nych wartościach temperatury coraz bardziej odchylają się 
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od jednolitego przebiegu krzywej wiodącej, dążąc do niemal 

asymptotycznego przebiegu. Nie wynika to z błędu urządze-

nia, operatora lub metodyki. Poprawność poszczególnych 

wyników była sprawdzana m.in. przez wyznaczenie parame-

trów modelu Burgersa, do których pierwotnie owa metodyka 

była wykorzystywana, a także wykonano badanie przy bar-

dzo długim czasie obciążenia trwającym 8 godzin.

Na rys. 4 przedstawiono współczynniki przesunięcia 
T
 

uzyskane z badań laboratoryjnych wraz z opisem przy wyko-

rzystaniu przedstawionych wcześniej czterech modeli teore-

tycznych.

Rys. 4. Współczynnik przesunięcia 
T
 mieszanki AC WMS16 z asfaltem 

20/30

Najlepsze dopasowanie dały w tym przypadku modele: 

WLF oraz wielomianowy, choć przy modelu wielomianowym 

niemożliwa jest ekstrapolacja wyników w odniesieniu do 

temperatury niższej od –20 C. Wynika to ze zmiany monoto-

niczności funkcji, która jest fizycznie niemożliwa, przy założe-

niu że materiał nie ulega uszkodzeniu.

Wpływ długiego czasu obciążenia na opisanie 
wyników za pomocą modeli i ich ograniczenia

Kolejnym etapem analizy było opisanie wyników za pomo-

cą zależności podanych w odniesieniu do krzywych wiodą-

cych. Na rys. 5 przedstawiono dwie funkcje (symetryczną 

CAM oraz niesymetryczną Richardsa) opisujące wyniki 

przedstawione na rys. 3.

Jak można zauważyć, występują pewne niezgodności mię-

dzy wynikami badań a ich modelowym opisem. Ze względu 

na ograniczenia co do kształtu (kształt sigmoidalny) pewne 

fragmenty dają zawyżone wyniki, inne 

natomiast je zaniżają. Dodatkowo, ża-

den z obecnie stosowanych modeli nie 

potrafi opisać wspomnianych wcześniej 

odchyleń od jednorodnego przebiegu. 

Na rys. 6 przedstawiono poprawność 

dopasowania, na przykładzie funkcji Ri-

chardsa, która dokładniej opisuje wyniki 

badań. Widać jednak wyraźne zaniżenie 

wartości modułów sztywności wyzna-

czonych z modelu w przypadku krótkich 

czasów obciążenia w niskiej temperatu-

rze (rys. 6a). 

Przy rozpatrywaniu całego zakresu 

krzywej wiodącej (rys. 6a) może się wy-

dać, że uzyskujemy dość dobre dopa-

sowanie wyników badań. Potwierdzają 

to duże wartości parametrów R2, które 

Rys. 5. Krzywa wiodąca mieszanki AC WMS16 z asfaltem 20/30 wraz z opisem modelami CAM 
i Richardsa, temperatura referencyjna 0°C

Rys. 6. Zgodność opisu według wykorzystanego modelu Richardsa 
krzywych wiodących z wynikami badań laboratoryjnych: a – w całym 
przedziale wartości modułów, b – w przedziale wartości modułów przy 
niskiej temperaturze i długim czasie obciążenia
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zazwyczaj uzyskują wartość powyżej 0,9. Należy jednak pa-

miętać, że przy prowadzeniu obliczeń z wykorzystaniem 

krzywych wiodących, wykonujemy pewnego rodzaju ekstra-

polację wyników wzdłuż krzywej wiodącej. Dotyczy to szcze-

gólnie czasów obciążenia dłuższych od czasu badania labo-

ratoryjnego. O ile w temperaturze wysokiej uzyskujemy prak-

tycznie całkowite pokrywanie się krzywych sztywności, to 

w temperaturze niskiej następuje znaczące zaniżenie wyni-

ków przez krzywą wiodącą, tym większe, im dłuższy jest czas 

obciążenia, przy którym chcemy odczytać wartość modułu 

sztywności (patrz rys. 6b). Zagadnienie to opisane zostało 

szczegółowo w roku 2014 przez Jaczewskiego i Judyckiego 

w referacie [5].

Wnioski i dalsze kierunki badań

Krzywe wiodące są modelem, który na podstawie badań 

laboratoryjnych przy wybranej temperaturze i czasie obcią-

żenia pozwala uzyskać dokładną charakterystykę materiału 

w całym spektrum czasów (częstotliwości) obciążenia oraz 

wartości temperatury. Dzięki temu w typowych warunkach 

można m.in. bardzo łatwo porównać ze sobą zachowanie się 

różnych materiałów lub uzyskać charakterystykę lepkosprę-

żystą do celów obliczeniowych (np. do obliczeń za pomocą 

metody elementów skończonych). Jednak w niektórych nie-

typowych kombinacjach czasu obciążenia i temperatury wy-

stępują pewne trudności z wykorzystaniem krzywych wiodą-

cych. W artykule zasygnalizowano problem opisu w przy-

padku długiego czasu obciążenia, gdzie wykorzystanie 

jednej krzywej wiodącej do opisu materiału może być niewy-

starczające. Przyczyna tego zjawiska może leżeć w jego 

skomplikowanej wielofazowej budowie oraz interakcjach, 

które zachodzą między poszczególnymi składnikami. W ko-

lejnych badaniach szczególny nacisk będzie położony na 

modelowanie wpływu niskiej temperatury i zmiany stanu ma-

teriału z lepkosprężystego na sprężysty i ostatecznie kruchy. 

W modelowaniu uwzględnione będą także inne zjawiska, jak 

na przykład „twardnienie fizyczne”, którego wpływ jest zwy-

kle pomijany w modelowaniu uogólnionym.

Artykuł jest częścią rozprawy doktorskiej przygoto-

wywanej przez mgr. inż. Mariusza Jaczewskiego na Po-

litechnice Gdańskiej pod kierunkiem prof. Józefa Ju-

dyckiego oraz dr. Piotra Jaskuły. Część badań wykona-

no w ramach pracy badawczej wykonanej na zlecenie 

Generalnej Dyrekcji Dróg Krajowych i Autostrad pt.: 

Badanie wpływu zastosowania warstw betonu asfalto-

wego o wysokim module sztywności (AC-WMS) w kon-

strukcjach nawierzchni na spękania niskotemperaturo-

we i na zmniejszenie powstawania deformacji trwałych.
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