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1. Metody transformacji catkowych

Najczesciej spotykang metoda rozwigzywania problemoéw dynamiki budowli
opisanych za pomocg rownan roézniczkowych o stalych wspoétczynnikach jest me-
toda transformacji catkowych, migdzy innymi transformacja Laplace’a (jako inne
przyktady mozna wymieni¢ transformacj¢ Fouriera lub Hankela) [1]. Metoda ta
przeksztatca rownanie rozniczkowe w rownanie algebraiczne, co w wielu przypad-
kach znacznie upraszcza rozwigzanie danego zagadnienia. Majgc funkcje czasu
q(t), nazywana oryginatem, mozna wyznaczy¢ transformat¢ Laplace’a, bedaca
funkcja zmiennej zespolonej S =r + iu za pomocg wzoru [2]:
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Po dokonaniu odpowiednich operacji algebraicznych dokonuje si¢ przeksztat-
cenia odwrotnego. Transformacj¢ odwrotng definiuje si¢ za pomoca nastepujacego
wzoru [2]:
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Poniewaz catka (2) jest niewlasciwa, wiec nie dla wszystkich funkcji jest ona
zbiezna lub jest zbiezna przy pewnych warto$ciach S, przy innych za$ jest rozbiez-
na. Warunkiem istnienia transformaty Laplace’a jest [2]:

lq(®)] < K - et (3)

w ktorym p i K>0 to liczby rzeczywiste.
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Dodatkowym problemem jest retransformata, ktora czgsto wymaga catkowania
po plaszczyznie zespolonej, co moze znacznie utrudni¢ rozwigzanie problemu
(w praktyce korzysta sie z gotowych tablic).

Metoda ta w wymienionych wyzej trzech etapach jest efektywna tylko wtedy,
gdy cykl rozwigzywania bedzie krotszy niz uzycie metody bezposredniej.

1.1. Podstawowe zatozenia metody operatoréw Mikusinskiego

Nawigzujac do pojecia splatania funkcji oraz operacji do niej odwrotnej, Miku-
sinski podal matematyczne podstawy rachunku operatoréw bez uzycia przeksztal-
cen calkowych. Wyjsciowym punktem teorii jest pojecie splotu okreslonego za
pomocg caitki [3]:
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co mozna zapisa¢ w postaci'[3]:
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Operatory wprowadzone s3 jako pewnego rodzaju utamki i stanowia uogodlnie-
nie pojecia liczby. Dziatania na nich wykonuje si¢ tak jak na liczbach.

Przy uwzglednieniu twierdzenia Titchmarsha (moéwigcego, ze jezeli funkcje
okreslone i ciagte w przedziale 0 <¢ nie sa tozsamosciowo réwne zero, to ich splot

rowniez nie jest tozsamosciowo rowny zero), mozna wprowadzi¢ operacj¢ odwrot-
ng do splotu (dzielenie splotowe) [3]:

f(®)}
{b(8)}

{a(®)} = (6)

dla b(t) # 0.

W przypadku liczb catkowitych nie zawsze mozliwa jest operacja dzielenia bez
reszty, co prowadzi do nowego typu liczb, jakimi sg utamki. Analogicznie do wy-
zej wymienionego przykladu, niewykonalno$¢ dziatania odwrotnego do splotu
prowadzi do nowego pojecia, jakim jest operator (jezeli nie istnieje funkcja b spet-
niajaca rownanie f = a-b , to utamek (6) jest operatorem).

1.2. Operatory i dziatania na operatorach

Wykonujac operacj¢ mnozenia splotowego, mozna przyjaé jedng z funkcji jako
jednostkows [3]:

! Nawias {-} zostat wprowadzony w celu odréznienia funkcji od wartosci funkcji w punkcie.
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co prowadzi do scatkowania funkcji f(t) w granicach od 0 do t. Tak dobrana funk-
cja {1} zostata nazwana operatorem catkowym. Kolejne potegi operatora catkowe-
g0 mozna wyznaczy¢ za pomocg wzoru [3]:

tn—l
=" = 8
a wiec przyjmujac {f(t)}=f mozna zapisa¢ (wzor Cauchy’ego) [3]:
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Przy tak zdefiniowanym operatorze catkowym mozna wprowadzi¢ jego odwrot-
nos$¢, czyli operator rozniczkowy:

_1
*T
wobec czego:

s'l=1l-s=1

Jezeli zatozymy ze funkcja f = {f(t)} ma ciagla pochodng rzgdu n dla t < 0, to
mozna zapisac [3]:

sf=f"+£(0) (10)
Szf — fll _l_fl(o) +s f(O) (11)
s = fO + fPD(0) + sf D (0)+... +5"1£(0) (12)

2. Drgania uktadu o jednym stopniu swobody wymuszone
silg harmoniczng ttumione

Za pomoca zasady prac wirtualnych, rownan Lagrange’a lub zasady Hamiltona
mozna wyprowadzi¢ rownanie ruchu modelu obliczeniowego konstrukcji o jednym
stopniu swobody z uwzglgdnieniem liniowego ttumienia wiskotycznego, wymu-
szonego sita harmoniczng [4]:

{mq" ()} + {cq' (O} + {kq(©)} = {Py sin(pt)} (13)



214 M. Poriski

W celu wyznaczenia funkcji {q(t)} z warunkami poczatkowymi:

q(0) = qo q'(0) = v,

nalezy wykorzysta¢ wzory (10,11) oraz uwzgledni¢ powyzsze warunki, CO prowa-
dzi do:

s{q@®)} ={q'®)} + qo
s2{q®)}={q" O} +vo + 5" qo

Po wyznaczeniu z powyzszych zaleznos$ci {q'(t)} oraz {q"'(t)} oraz podstawie-
niu do rownania (13) otrzymuje si¢:

Mg} = vy = 40) + €(6a®) ~ do) + kg W} = Po
nastepnie, wykonujac kolejne operacje:
ms?{q(©)) = mvo = msdy + esq{()} = cqo + K{a(©)) = Py oo
ms2(q(0)) + eslq(0} + kg0 = P g5 + (moo + msgo + o)
(q(D}(ms? +cs + k) = Py (sziﬁ + (mvp + msqo + cqo)

uzyskuje si¢ rozwigzanie w postaci operatorowe;j:

c
P, p Vo +5q0 + =10
a@®y== =

+
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(s?2+p?)(s +ms+m) s +ms+m

(14)

Wykorzystujac zwiazki operatora rézniczkowego z funkcja wyktadniczg oraz
wzorow Eulera wiazacych funkcje sin(t), cos(t) z funkcja wyktadnicza, mozna
otrzymaé nastepujace zaleznosci? [3]:

(.S'—(l.’;++ﬁ2 = {e“tsin (,Bt)} (15)
s—a .
G-al+p° = {e“ cos (Bt)} (16)
A w szczego6lnosci dla a = 0:
SZp {sin (B0)} 17)

2 Podstawowe wzory rachunku operatoréw oraz ich wyprowadzenie mozna znalezé w monografii [3].
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s
Oy {cos (B1)} (18)
Dla uproszczenia dalszych rachunkow roéwnanie (14) mozna zapisac:
{q(®0)} =qa+ap (19)
gdzie:
P 14
Ga=— (20)

M2y 22z Cork
(s? +p?)(s* +—s+2)

c
Vo + 590 + 7790
qp = c k (21)
s?+—=s+
m

m
W celu dokonania przeksztatcenia odwrotnego w rownaniu (20) nalezy wyko-

rzysta¢ wzory (15, 18) oraz przeksztalci¢ tréjmian kwadratowy do postaci kano-
nicznej:

_ Py p 1 (22)
o= 2 P (4 )y (E__Cz )
2m m  4m?
Wprowadzajac oznaczenia:
c
O T T T
oraz:
k  c? 5

b= |~ g7 =wWl-8 =wq

réwnanie (22) mozna zapisa¢ w postaci:
Qo = {& sin (pt)} {ie_s“’otsin (wdt)} (23)
m (OF]

Wykorzystujac twierdzenie o mnozeniu splotowym (5), rownanie (23) mozna
przedstawi¢ w postaci catki:

t
Py U o
Qg = f—sm (p(t — 7)) — e ~*@Tsin (wyT)dT (24)
m Wq
0
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Stosujgc podobne przeksztalcenia w rownaniu (21), mozna otrzymac:

4 - do _ .
— - $wot 29 p—Swot
qp = {(vo + > qo) e 5%®olcos (wdt)} + {wd e~ 5%@olsin (a)dt)} (25)

Po wyznaczeniu catki (24) oraz po odpowiednich przeksztatceniach i wykorzy-
staniu podstawowych zaleznosci znanych z dynamiki mozna otrzyma¢ zamknigte
rozwigzanie z uwzglednionymi warunkami poczatkowymi. Otrzymana zaleznosc¢
przedstawia drgania bedace suma drgan harmonicznych:

q(t) = q.(t) + q2(t) + q3(t) + q4(t)

gdzie:
(©) = Py ((1 = B*) sin(pt) — 2§cos (pt)B
BT a2y
P
qz(t) = e$wot <f%> sin (wqt)
- P 28+ B°—p ) .
= Swot [ 0
qz(t) =e T <\/1_7€2((1 5o+ 2B sin (wqt)
_tont (P 28B
g, (t) = e~§wot (?O ((1 — 57y + QEp) + q0> cos (wdt))
_r
B = ”
k = wy?m
Whnioski

Przedstawione rozwazania pokazuja, ze metoda operatoréw Mikusinskiego jako
alternatywna do metod transformacji catkowych jest dobrym narzgdziem do roz-
wigzywania podstawowych modeli dynamiki konstrukcji. Metoda ta nie wymaga
wyznaczania catki niewlasciwej (1, 2), co w wielu przypadkach jest znacznym
uproszczeniem rachunkéw. Metode Mikusinskiego mozna z powodzeniem zasto-
sowaé do réwnan rozniczkowych czastkowych® opisujacych wiele zagadnien me-
chaniki [5, 6] oraz dynamiki budowli, m.in. drgania ptyt.

8 Metoda ta z zastosowaniami do zagadnieh mechaniki jest szczegdlowo oméwiona w pracy [3].
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Streszczenie

W pracy przedstawiono zastosowanie rachunku operatoréw Mikusinskiego do podsta-
wowych zagadnien dynamiki konstrukcji budowlanych na przyktadzie prostego modelu
obliczeniowego drgan uktadu o jednym stopniu swobody. Metoda ta, nie oparta na meto-
dach transformacji catkowych, jest efektywnym narzedziem do rozwigzywania liniowych
réwnan rézniczkowych o wspoétczynnikach statych.

The application of Mikusinski operators method in certain
problems of dynamics of structures

Abstract

This article describes the use of Mikusinski operators method on basis of dynamics of
structures, as an example of a simple computational model of vibration system with one
degree of freedom. This method, not based on the methods of integral transform, is an
effective tool for solving differential equations with constant coefficients.



