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Opracowano program obliczania parametrów stożka na podstawie pomiaru dwóch okręgów rozmieszczonych 
wzdłuż wysokości stożka. Ważniejszymi parametrami obliczanymi są: kąt rozwarcia stożka, zbieżność stożka, średnica 
stożka w odległości Z1 od podstawy, współrzędne wierzchołka stożka, wysokość stożka. Cytowane parametry stożka 
liczono za pomocą opracowanego programu wykorzystując dane pozyskane z pomiarów stożka na współ-
rzędnościowej maszynie pomiarowej. Program jest wykorzystywany do poszerzenia wyników obliczeń parametrów 
stożka, nie liczonych przez oprogramowanie WMP. 

Wstęp

W przemyśle maszynowym złącza z po-
wierzchnią stożkową mają liczne za-
stosowania, np. tuleje redukcyjne ze 
stożkiem Morse'a o małej zbieżności do 
ustalania narzędzi z chwytem stożko-
wym, uchwyty i trzpienie frezarskie ze 
stożkiem o zbieżności 7:24 do ustalenia 
i mocowanie frezów. W obrabiarkach 
CNC z wrzecionami o dużych prędkoś-
ciach obrotowych stosuje się złącza HSK 
o zbieżności 1:10.

Tuleje redukcyjne przeznaczone są do 
wyrównywania różnic między rozmia-
rem trzpienia narzędzia a gniazdem, 
w którym ma ono być umieszczone. 
Bardzo często są używane do mocowa-
nia narzędzi w pinoli konika oraz we 
wrzecionach wiertarek stołowych.

Na kolejnych rysunkach – rys. 1÷3, 
przedstawiono przykłady zastosowania 
stożków.
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Rys. 1. Tuleja redukcyjna z płetwą przeznaczona do powiększania chwytu Morse'a

* Dr inż. R. Filipowski, rfilipowski@meil.pw.edu.pl, dr hab. inż. J. Zawora, Politechnika 
Warszawska, Wydział Inżynierii Produkcji, Instytut Technik Wytwarzania, Warszawa.
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Chwyty tulei redukcyjnych, trzpieni oraz 
uchwytów frezarskich są elementami 
powierzchni stożka prostego (rys. 4) lub 
stożka pochyłego (rys. 5) 

Chwyty w tulejach redukcyjnych, trzpie-
niach i uchwytach frezarskich (rys. 3) 
są stożkami ściętymi. Pomiary stożków w 
tulejach redukcyjnych trzpieniach fre-
zarskich są wykonywane wieloma meto-
dami, również na współrzędnościowych 
maszynach pomiarowych. 

Na rys. 6 przedstawiono schemat po-
miaru parametrów stożka metodą digi-
talizacji dwóch okręgów leżących 
wzdłuż wysokości H stożka w odległości 
Z i Z od bazy pomiarowej w osi OZ, na 12

współrzędnościowej maszynie pomia-
rowej VISTA ZEISS. 

Na rys. 7 przedstawiono zamocowany 
trzpień frezarski na stole WMP VISTA 
ZEISS mierzony sondą elektrostykową 
metodą digitalizacji (rys. 6). 

W wyniku pomiaru stożka sondą po-
miarową elektrostykową z kulką o pro-
mieniu R = 0,9781 mm (rys. 7) uzyskano 
plik tekstowy ze współrzędnymi środka 
kulki sondy pomiarowej w dwóch prze-
krojach – Tabela 1. 

Uzyskany zbiór punktów pomiarowych 
wykorzystano do obliczenia para-
metrów stożka na trzpieniu frezarskim 
przez prezentowany program. 

2. Przegląd literatury dotyczącej 
obliczania parametrów stożka 

Podstawy matematyczne obliczania pa-
rametrów stożka w przestrzeni 3D, opi-
sane są w literaturze [2, 4]. Opracowa-
nie dotyczy określenia położenia stożka 
prostego w przestrzeni 3D (rys. 4). Zdefi-
niowano w nim ekstremum warunkowe 
Lagrange'a w formie nieliniowej zależ-
ności: 

F(s,b,cos, k) = 
 2  T      = (cos–cos)+k(b·b–1)=min (1) i 

gdzie: 

s – wektor wierzchołka S stożka (rys. 4), 

b – wektor osi stożka, 
Tb – transpozycja wektora osi stożka, 

jg
a wektorem punktu pomiarowego x i
(rys. 4), 

j

jj

=/2 – kąt pomiędzy wektorem b i  i

jg

k = stała.

Za miarę odchyłki punktów pomiaro-
wych X od powierzchni stożka autorzy i

przyjęli różnice cosinusów |cos – cos|. i

 = /2 – połowa kąta rozwarcia stożka,

jj

Kąt cos łatwo wyrazić za pomocą ilo-i

czynu skalarnego dwóch wektorów, mia-
nowicie: 

         , (2)

gdzie: |b| = 1.

j

Rys. 2. Wiertła z chwytem stożkowym

Rys. 3. Uchwyt frezarski ze stożkiem 7:24 stosowany do obróbki automatycznej

Rys. 4. Stożek prosty: γ/2 – połowa kąta rozwarcia stożka, H –wysokość stożka, S – wierzchołek 
stożka, R – promień podstawy, b – wektor osi stożka 
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Rys. 5. Stożek pochyły: g, g – składowe kąta rozwarcia stożka, H – wysokość stożka, S wierzchołek, 12

R – promień podstawy, b – kąt nachylenia osi do podstawy stożka pochyłego 

Rys. 6. Schemat pomiaru parametrów stożka 
na WMP VISTA ZEISS metodą dwóch okręgów 
leżących wzdłuż wysokości H

Rys. 7. Pomiar stożka sondą elektrostykową na 
WMP VISTA ZEISS metodą digitalizacji 

Niezbędne warunki optymalizacyjne 
wyrażenia (1), opisujące stożek prosty 
w przestrzeni 3D, określili autorzy na-
stępująco: 

– warunek konieczny dla określenia po-
łowy kąta rozwarcia stożka: 

 = 0 (3) 

– warunek konieczny na określenie skła-
dowych wektora osi narzędzia b = [b, 1

b, b], 23

= 0,   = 0   = 0 (4)

Tabela 1. 
1 2

Współrzędne 20 punktów leżących na dwóch okręgach 
w odległości od bazy Z =12,757 mm, Z =56,749 mm 
zarejestrowane na WMP VISTA Zeiss. Stożek 7:24

jcos¶
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F¶



Podstawą algorytmu obliczenia para-
metrów stożka było spostrzeżenie, że 
rzut wierzchołka stożka S na płaszczyzny 
pomiaru Z i Z (rys. 8), przechodzi przez 12

środki okręgów O i O w tych płasz-1 2

czyznach. Niżej opisano algorytmy obli-
czenia parametrów stożka. 

3.1. Kąt nachylenia osi stożka 
pochyłego 

W płaszczyznach pomiaru Z i Z (rys. 6) 12

podprogram OKRL(N) oblicza okręgi: pro-
mień RS, współrzędne środka O (X, Y) 1 111

oraz promień RS, współrzędne środka 2

O (X, Y). Wykorzystując te współ-2 2 2

rzędne program CONE3DZ oblicza kąt 
nachylenia b osi stożka do podstawy 
stożka (rys. 8). 

2 2tg(β) =  (X – X) + (Y – Y)/(Z – Z) (6) 12 12 12

W programie CONE3DZ wprowadzono 
warunek: jeśli wartość kąta b jest mniej-
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'

Rys. 8. Parametry stożka pochyłego: O-O – oś stożka pochyłego,   – składowe kąta rozwarcia stożka, S – wierzchołek stożka, 12 12

b – kąt nachylenia osi stożka do podstawy, RS, RS – promienie podstawy dolnej i górnej stożka ściętego2 1 2

ll

– zbieżność stożka (tg + tg),1 2

– odległość miedzy płaszczyznami po-
miarowymi Z, Z (rys. 6), 12

– średnicę stożka w płaszczyźnie po-
miaru Z. 2

3. Algorytm obliczania parametrów 
stożka pochyłego z warunkiem AT2 a
wg dwóch pomiarów okręgów 
na stożku na WMP VISTA 

Opracowano program o nazwie CONE3DZ, 
który zawiera podprogramy własne: 

– aproksymacyjny płaszczyzna (SUB-
ROUTINE SUPL3D(N)),

– aproksymacyjny okrąg (SUBROUTINE 
OKRL(N)),

– sortowania danych pomiarowych 
(SUBROUTINE ORDEDT(N),

– standardowe podprogramy IBM: NROOT, 
EIGEN, MINV, GMPRD [3]. 

ll– warunek konieczny na znalezienie wek-
tora wierzchołka stożka S, 

= 0,   = 0   = 0 (5)

Rozwiązanie równania (3) i układów 
równań (4), (5) jest złożone, a ponadto 
stanowi rozwiązanie dla stożka proste-
go. Ze względów wykonawczych, stożek 
może być wykonany jako stożek pochyły. 
Pomiary stożka na współrzędnościowej 
maszynie pomiarowej (WMP), winny ten 
błąd wykonania stożka wychwycić. 

Opracowano własny program o nazwie 
roboczej „CONE3DZ”, do pomiarów 
parametrów stożka, traktując stożek 
jako stożek pochyły, który na postawie 
pomiarów w dwóch płaszczyznach leżą-
cych wzdłuż wysokości stożka (rys. 6), 
oblicza: 

– współrzędne wierzchołka stożka S,

– składowe kąta rozwarcia stożka l = l 
+ l (rys. 8), 2

1

1s¶
F¶

2s¶
F¶

3s¶
F¶



sza od tolerancji kąta w klasie dokład-
ności 2 –AT2, tj. 2,5” (sekundy kątowej), α

to stożek jest prosty (tolerancje kąta roz-
warcia stożka wg [1]).

3.2. Składowe kąta  rozwarcia 
stożka 

Kąt rozwarcia stożka pochyłego składa się 
z sumy dwóch składowych l, l (rys. 8). 
Zachodzi potrzeba obliczenia współ-
rzędnych wierzchołka stożka S. Współ-
rzędne wierzchołka oblicza się z rów-
nania parametrycznego prostej w prze-
strzeni: 

                                  , (7)

gdzie, |AC, BCN, CCN| – składowe wek-
tora OO. 12

Wartość parametru t w równaniach (7) s

oblicza się z podobieństwa trójkątów 
(rys. 7): 

DSA'O @ DSAO , (8) 2 1

Wartość parametru t wynosi: s

t =     (9) s

Ponieważ punkty A, O, S, B leżą w tej 1

samej płaszczyźnie Z, składowe kąty 1

rozwarcia stożka l, l oblicza się za po-12

mocą funkcji cosinus (rys. 7): 

cos l = AS/SS' (10) 1

12
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cos l = BS/SS'2

Kąt rozwarcia stożka λ: 

l = arccos l + arccos l (11) 1 2

3.3. Zbieżność C stożka 
pochyłego

Zbieżność stożka prostego definiowana 
jest z zależności: 

C = (D – D)/( Z – Z) (12)21 21

gdzie: 

D, D – średnice stożka pochyłego (rys. 5), 21

Z, Z – współrzędne podstawy dolnej 21

i górnej stożka pochyłego (rys. 5).

W powiązaniu z kątem rozwarcia stoż-
ka, zbieżność stożka prostego określa 
zależność:

C = tg(l/2)+ tg(l/2) = 2 tg(l/2) (13)

Przez analogię, zbieżność stożka pochy-
łego określa zależność: 

C = tg(l)+ tg(l) (14)1 2

3.4. Średnica stożka ściętego 

Podstawy stożka ściętego na trzpieniu 
frezarskim mają najczęściej promienie 
zaokrąglenia. Dlatego wymiar stożka, tj. 
jego średnica podawana jest w pewnej 
odległości od podstawy dolnej lub gór-
nej stożka. W programie CONE3Z oblicza 

się średnicę stożka w płaszczyźnie po-
miarowej Z (rys. 6). Wzory, wg których 2

program oblicza średnice stożka wyni-
kają z obliczonego wcześniej kąta roz-
warcia stożka l. Są one następujące:

– średnica stożka zewnętrznego: 

DZS = 2 RS – RK/(cos  + cos )(15)1Z 1 1 2

gdzie: 

RK– promień kulki sondy pomiarowej, 

RS – promień okręgu w płaszczyźnie Z 1 1

obliczony przez podprogram OKRL(NN).

– średnica stożka wewnętrznego: 

DZS = 2 RS + RK/(cos  + cos )(16)1W 1 1 2

Oznaczenia jak wyżej.

4. Analiza wartości parametrów 
stożka 

W celu oszacowania poprawności prezen-
towanego programu CONE3DZ do obli-
czenia parametrów stożka, zestawiono 
w dwóch tabelach, (Tab.2 i Tab.3), para-  

metry stożka obliczone przez oprogra-
mowanie CALIPSO na WMP VISTA ZEISS, 
oraz program CONE3DZ. Z obu zesta-
wień wynika, że program CONE3DZ jest 
poprawny. Do wykorzystania go na 
WMP, które nie obliczają parametrów 
(Tab.3), wystarczy wykorzystać zapisy  

współrzędnych zarejestrowane podczas 
pomiarów stożka na tych maszynach, 
analogicznych do współrzędnych (Tab. 1).

λ λ

λ λ

Tabela 2. Wyniki obliczeń parametrów stożka uzyskane z pomiarów na WMP VISTA ZEISS 
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współrzędne punktów pomiarowych są 
przetwarzane przez program zgodnie 
z zależnościami przedstawionymi w roz-
dziale 3. Przedstawione w Tabeli 3 wyniki 
przetwarzania oznaczono kolejnymi 
liczbami (1÷12). 

5. Wnioski 

Na podstawie przeprowadzonych badań 
i analizy ich rezultatów sformułowano 
następujące spostrzeżenia i wnioski:

– dokładności obliczenia parametrów 
stożka uzyskane przez program CONE3DZ 
są porównywalne z wynikami zarejes-
trowanymi podczas pomiarów na WMP 
VISTA ZEISS, obliczonymi przez program 
CALYPSO,

– przedstawiony program CONE3DZ 
oblicza więcej parametrów stożka, niż 
program CALYPSO VISTA ZEISS (Tab. 2), 

– pomiar średnicy stożka w pewnej 
odległości l od podstawy stożka jest 
przydatny w przypadku gdy stożek ma 
zaokrąglenia dolnej i górnej podstawy, 

Prezentowane oprogramowanie wyko-
rzystuje się obecnie w celu poszerzenia 
zbioru wyników pomiarów stożków, 
uzyskanych z WMP KOORDYNATOMETR 
XYZ, OB-RN VIS Warszawa, obliczanych 
przez program XYZ. W tym celu wyko-
rzystuje się zapisy współrzędnych punk-
tów, zarejestrowane podczas pomiarów 
stożka, które są analogiczne do współ-

 rzędnych punktów (Tabl.1), wyprowa-
dzonych z WMP VISTA ZEISS. .
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Tabela 3. Wyniki obliczeń parametrów stożka uzyskane z programu 
CONE3DZ wg współrzędnych punktów z pomiaru stożka 
na WMP VISTA ZEISS

4.1. Wartości parametrów stożka 
zarejestrowane na WMP 
VIST ZEISS 

Pomiar stożka na WMP VISTA ZEISS 
składa się z kilku wymienionych niżej 
czynności: 

– uzbrojenie głowicy w trzpień pomia-
rowy (sonda elektrostykowa), 

– kalibracja sondy, której zadaniem jest 
ustalenie promienia końcówki kulistej, 

– zdefiniowanie elementów układu ba-
zowego, na który złożyły się: stożek, 
okrąg 1, okrąg 2, płaszczyzna, punkt 
ustalający zwrot osi OX, 

– wyznaczenie układu bazowego, 

– zdefiniowanie tzw. kostki bezpieczeń-
stwa, w trzech osiach: oś Z (+120, +10), 
oś X (+40, –40), oś Y (+40, –40), 

– pomiar stożka zewnętrznego w dwóch 
płaszczyznach w 6-ściu punktach każ-
dego okręgu, 

– pomiar stożka zewnętrznego w dwóch 
płaszczyznach w 20 punktach każdego 
okręgu w trybie automatycznym.

Wyniki pomiarów stożka zewnętrznego 
 na trzpieniu frezarskim (rys.7) zamiesz-

czono w Tab. 2. 

4.2. Wartości parametrów stożka 
zarejestrowane przez program 
CONE3DZ 

Plik tekstowy ze współrzędnymi środka 
kulki sondy pomiarowej uzyskane w dwóch 

 przekrojach (Tab.1), wprowadzono do 
programu CONE3DZ. Program odtwarza 
wczytane punkty w celu sprawdzenia 
poprawności ich wczytania, następnie 


