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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono algorytm rozwiazywania rownan ruchu ptynu z wyko-
rzystaniem kompaktowej, czwartorzedowej metody ,,Vortex in Cell“. W pierw-
szej czesci zawarto sposob budowania ukltadéow réwarn liniowych z wykorzy-
staniem wysokowydajnej biblioteki Aypre. Przedstawiono kolejne kroki algo-
rytmu wraz z badaniami doktadnoS$ci i wydajnoSci obliczeniowej poszczegdl-
nych schematéw réznicowych. Ostatecznie przedstawiono badanie doktadnosci
dziatania metody na przyktadzie zagadnienia Taylora—Greena ze znanym roz-
wazaniem dokladnym i poréwnano otrzymane wyniki z wartoSciami doktad-
nymi.

SE.OWA KLUCZOWE: metoda VIC, metoda réznic skoriczonych,schematy kom-
paktowe, obliczenia rownolegte.

1. WPROWADZENIE

Mozliwos$¢ badania zmian zachowania si¢ plynu poprzez §ledzenie ewolucji pola
wirowego jest bardzo atrakcyjng i1 pozadana metoda badawcza. W zwiazku z powyz-
szym faktem w metodach czastek wirowych rownania ruchu ptynu wyrazane sa w for-
mie transportu wirowosci Helmholtza

dw
o
AY = —w, u= (U, U) = (3y¢; _8:13¢> (2)

(Vw)u = rAw, (1)
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Powyzsze réwnania mozna z powodzeniem rozwiaza¢ przy uzyciu metody VIC,
ktora taczy w sobie podejscia eulerowskie i lagrangowskie 1 jest zaliczana do metod
wirowych. Do obliczefi wprowadza si¢ lagrangowskie czastki wirowe unoszone przez
przeptyw. Pole predkosci u stuzace po rozwigzania Eulera wyznacza si¢ z rozktadu wi-
rowosci.

W algorytmie metody VIC pierwszym etapem jest wyznaczenie wartoSci poten-
cjalu wektorowego z rozktadu wirowoSci poprzez rozwigzanic réwnania Poissona.
W przypadku dwuwymiarowym rownanie Poissona sprowadza si¢ do wyznaczenia funk-
cji pradu ¥. Gdy rozktad funkcji pradu jest juz znany, moze zostaé okreSlona predkosé
w poszczegOlnych weztach. Nastepnie postugujac sig metoda dekompozycji lepkoscio-
wej rOwnanie Helmholtza rozdzielane jest na nielepki krok konwekcyjny 1 uwzglednia-
jacy lepkos¢ ptynu krok dyfuzyjny. W pierwszym kroku rownanie konwekcji zostaje
zastapione rOwnaniem ruchu czgstek transportujacych wirowos¢

ow dx

5 tuVw=0—— =u 3)

Zgodnie z trzecim twierdzeniem Helmholtza linie wirowe przemieszczaja si¢ zgod-
nie z ruchem ptynu [1],[2]. Dlatego tez czastki wirowe moga by¢ traktowane sa jako
czastki materialne unoszone w polu predkosci. W kazdym kroku czasowym czastki
transportuja pewna wartoS¢ wirowosci, ktora jest brana z wezfa siatki obliczeniowe;.
Po przemieszczeniu czastki warto§¢ wirowoSci musi zostaé z powrotem zwrdcona na
siatke. Procedura ta zwana jest redystrybucja 1 wykorzystuje jadra interpolacyjne wyso-
kiego rzgdu w celu réwnomierniej i dokladnej redystrybucji wirowosci na sasiadujace
wezty. W kolejnym kroku uwzgledniana jest lepko$¢ ptynu poprzez rozwiazanie réw-
nania dyfuzji

dw

T vAw. 4)

Za wyborem przedstawionej powyzej metody przemawia réwniez szybko$¢ wyko-
nywanych obliczen. Wykorzystanie metody VIC polaczonej z rownolegtymi oblicze-
niami na wielu procesorach moze z powodzeniem by¢ stosowana do niestacjonarnych
obliczen numerycznych zwiazanych z burzliwymi przeptywami ptynéw 1 jest w stanie
wielokrotnie skrécié czas oczekiwania na wyniki przy jednoczesnym zachowaniu wyso-
kiej doktadnoSci otrzymanych wynikow. W niniejszym artykule zostang przedstawione
efekty prac nad wysokowydajnym solverem bazujacym na metodzie VIC. Wykorzystuje
si¢ kompaktowe schematay czwartego rzedu po czasie 1 przestrzeni. Zdyskretyzowane
rOwnania rozwigzano przy uzyciu biblioteki hypre, ktorej sposob dzialania jest przed-
stawiony w nastgpnym rozdziale.

2. DZIALANIE BIBLIOTEKI HYPRE

Do rozwiazywania algebraicznych uktadéw réwnan z wykorzystaniem wielu pro-
cesorow skorzystano z biblioteki hypre, ktora wykorzystuje protok6t MPI do wymiany
informacji pomigdzy poszczegdlnymi procesami. Do rozwiazywania uktadéw réwnan
w bibliotece wykorzystuje si¢ typowe metody iteracyjne z uzyciem prekondycjonowa-
nia. Obejmuje to metody prekondycjonowania dla systemOw niesymetrycznych, takich
jak GMRES i metod dla macierzy symetrycznych, takich jak metoda gradientu sprzezo-
nego. Mozliwe jest réwniez rozwigzywanie ukladow réwnan liniowych z wykorzysta-
niem metod wielosiatkowych.
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Wszystkie obliczenia prowadzone sg z wykorzystaniem interfejsu dla kartezjan-
skiej siatki strukturalnej, czyli takiej w ktorej odstepy pomigdzy poszczegdlnymi we-
ztami siatki obliczeniowej sg jednakowe.

Istnieje jednak mozliwos¢ wykonywania obliczen da siatek p6t strukturalnych, oraz
niestrukturalnych. Przez siatk¢ pét strukturalng rozumie si¢ taka, w ktérej pewne ob-
szary siatki obliczeniowej, nie sa w pelni strukturalne. Charakteryzuja si¢ np. uktadem
blokowym lub siatkami sklejanymi z r6znych fragmentow siatek strukturalnych. Taki
interfejs moze skutecznie zostac¢ pofaczony z adaptacyjnym zaggszczaniem obszaru ob-
liczeniowego (AMR — Adaptive Mesh Refinement).

Biblioteka hypre zostata wybrana do rozwigzywania algebraicznych uktadow réw-
nan liniowych gtéwnie ze wzglgdu na swoja intuicyjnos$¢, obszerna dokumentacj¢ oraz
ciagte aktualizacje 1 wprowadzanie nowych funkcji przez autoréw[5]. Warto réwniez
wspomnieé, ze wykazana w licznych publikacjach [3],[4] skalowalnos¢ i predkosé ob-
liczen przemawia na jej korzyS¢. Przez skalowalno$¢ rozumie si¢ zdolno$¢ do rozbu-
dowy obszaru obliczeniowego poprzez rozdrobnienie siatki dodajac kolejne watki przy
braku badz akceptowalnym spadku wydajnosci. Innymi stowy wraz ze wzrostem liczby
watkow o takim samym lokalnym problemie (np. 1 proces z siatkg 8 X 8 1 4 procesy
z siatka 8 x 8) do rozwigzania nie wzro$nie czas obliczen. W nast¢pnym akapicie zo-
stanie w syntetyczny sposOb przedstawiona metoda przygotowania oraz prowadzenia
obliczen z wykorzystaniem wyzej omawianej biblioteki.

W celu rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych w postaci Az = b musi zostaé
stworzony obszar obliczeniowy, zdefiniowany szablon schematu r6znicowego, utworze-
nia macierzy A oraz jej modyfkacja dla zadanych warunkéw brzegowych, utworzenie
wektora rozwigzania oraz prawej strony réwnania (wektor b). Po tych czynnoSciach
wymagane jest wybranie algorytmu rozwiazujacego ukltad rownan (solvera) 1 okreSle-
nie jego parametrow, a nastgpnie uruchomienie go w celu otrzymania rozwiazania.

Pierwszym krokiem jaki nalezy wykonac to definicja obszaru obliczeniowego oraz
okreslenie ilosci wymiaréw w ktorych beda prowadzone obliczenia. Biblioteka nume-
ruje odpowiednio kazdy wezet 1 procesor wg. uktadu kartezjanskiego (rys. 1). Kolorem
czarnym zostaly przedstawione numery procesoréw, natomiast granatowym numery po-
szczegOlnych weztéw komorek. Sa one w komorce dyskretyzowane schematami cen-
tralnymi. WartoSci wspotrzednych wezidw sa wyliczane na podstawie rzednej i odcig-
tej danego procesora. Definiowanie obszaru obliczeniowego jak 1 wszelkie operacje
na weztach wykonuje si¢ poprzez wskazanie wspotrzednych dwoch skrajnych weztow
nazywanych odpowiednio ilower oraz iupper. Operacje na skrajnych, przeciwlegtych
punktach dotycza rowniez modyfikacji poszczegdlnych rzedow, badz kolumn siatki ob-
liczeniowej (dla przypadku dwuwymiarowego). Wtedy tylko jedna ze wspoirzednych
nie ulega zmianie.

Przyktad definicji obszaru obliczeniowego zgodnego z rys.1 jest nastgpujacy:

ilower [0] = pixx;
ilower[l] = pijx*y;
iupper[0] = ilower[0] + x-1;

iupper([l] = ilower[l] + y-1;

HYPRE_StructGridCreate (MPI_COMM_WORLD, ndim, &grid);
HYPRE_StructGridSetExtents (grid, ilower, iupper):;
HYPRE_StructGridAssemble (grid) ;}
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gdzie: x — ilo$¢ weztéw dla jednego procesora w kierunku osi x (np. tak jak na rys.
1, z = 8), y — ilo§¢ wezidw dla jednego procesora w kierunku osi y (y = 6), pi, pj —
wspotrzedne procesora ndim — liczba wymiaréw.

(0,1) (1,2)
=20 oK —uss)
(7,5) — 1
(0,0) (1,0)
° ok [ [ [ |
0,077 T ——(80)

Rys. 1: Podzial weztow i procesoréw

Po definicji obszaru obliczeniowego nalezy przystapi¢ do utworzenia macierzy A
oraz wektoréw z, b. Macierz A w metodzie ViC ulega zmianie w zalezno$ci od zagad-
nienia, ktore jest rozwigzywane (rownanie Poissona, rownanie dyfuzji).

Kazde rozwigzane w algorymie VIC réwnanie wymaga zastosowania innego sche-
matu réznicowego. Wspotczynniki macierzy A dla danego zagadnienia nie ulegajaca
zmianie w kolejnych krokach czasowych. Wspoétczynniki tych macierzy nalezy zdefi-
niowa¢ w pierwszej kolejnosci. W macierzy A przechowywane sa jedynie niezerowe
wartoSci odpowiadajace wartosciom wspétczynnikéw przylegtych punktéw. Dla przy-
ktadu zaprezentowano sposob tworzenia macierzy A rownania Laplace’a. Dla dwdch
wymiarOw rOwnanie Laplace’a zdyskretyzowane przy uzyciu schematu centralnego i za-
tozeniu, ze h = Az = Ay przyjmuje postac:

1

(V2f)irj = (—4fij + fis1jfim1j + fi,j+1fi,j—1)ﬁ &)

Kazdemu przesunigciu przypisany zostaje numer i jesli przyjac kolejnos¢ (i, j) ,
(i—1,7), (i +1,7), (4,5 — 1), (4,5 + 1) wspétczynniki dla biblioteki wyniosa odpo-
wiednio -4,1,1,1,1. Schemat zostat graficznie przedstawiony na rys. 2.

W kodzie obliczeniowym schemat zostanie zadeklarowany w nastgpujacy sposéb:

HYPRE_StructStencil stencil;

int ndim=2;

int size=5;

int entry;

int OffsetS[] [2]:{{OIO}I{_lIO}I{lIO}I{Ol_l}l{oll}};
HYPRE_StructStencilCreate (ndim, size, &stencil);

for (entry = 0; entry < size; entry++)
HYPRE_StructStencilSetElement (stencil, entry,
offsets[entry]);
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Rys. 2: Reprezentacja schematu 5-punktowego

Wykorzystujac zatozony schemat, nalezy nastgpnie wypetni¢ macierz A odpowied-
nimi wspolczynnikami. Do tego celu postugujemy si¢ funkcja SetBoxValues(), ktéra
wprowadza odpowiednie wartosci wspédtczynnikow do wybranego boxa zdefiniowanego
poprzez dwa skrajne wezly ilower oraz iupper. Na wstgpie domySlnie wypetnia sig caty
obszar obliczeniowy wilasciwymi dla schematu wspotczynnikami. Kolejnym krokiem
jest modyfikacja wartos$ci wspoétczynnikéw wynikajacych z przyjetych warunkéw brze-
gowych. Fragment kodu odpowiedzialny za wypetnienie calej tablicy domySInymi war-
toSciami ma postac:

HYPRE_StructMatrix A;
double values[x*y];

int nentries = 5;
int stencil_indices|[5] = {0,1,2,3,4};
int 1i;

HYPRE_StructMatrixCreate (MPI_COMM_WORLD, grid, stencil, &A);

HYPRE_StructMatrixInitialize (A);

for (i = 0; 1 < xxy; it+=nentries) {

values[i] = —-4.0

values[i+1l] =

values[i+2] =
[ ]
[1+4]

e o

values[i+3
values
}
HYPRE_StructMatrixSetBoxValues (A, ilower, iupper,
nentries, stencil_indices,values);
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Zgodnie z ta procedura, przy uzyciu funkcji Set BoxV alues(), odpowiednio mo-
dyfikujemy macierz A, tak aby odpowiadata warunkom brzegowym, nadpisujac zmienng
values oraz wartosci ilower oraz iupper dla interesujacego nas fragmentu obszaru ob-
liczeniowego. Analogicznie postepujemy przy wypelnianiu wektora b oraz z. Biblio-
teka pozwala swobodnie wykonywac operacje dodawania elementow do juz istniejacych
wektorOw oraz przemnazanie wektora przez macierze pomocnicze (ktére sa tworzone
w identyczny sposob jak zostato to przedstawione powyzej). Doktadniejszy opis sto-
sowania biblioteki wraz z instrukcja uzytkowania solver6w zostal opisany obszerniej
w dokumentacji uzytkownika [4].
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3. ROZWIAZYWANIE ROWNANIA POISSONA

Pierwszym réwnaniem, jakie nalezy rozwiaza¢ w metodzie Wiru w Komorce (VIC)
jest rownanie Poissona dla funkcji pradu 1 zadanej wirowosci:

A = —w. (6)

W poprzednich kodach obliczeniowych tworzonych i1 wykorzystywanych w Kate-
drze do dyskretyzacji funkcji pradu stosowano schemat centralny rzedu drugiego. Wraz
z rozwojem mozliwoSci obliczeniowych wspétczesnych komputeréw zaistniata mozli-
woS¢ wprowadzenia doktadniejszych, cho¢ bardziej kosztownych obliczeniowo sche-
matoéw roznicowych. W kodzie zostala zaimplementowana kompaktowa metoda czwar-
tego rzedu wykorzystujaca 9-punktowy schemat réznicowy. Wyprowadzenie tego sche-
matu zostalo szczeg6towo przedstawiono w [6],[7].

atis J + b(Yig1,j0i-15) + (Vi1 + Yij-1)
+d(Yit1,5+1 + Vic1j-1 + Viv1j-1 + Vio1j11) (7)
= 0.5AZC2(8'[/J¢7]’ + Yit1y + Yic1j + i1+ Yij-1)

gdzie: a = —10(1 +72),b=5+~*c=7*> -1, d= (1 +~?),y = Az/Ay

Powyzej przedstawiony sposob dyskretyzacji r6wnania Poissona zostal przetesto-
wany na funkcji analitycznej wraz z warunkiem Dirichleta na brzegach tak, aby moz-
liwe byto poréwnanie z wartoscig doktadng (rys. 3). Problem zostal przedstawiony przy
uzyciu nastgpujacych funkcji:

wlr,y) =~y (Snr)sin(8xr) () € [0,1] < [0, 1

w(0,y) = %8”2(87796) sin(8rz) () € [0,1]

w(1,9) =~y () sin(Smr)  (y) € [0,1) ®)
(i, 0) = —1218772 (8r2)sin(87z)  (2) € 0,1]

ol 1) = — 2187T2 (87z)sin(87z)  (z) € [0,1]

Aby sprawdzi¢ poprawne dzialanie programu, jak i uzywanych bibliotek, zostat
wyznaczony rzad aproksymacji, ktory jest zdefiniowany jako o = €5, /€, gdzie € odpo-

wiada wartoSci btedu. Obliczenia byty prowadzone w podwdjnej precyzji przy wyko-
rzystaniu 4 watkow, gdzie kazdy watek rozwigzywal problem na kwadracie sktadajacy
sig z N x N wezlow. Za kryterium zbieznosci solvera uktadu réwnan liniowych przy-
jeto warto$¢ residuum wynoszaca 10~ Y. W badaniach byta mierzona norma maksimum
(Limax = Max |Ugoktadna — Uobliczona |)s KtOrej warto§¢ w zaleznosci od gestosci siatki zo-
stala przedstawione w tabeli 1. Na jej podstawie zostal wyznaczony rzad aproksymacji.
Mozna zauwazy¢, ze rzad wynosi 4 praktycznie w calym badanym zakresie. Oznacza
to, ze przy podwdjnym zageszczeniu siatki btad dyskretyzacji réwnania r6zniczkowego
maleje az 16-krotnie.
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Rys. 3: Prezentacja graficzna rozwiazania r6wnania Poissona

Tabela 1: Wyznaczenie rzgdu aproksymacji rownania Poissona

L. watkéw N El na watek | El globalnie Limax Rzad aproksymacji

4 8 64 256 1,26E-2 -

4 16 256 1024 9,37E-4 3,75
4 32 1024 4096 5,73E-05 4,03
4 64 4096 16384 3,45E-06 4,05
4 128 16384 65536 2,30E-07 391
4 256 65536 262144 1,34E-08 4,10
4 512 262144 1048576 8,37E-10 4,00
4 1024 1048576 4194304 5,25E-11 3,99

W technice obliczeniowej z uzyciem wielu procesoréw istotng cechg algorytméw
stuzacych do rozwigzywania rownan ruchu ptynu sg skalowalnos$¢ oraz ztozono$¢ obli-
czeniowa metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. W zawiazku z tym celowe
staje si¢ przebadanie kodu obliczeniowego pod tym katem.

Przeprowadzony zostal eksperyment numeryczny polegajacy na pomiarze czasow
rozwiazywania rOwnania Poissona zmieniajac przy tym iloS¢ wykorzystywanych wat-
kow przy zachowaniu jednakowej liczby weziow dla pojedynczego watku lub zmianie
iloSci weztéw przy zachowaniu jednakowej liczby procesoréw. Obliczenia wykonano
na jednostce wyposazonej w 2 procesory Xeon E5-2670 (premiera Q1°2012) dysponu-
jacej tacznie 16 rdzeniami fizycznymi, w ktérym kazdy ma 2 watki. Komputer wyposa-
zony byl w 32GB pamigci pracujacej w uktadzie dual-channel (po dwie kosci pamigci
na procesor). Wykorzystano do niego 4 rézne solvery w najkorzystniejszej konfiguracji
parametrow. Zostaly one zamieszczone w tabeli 2.

Eksperyment podzielono na dwie czg¢Sci. W pierwsze] mierzony byt czas obli-
czen wykorzystujac 16 watkow kazdorazowo dwukrotnie zwigkszajac liczbe weziow
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Sciany kwadratu (ilo§¢ weztow rosta czterokrotnie). Badany byt zakres od 128 x 128
do 2048 x 2048 dla pojedynczego watku. W drugiej czesci liczba weztéw kwadratu
dla pojedynczego watku byla stata i wynosita 256 x 256. Zmianie ulegata natomiast
ilos¢ watkow ktdre braly udzial w obliczeniach. Przebadano skalowalnosS¢ problemu
w zakresie od 1 do 32 watkéw, kazdorazowo podwajajac globalng wielko$¢ problemu.
Mierzony czas zostat rozbity na fazg¢ przygotowania/prekondycjonowania oraz czas sa-
mego rozwigzania uktadu réwnan liniowych. Wykresy przedstawione zostaty w skali
logarytmicznej o podstawie 4.

Powyzsze obliczenia wykazaly ze ztozonoS¢ obliczeniowa kazdego z wybranych
solveréw jest rzedu O(N).

Tabela 2: Konfiguracja wykorzystanych solverow

Solver Prekondycjonowanie
PCG-preconditioned conjugated gradient cykl SMG - V(1,1)
SMG-semicoarsening multigrid — V(1,1) cycle brak
GMRES—generalized minimal residual PFMG - V(1,1) cycle
PFMG-parallel semicoarsening multigrid brak
Poisson_PCG_np16_NxN
128
2]
32 4
u
= 8 »
4 ry N @ Poisson_PCG_npl6_setup
v 2 ’ W Poisson_PCG_np16_solve
0,5 : * Poisson_PCG_np16_total
0,125 B : .
128 512 2048

Rys. 4: Wyniki rozwigzania solvera PCG — prekondycjonowanego gradientu sprzgzonego
przy statej liczby proceséw ze zmiang lokalnego rozmiaru problemu

Poisson_PCG256x256
4 -
1 -
—_ T ||
= &
a 0,25 -+ 2 # Poisson_PCG256_setup
§ & u - N
® M Poisson_PCG256_solve
0,0625 *
[ Poisson_PCG256_total
0,015625 ¥ ‘ ‘ ‘ ‘
1 2 4 8 16 32
Liczba watkow

Rys. 5: Wyniki rozwigzania solvera PCG — prekondycjonowanego gradientu sprzgzonego
przy statym rozmiarze problemu lokalnego ze zmiang liczby proceséw
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Kazdy z nich rozwiazuje uktad réwnan liniowych w zadowalajacym czasie, jednak
solver GMRES okazat si¢ by¢ najszybszym.

Réwnanie Poissona sktadajace si¢ z 67 108 864 niewiadomych podzielone zostato
na 16 procesdéw zostato rozwigzane w czasie 36,91 sekund. Okazato si¢ czas rozwia-
zywania byl dwukrotnie krétszy od solvera prekondycjonowanych gradientéw sprzgzo-
nych (PCG), ktory na rozwiazanie tego problem potrzebowat az 80,75 s (rys. 4). Czasy
rozwiazania uktadu réwnan wykorzystujacych wielosiatkowe metody SMG i PFMG
wynosity odpowiednio 57,79 oraz 51,23 s.

7. powyzszego testu wynika, ze w celu prowadzenia wydajnych obliczen nalezy
przede wszystkich dobra¢ optymalny solver. Ilo§¢ sposobéw konfiguracji oferowanych
przez biblioteke hypre solveréw przekracza liczbe 100, wigc w przypadku przeprowa-
dzenia bardziej doktadnych badain, otrzymany czas obliczeh moze zostaC jeszcze bar-
dziej skrécony. Patrzac pod katem skalowalno$ci solveréw widoczne jest wydluzenie
si¢ czasu obliczen wraz z doktadaniem kolejnych watkéw, (rys. 5). Jest to zwigzane
z koniecznoscig wymiany wigkszej iloSci informacji pomigdzy poszczegdlnymi proce-
sami. Powyzsze wyniki dotyczace skalowania nalezy traktowaé orientacyjnie, poniewaz
maksymalna liczba procesOw wynoszaca 32 nie jest zbyt reprezentatywng do ilosci, jaka
potrafia obstuzy¢ wspétczesne klastry obliczeniowe. W [3] badano skalowalnos¢ biblio-
teki hypre przy uzyciu centrum obliczeniowego pracujacego na 100 000 watkach. Re-
zultaty dla matej iloSci watkéw wygladaty analogicznie. Doskonata skalowalnos¢ byta
mozliwa do zaobserwowania przy wykorzystaniu powyzej S00 watkow. Problemy tam
rozwiazywane skladaly maksymalnie si¢ z 12 miliardéw elementéw, co jest wynikiem
imponujacym.

4. WYZNACZANIE PREDKOSCI Z FUNKCJI PRADU

Kolejnym krokiem niezbgdnym do wykonania w algorytmie metody VIC jest wy-
znaczenie predkosci z funkcji pradu

u =0
v = —0z.
Podobnie jak w przypadku rownania Poissona i w tym przypadku do dyskretyzacji
wykorzystano kompaktowg metodg czwartego rzedu. Aby osiagnaé wyzszy rzad, postu-
zono si¢ interpolacja Hermite’a, w ktorej pochodna zostata zainterpolowana pod posta-
cig schematu réznicowego pochodnych. Zauwazalna wada tej metody jest konieczno§¢é
znajomosci wartoSci pochodnej na brzegu badz tez przyjecie warunku periodycznosci.
Doktadniejszy opis 1 wyprowadzenia zostaty zawarte w [8]. Gotowe do uzycia w bi-
bliotece formy do wyznaczenia sktadowych predkosci u 1 v na podstawie funkcji pradu
maja postaé:

3
AWy (i) + Py 1) T Yy (ig-1) = 7 Wit + Vi) )

-3
Ay (i5) + Vo (i41,5) T Y (i=1,5) = 7(¢¢+1,j + 1i_1,5)

Przeprowadzone zostaty testy sprawdzajace rzad metody oraz poprawnos¢ dziala-
nia programu analogicznie do rdéwnania Poissona.
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Sprawdzenia dokonano dla nastgpujacych warunkéw obliczeniowych

Y(z,y) = e** + 6sin(27x), (x,y) €[0,1] x [0, 1]

Ua(0.y) = 2(e*" + 6sin(2mz))  (y) € [0.1]
Yz(1,y) = 2(e*® + 6sin(27x))  (y) €10,1] (11)
Yz (,0) = 2(e** + 6sin(27x)) () € 10, 1]
Ve(z,1) = 2(e2 + 6sin(27x)) () €10,1]

Otrzymane wyniki przedstawione w tabeli 3 potwierdzaja zaktadana doktadnosc

aproksymacji.

Tabela 3: Rzad aproksymacji wyznaczania predkosci z funkcji prad

L. watkéw | N | EL nawatek | El globalnie Lmax Rzad aproksymacji

4 2 4 16 1,95307 -

4 4 16 64 1,32 E-1 3,88
4 8 64 256 6,43E-03 4,36
4 16 256 1024 3,5E-04 4,19
4 32 1024 4096 2,1E-05 4,09
4 64 4096 16384 1,3E-06 4,05
4 128 16384 65536 7,7E-08 4,02

5. KONWEKCJA

Czastki transportujace wirowosSC poruszaja si¢ jak czastki materialne, gdzie nie
dziata na nie lepkos¢ ptynu. Sa one unoszone w polu predkosci zgodnie z rOwnaniem

dt

(12)

Réwnanie to jest rozwigzywane przy pomocy metody Rungego—Kutty 4 rz¢du z pod-
krokowa interpolacja predkosci wzgledem potozenia czastek o nastgpujacym algorytmie

rozwigzywania

k1 = Atu(to, ro),

At k
by = ulto, 10+ 5
At k
kg = ?U tO,ZU() + 32 (13)

ky = Atu(to, vo + k3),
ki + 2ko 4 2ks + k4

Ir]1 = X

6

Dla podkrokéw ko, ks, ky konieczne jest kazdorazowo okreslenie wektora pred-

kosci w jakiej si¢ znajduje. Do tego celu stosowana jest interpolacja tej wartoSci na
podstawie 4 najblizej polozonych weziow. W zwiazku z powyzszym, w implementa-
cji wieloprocesorowej, moze wystapic sytuacja, ze czastka zostanie uniesiona w obszar
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lezacy pomigdzy sasiadujacymi procesami. W tym celu obszar obliczeniowy kazdego
procesora zostal powigkszony o jeden rzad w kazdym kierunku, a nastgpnie uzupelniony
warto$ciami wektora predkosci swoich sasiadéow przy uzyciu protokotu MPI. Kazdy
procesor wysyta swoje wartoSci z brzegu ograniczajacego jego obszar obliczeniowy ko-
mendag MPI_Send, a nastgpnie odbiera brakujace wartosci dzigki komendzie MPI_Recv.

6. REDYSTRYBUCJA

Znajac nowe potozenie czastek niosacych ze sobg wirowos¢ zabrana z weztéw na-
lezy ja z powrotem zwrocic¢ na siatke. Dlatego w kazdej iteracji metody VIC nalezy
przeprowad21c redystrybucj¢ wirowosci. Wykorzystywane jest do tego jadro interpola-
cyjne wysokiego rzedu. Warto$¢ nowej wirowosci w statym weZle jest otrzymywana
jako suma wktadu wirowosci starych czastek pomnozonych przez jadra jednowymia-
rowe. W programie zostalo zaimplementowane jadro Z5 sklejane z 3 funkcji. Opisane
jest nastgpujacymi rownaniami

5 3
1—§x2+2x dla0 <z <1
— 1
Z(x) 5(37—1)(x—2)2 dlal <z <2
0 dla x > 2

Aby otrzymac nowg wartoS¢ wirowosSci w wezle postugujemy sie rOwnaniem:

L A 1
w(y) = Y Tpp(F =)o) (14)
p

gdzie: I';, — wirowos¢ starej czastki, ¢ — jednowymiarowe jadro interpolacyjne, x;, y; —
wspolrzedne wezta, x,, v, — potozenie czastki.

Implementacja wieloprocesorowa wymaga, tak jak w przypadku konwekcji cza-
stek, rozszerzenia obszaru obliczeniowego dla kazdego procesora. W tym przypadku
powigksza si¢ obszar obliczeniowy az o dwie warstwy w kazdym kierunku. Wktady do
wirowosci sa przekazywane poprzez komendy MPI_Send oraz MPI_Recv.

7. ROWNANIE DYFUZJI

Po zakonczeniu kroku nielepkiego, jakim jest konwekcja oraz redystrybucji wiro-
woSci na wezty, mozna przystapi¢ do rozwiazania rownania symulujacego lepkos¢

dw
— — vAw. 1
7 vAw (15)

Do dyskretyzacji czasowej rownania dyfuzji wykorzystany jest schemat jawno—
niejawny Cranka—Nicholsona. Pozwala on na osiggnigcie drugiego rz¢du dyskretyzacji
po czasie. Dyskretyzacja po przestrzeni opiera si¢ na czwartorzgdowej aproksymacji
Pade’go. Czwarty rzad doktadnosci po czasie jest mozliwy do osiggnigcia poprzez eks-
trapolacj¢ Richardsona potaczong z metoda ADI [9]. W tym opracowaniu zdecydowano
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si¢ nie implementowaé tego rozwiazania. Réwnanie rozwigzywane jest w dwoch kro-
kach, co wymaga dwukrotnego rozwigzania ukladu réwnan z macierza tridiagonalng
zamiast jednego dziewigcioprzekatniowego. Zastosowany schemat réznicowy przedsta-
wia si¢ nastepujaco:

aw +b( H—l]_'_wz 1j) —cw +d( Z+1J+wl 1J+wlj+1+ 1,5 — 1)+

(16)
(Wit i1 T wWitejo1 T Wiy H Wity o),
n+1 n+1 n+ly _
aw; ;" +b(w; o Wi ) = wij, (7)

gdzie: r = gﬁf, a=2r+3g D bh=—r+ 12, = (—2r + %)Q,d = (—2r + %)(r + 1_12)’
e=(r+:3).

Analogicznie jak w pozostalych rownaniach przeprowadzono test sprawdzajacy
doktadno$¢ dyskretyzacji.Po wykonaniu odpowiednio duzej liczby krokéw czasowych
liczony byt btad maksymalny rozwigzania wzgledem rozwiazania doktadnego. Postu-
zono si¢ nastgpujaca funkcja:

wo(z,y) = e~ S sin(27a) sin(2my), (x,y) € [0,1] x [0,1]

w(0,y) = sin(27x) sin(27y) (y) €10,1]

w(1,y) = sin(27x) sin(27y) (y) €10,1] (18)
w(z,0) = sin(27x) sin(27y) (x) € [0,1]

w(x, 1) = sin(27x) sin(27y) (x) € [0,1]

Wyniki zamieszczone w tabeli 4 potwierdzaja oczekiwany 4 rzad doktadnosSci aproksy-
macji po przestrzeni. Badanie doktadnosci po czasie nie jest konieczne, gdyz wielokrot-
niec wykazano, ze metoda Cranka—Nicholsona jest metoda drugiego rz¢du doktadnosci.

Tabela 4: Wyznaczanie rzgdu aproksymacji po przestrzeni dla rownania dyfuz;ji

N At L. krokéw Lmax Rzad aproksymacji
4 | 0.0001 1000 0.0105 -

8 | 0.0001 1000 7.15E-04 3,87

16 | 0.0001 1000 3.22E-05 4,47

32 | 0.0001 1000 1.44E-06 4,48

64 | 0.0001 1000 6.80E-08 4,39

8. ZAGADNIENIE TESTOWE DLA ZNANEGO POLA WIROWEGO

Ostatecznym testem ktéry zostat wykonany w celu okreSlenia doktadnosci algo-
rytmu oraz stwierdzenia poprawnosci stworzonego silnika obliczeniowego jest zagad-
nienie ruchu ptynu ze znanym polem wirowym. Postuzono si¢ funkcjami na dwuwy-
miarowy wir Taylora—Greena. W omawianym przypadku funkcje zmodyfikowano tak,
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aby otrzymac¢ pojedyncza late wirowa. Rozwiazanie doktadne opisane jest nastepuja-
cym zestawem funkcji

u(r,y,t) = cos(—g + x) sm(—g + y)e—Qtu,

v(z,y,t) = — sm(—g + ) cos(—g +y)e 2,
& T . (19)

¢(Z’,y,t) = _COS(_§ —I—ZU) COS(_§ +y)e ,

w(x,y,t) =—2 cos(—g + x) cos(—g +y)e 2

Obliczenia byly prowadzone na kwadracie w obszarze ) = {0<zr<m,0<y<m}.
Jako poczatkowy warunek brzegowy przyjeto rozktad wirowosci z wartosci doktadne;j
dla czasu t = 0 s. Predkos¢ na brzegach obszaru obliczeniowego réwniez aktuali-
zowana byta co krok czasowy zgodnie z rownaniem (19). Warto$¢ kinematycznego
wspodtczynnika lepkosci byta jednakowa we wszystkich prébach i wynosita v = 0.002.
Dla réwnania dyfuzji przyjeto, ze warto§¢ wirowos$ci na brzegu bedzie zgodna z warto-
Scig doktadng i bedzie wynosic¢ 0. Miarg btedu byta norma maksimum po uptywie czasu
t = 12 s wzglgdem predkosci. Rozwiazanie dla chwili ¢ = 0 s zostato przedstawione na
rys. 6, natomiast rozktad btedu rozwiagzania po czasie t = 12 s zostat przedstawiony na
rys. 7. Mozna zaobserwowac, ze ze wzgledu na fakt, ze zagadnienie jest symetryczne
w obu ptaszczyznach blad rowniez charakteryzuje si¢ symetria. Najwigksze jego war-
toSci osiggane sa w obszarze najwigkszej predkosci, co moze wskazywaé na utratg do-
ktadnos¢ przy konwekcji czastek 1 redystrybucji.

a) , b)

= _ 1.0e+00
'[0&
_0é

—04

[ )
0.0e+00

Rys. 6: a) rozktad predkosci wraz z zaznaczonymi wektorami; b) rozktad wirowosSci wraz z izoliniami
funkcji pradu dla chwili ¢ = O s (izolinie wystepuja co 0.05)

Wyniki zamieszczone w tabelach 5 1 6 wskazuja poprawnos$¢ dziatania catego algo-
rytmu. Zgodnie z oczekiwaniami uzyskano drugi rzad doktadnosci po przestrzeni oraz
plerwszy po czasie.

Pomimo stosowania schematéw réznicowych wysokiego rzgdu, procedura redy-
strybucji jest nadal metoda rzedu drugiego. Skutkuje to obnizeniem globalnej doktad-
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Tabela 5: Wyznaczanie rzgdu doktadnosci metody VIC po przestrzeni i po czasie

N At L. krokéw Lmax Rzad aproksymacji
32 0.04 300 4.10E-03 -
64 0.02 600 7.52E-04 2.45
128 0.01 1200 1.57E-04 2.26
256 | 0.005 2400 3.50E-05 2.16
512 | 0.0025 4800 8.21E-06 2.09

Tabela 6: Wyznaczanie rzgdu doktadnosci aproksymacji metody VIC po czasie

N At L. krokéw Limax Rzad aproksymacji
128 0.01 1200 1.57E-04 -

128 0.005 2400 8.51E-05 0.88

128 | 0.0025 4800 4.43E-05 0.94

128 | 0.00125 9600 2.26E-05 0.97

128 | 0.000625 19200 1.13E-05 1.00

no$ci catego programu. Ze wzgledu na wysokie skomplikowanie i duzy koszt oblicze-
niowy przy uzyciu dotychczas stosowanych jader interpolacyjnych ten krok nie zostat
jeszcze w pelni udoskonalony. Przy redystrybucji rzgdu czwartego wymagana jest zna-
jomos¢ wirowosci na kroku czasowym wcze$niejszym co najmniej w 36 najblizszych
komérek w przypadku obliczen dwuwymiarowych. Dla obliczen w trzech wymiarach
wynosi on az 216. Sposobem na obejscie tej trudnosci moze by¢ stosowanie konwekcji
i redystrybucji w ujeciu jednowymiarowym, gdzie rozwigzywane sg po kolei pojedyn-
cze wymiary. Niski rzad doktadnoSci po czasie jest spowodowany dekompozycja lep-
koSciowa, ktora prowadzi do obnizenia globalnego rz¢du doktadnosci do poziomu 1.

47606
I:Aeé

—3e6

1.3e-04
0.00012

—0.0001

—8e5

Erroru
ErrorD

—6e5

—de5

I
7.1e-33

Rys. 7: Rozktad btedu predkosci oraz wirowosci dla chwili ¢ = 12 przy N = 512 i At = 0.0025

W celu sprawdzenia poprawnosci algorytmu dla przypadku, gdy w obszarze obli-
czeniowym wystepuja Scianki sztywne, ktérych nalezy zrealizowaé warunek braku po-
Slizgu (ang. no slip wall condition), przeprowadzono dodatkowy test. W tym przypadku
na brzegach w réwnaniu dyfuzji, zamiast okreslonej wartoSci wirowosci, nalezy wyli-
czy¢ taka warto$¢ wirowosci, aby sktadowa predkosci styczna do $ciany byta réwna O.
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Do okreslenia tej warto$ci skorzystano z trzeciorzgdowej formuty Briley’a, ktéra wyko-
rzystuje 3 najblizsze wartoSci funkcji pradu w kierunku normalnym do Sciany w liczo-
nym wezle oraz warto$¢ predkosci z jaka porusza si¢ Scianka:

—66u307j + 1081/)17]' — 27¢27j + 4¢3,j
18h2 '

Pomimo zmiany warunku brzegowego dla wirowosci na Scianie w réwnaniu dyfu-
zji rzedy aproksymacji dla catej metody pozostaly niezmienione w stosunku do przy-
padku z wartoscig wirowoSci wzigta z rozwigzania doktadnego. Maksymalna wartos¢
btedu w catym obszarze obliczeniowym jest natomiast o rzad wielkosci wigksza. Mak-
symalna warto$¢ btedu wystgpowala na brzegu, gdzie generowana wartoS¢ wirowosci
byta rézna od wartosci doktadnej (réwnej O dla wszystkich brzegdéw). Powyzszy test
potwierdzil poprawnos¢ dziatania algorytmu dla przypadkow przeptywéw ze Scianka
sztywna. Wyniki dla tego testu zostaly przedstawione w tabelach ponize;.

(20)

wo,j =

Tabela 7: Wyznaczanie rzgdu doktadnosci metody VIC po przestrzeni i po czasie przy $ciankach sztywnych

N At L. krokow Limax Rzad aproksymacji
32 0.04 300 2.08E-03 -
64 0.02 600 3.65E-04 2.51
128 0.01 1200 8.20E-05 2.16
256 | 0.005 2400 1.94E-05 2.08
512 | 0.0025 4800 4.69E-06 2.05

Tabela 8: Wyznaczanie rzgdu doktadnosci aproksymacji metody VIC po czasie przy Sciankach sztywnych

N At L. krokow Linax Rzad aproksymacji
128 0.01 1200 8.20E-05 -

128 0.005 2400 4.62E-05 0.83

128 0.0025 4800 2.44E-05 0.92

128 | 0.00125 9600 1.25E-05 0.96

128 | 0.000625 19200 6.35E-06 0.98

9. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiona zostata implementacja metody czastek wirowych typu VIC
wykorzystujaca metode dekompozycji lepkosciowej. Dokonano szczegdétowych analiz
dotyczacych zachowania odpowiedniej doktadnosci oraz wydajnosci poszczegdlnych
schematow réznicowych. Udowodniono mozliwos$¢ rozwigzywania duzych problemow
obliczeniowych przy zachowaniu krétkich czaséw obliczeniowych poprzez wykorzy-
stanie wysokowydajnej zrownoleglonej biblioteki hypre. Ostatecznie przedstawiono
zagadnienie testowe ze znanym polem wirowym w ktérym wykazano poprawnos¢ dzia-
tania solvera. Przedstawiono rowniez metody i kierunki dalszej poprawy silnika obli-
czeniowego.
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