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HENRYK ZOLADEK (Warszawa)

Twierdzenie Atiyaha—Singera o indeksie i jego okolice

1. Wstegp. Israel M. Gelfand w 1960 r. wysunal w [28] przypuszczenie, ze
indeks rézniczkowego operatora eliptycznego, czyli liczba liniowo niezalez-
nych rozwigzan odpowiedniego réwnania jednorodnego minus liczba liniowo
niezaleznych rozwigzan sprzezonego réwnania, nie zmienia si¢ przy defor-
macjach i powinien wyraza¢ sie¢ w terminach topologicznych. Michael F.
Atiyah i Isadore M. Singer [18] udowodnili, ze to rzeczywiscie ma miejsce
i ze indeks jest réwny calce po cyklu fundamentalnym rozmaitosciz iloczynu
charakteru Cherna wigzki réznicowej skonstruowanej za pomocg symbolu
operatora i genusu Todda rozmaitosci.

To pozornie niewinne twierdzenie zdominowalo $wiat matematyczny dru-
giej polowy XX wieku. W 2004 r. jego autorzy zostali uhonorowani nagroda
Abela.

W tym artykule! postaram si¢ przedstawié geneze powstania twierdzenia
o indeksie (poczynajac od twierdzenia Riemanna-Rocha i jego uogélnien).
Przy tym nie obejdzie si¢ bez wprowadzenia elementéw topologii i geometrii
algebraicznej (np. kohomologie snopéw i klasy charakterystyczne wiazek).
Samo twierdzenie Atiyaha-Singera bedzie przedstawione z réznych punk-
tow widzenia, m.in. poprzez réwnanie przewodnictwa cieplnego oraz za po-
mocy calek Feynmana. Z jego pomoca zinterpretujemy pewne klasyczne
niezmienniki rozmaitoéci (charakterystyka Eulera, genus algebraiczny, sy-
gnatura i spin-genus).

Spoérdd zagadnieh zwigzanych z twierdzeniem o indeksie krétko oméwie
uogdlnienie twierdzenia Lefschetza o punktach stalych (Atiyah-Bott), asy-
metri¢ spektralng (Atiyah-Patodi-Singer) i wyrazenie torsji Reidemeistera
za, pomocy zregularyzowanych wyznacznikéw (Ray-Singer). Nie mozna bylo
pomingé takze konstrukcji Atiyaha-Drinfelda-~Hitchina—Manina instanto-
néw. Na zakoficzenie przedstawi¢ probe konstrukeji 3-wymiarowej topolo-
gicznej kwantowej teorii pola podjeta przez Atiyaha w [7].

! Praca napisana w ramach tematu KBN No 1 P03A 015 29.
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2. Twierdzenie Riemanna—Rocha

A. Funkcje meromorficzne z zadanynmi biegunami. Niech M be-
dzie (zwarta i spéjna) powierzchniag Riemanna genusu g. Niech py,...,pq
bedzie ukladem punktéw w M. Formalng sume D = p; + ... + pg nazy-
wamy dywizorem na M. Jest to szczegélny przypadek ogélnego dywizora
D = Z;"zl n; - pj, gdzie wspoélczynniki n; sa calkowite. Jedli wszystkie
n; > 0, to méwimy, ze dywizor jest efektywny i piszemy D > 0. Przez
d =deg D = ) n; oznaczamy stopieri dywizora.

Na M nie ma zbyt wielu funkcji holomorficznych, sg to tylko funkcje
state. Ale jesli dopuscié¢ bieguny, to takich funkcji juz moze by¢ wiecej; na
przyklad f(z) = z na CP' z biegunem w 2z = co. Twierdzenie Riemanna-
Rocha dotyczy pytania o wymiar przestrzeni funkcji meromorficznych z bie-
gunami w zbiorze {py,...,pq} 1 rzedami biegunéw co najwyzej 1. Te prze-
strzeh oznacza sie przez H°(M,O(D)), D = p; + ... + p4.

Z kazdg funkcjg meromorficzng f na M mozna zwigzaé jej dywizor zer
i biegunéw (f) = 3 _.craTp P = 2 g bieguny Ma * 4 (np, mq to rzedy zer
i biegunéw); jest to tzw. dywizor gldwny. Dla ogdlnego dywizora mamy na-
stepujaca przestrzen

H°(M,0(D)) = {f : (f)+ D > 0}.

Na przyktad, jedli D = —pg, to H°(M,O(D)) sklada si¢ z funkcji ho-
lomorficznych zerujacych sie w po; zatem H®(M,O(—pg)) = 0. Ogdlniej,
H°(M,0O(-D)) = 0 dla efektywnego dywizora D. Widaé tez, ze
H°(M,0O(D)) ~ H°(M,O(D’)), jesli r6znica D — D' = (h) jest dywizo-
rem gltéwnym; takie dywizory D, D’ sa czesto traktowane jako réwnowazne.

B. Rézniczki holomorficzne. W monografii P. Griffithsa i J. Har-
risa [31] znajduje si¢ geometryczne wyprowadzenie wzoru na h°(D) =
dim H°(M, O(D)). Jest ono wystarczajaco elementarne, aby je tutaj przed-
stawid.

Dla uproszczenia zalézmy, ze D = p; + ... +pg i d > g > 1. Zamiast
funkcji f takich, ze (f)+ D > 0, bedziemy rozwazac ich rézniczki df . Kazda
taka rézniczka ma w p; biegun rzedu co najwyzej 2 i zerowe residuum; po-
nadto jej okresy, czyli catki f», df po cyklach v z H1(M,Z), tez sa zerowe.
Z drugiej strony, kazda rézniczka holomorficzna 7 spelniajaca powyzsze wa-
runki (rzedy biegunéw w p; nie przekraczajace 2, resp,n = 0 i fv" = 0)
definiuje funkcje z H°(M, O(D)) wzorem f(z) = f;; 7. Nastepujacy lemat
bedzie udowodniony pdZnie;j.

(2.1) Dla kazdego punktu p € M istnieje rézniczka holomorficzna w M\p
z bieqgunem drugiego rzedu i zerowym residuum w p.

Przypomne jeszcze pewne standardowe fakty o geometrii powierzchni
Riemanna.
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(2.2) Dla g > 1 istnieje uklad petli v1,-..,7%,01,-..,0q w M, ktére roz-
cinajg M tak, Ze po rozcieciu dostaje si¢ wielokgt W z 4g bokami odpowia-
dajgcymi kolejno v1,01,v7 %, 677, .. > Yg: 09,75 56,

(2.3) Dla g > 1 istnieje g liniowo niezaleZnych réziniczek holomorficz-
nych wy,...,wg na M i takich, zZe f% wj = 0;;. Na przyklad, dla krzywej
hipereliptycznej y? = P(x) te 1-formy sqg postaci ?dzx/y.

(2.4) Kazda rézniczka meromorficzna p wyznacza swdj dywizor zer i bie-

gunow K = (p) stopnia 29 — 2. Klasa réwnowaznosci dywizora K nazywa
sie dywizorem kanonicznym.

C. Wzér Riemanna-Rocha. Zastosujmy wlasnoé¢ (2.1) do kazdego
z punktéw p;. Dodajac odpowiednie formy holomorficzne (z wlasnosci (2.3)),
uzyskujemy nastepujacy fakt:

(2.5) Kaidemu wektorowi a = (ai,...,aq) € C* mozina jednoznacznie
przyporzgdkowaé 1-forme holomorficzng n, w M\ {p1,...,p4} takg, zZen, =
[a;z;2 + O(1)]dz; w otoczeniu p; (z lokalng wspélrzedng z;) oraz f%’ Na = 0.

Przeniedmy teraz wszystkie powyzsze funkcje i rézniczki do wielokata
W (pozostawiajac te same oznaczenia). Mozemy okresli¢ funkcje Q;(2) =
f:o wj, z € W, oraz formy meromorficzne {1;n,. Wyrazajac caltke z {21, po
brzegu OW za pomocg okreséw z jednej strony i za pomocg residuéw w py
z drugiej, dostaje si¢ nastgpujace ‘prawo wzajemnoéci’

(2.6) fﬂa = 2m Z ak Pk)

‘Odsylam czytelnika do [31] po wiecej szczegblow.

My chcemy, aby calki w (2.6) zerowaly sie. Mamy zatem odwzorowanie
A:Ct - C% a— (f61 Nay -+ - fég na), ktore zadaje si¢ za pomocg macierzy
wymiaru g X d

dz; i) o Zi(pa)

e (pl) . z;,";(Pd)
Zatem h%(D) = dimker A + 1.

Z drugiej strony, indeks macierzy A zalezy tylko od jej wymiaréw i wynosi
dimker A — dim coker A = d ~ g. Ale dim coker A jest réwny liczbie liniowo
niezaleznych holomorficznych rézniczek zerujacych si¢ w p1,...,pq. Kazda
taka rézniczka jest traktowana jako element przestrzeni H 0(M QY(-D)) =
{n (n) — D > 0}. Ponizej snop Q*(~D) utozsamimy ze snopem O(K — D).

Twierdzenie Riemanna—Rocha zamyka si¢ w nastepujacym wzorze:

(2.7) h(D) - h°(K — D) =d — (g — 1).

A=
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W istocie Riemann udowodnil tylko, ze h°(D) > d — g + 1, a poprawke
wyliczyt Roch. W zastosowaniach czgsto okazuje sig, ze h°(K — D) = 0 (np.
gdy D — K jest efektywny) i dlatego wzér (2.7) jest tak uzyteczny.

D. Interpretacja topologiczna. Teraz zinterpretujemy wzér (2.7)
w terminach wigzek liniowych i ich klas charakterystycznych.

Istnieje wzajemna jednoznaczno$¢ pomiedzy holomorficznymi wigzkami
lintowymi (tzn. z 1-wymiarowym wléknem) E nad M i klasami réwnowaz-
no$ci dywizoréw na M. Wybierajac meromorficzny przekréj s : M — E
wigzki definiujemy dywizor D = (s) jego zer i biegunéw. Z drugiej strony,
jesli D = > n;-p;, to wybieramy pokrycie i = (U,) powierzchni M takie, ze
UaNpi = {¢a,: = 0} (jesli p; ¢ U, to kladziemy 94, = 1). Z rozlacznej sumy
L) Ua X C konstruujemy wiazke E przy pomocy sklejenr (z,y) ~ (, 0a,(2)y),

23
Va8 = [[(¥a,i/1s,;)™ nad UyNUg. Ta odpowiednio$é przenosi si¢ na przy-

7
padek rozmaitosci zespolonych wyzszych wymiaréw (na przykiad rzutowych
rozmaito$ci algebraicznych).

Jesli wiazka E jest stowarzyszona z dywizorem D, to przez E~! oznacza
si¢ wiazke stowarzyszona z dywizorem —D, a sumie dywizoréw odpowiada
iloczyn tensorowy wigzek liniowych. Na przyklad, E ® E~! jest wiazka try-
wialng.

Wazna w geometrii algebraicznej jest tzw. wigzka Hopfa (zwigzana z roz-
wiéknieniem Hopfa S® nad S?) L nad CP™ z funkcjami przejécia ¢; j = 2i/z;
(w jednorodnych wspétrzednych (2) = (2o : ... : 2,)), taka, 26 H = L™! ma
przekroje liniowe )  a;z;. Widknem L ,) nad (z) jest prosta C-(zq,...,2,) C
crtl.

Z kazdg holomorficzng wigzkg wektorowa F' (niekonieczne liniows) jest
stowarzyszony snop O(F') jej lokalnych (holomorficznych) przekrojéw. Roz-
waza sie takze snopy QF(E) kietkéw holomorficznych k-form o wartosciach
w F. Snopy O(H™) = O(H®™) = O(L™™) nad CP" sa oznaczane przez
O(m), a snopy O(E ® H™) przez E(m).

Kohomologie Cecha HI(M,F ) snopa F sa definiowane przy pomocy
pokry¢ i stanowig wazne narzedzie w geometrii algebraicznej. Dla wiazek
liniowych E nad zespolong rozmaitoscig rzutowg M (lub tylko rozmaito-
§cig Kahlera) grupy HY (M QP(E)) utozsamia sie jeszcze z nastgpujacymi
obiektami: B
- jako kohomologie Dolbeaulta zwigzane z resolwentg 0 — I'(Q2P(E)) 4,
rQ»Y(E))...;

— jako formy harmoniczne typu (p,q) o wartoSciach w E (teoria Hodge’a).

Odnotujmy jeszcze dualnosé Kodawy—Serre a, tzn. niezdegenerowanosé
formy dwu-liniowej

(2.8) HY(M,QP(E)) x H* (M, Q" P(E~)) - C, n=dimc M,
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(catka z iloczynu zewnetrznego form harmonicznych) oraz izomorfizm

(2.9) HP(M, Q9) ~ Ha(M, Q).

W szczegdlnosci dla powierzchni Riemanna mamy
(2.10) H°(M,Q'(-D)) ~ HY(M,O(D))
oraz H(M,Q(p)) ~ H°(M,O(—p)) = 0. Ta ostatnia réwnoéé wraz z du-
gim ciagiem dokladnym ... — H°(M,Q'(2p)) — H°(M,C,) —
— HY(M,Q'(p)) — ..., zwigzanym z ciggiem dokladnym snopéw 0 —

Q2Y(p) — Q' (2p) — C, — 0 (gdzie C, ma noénik w p) pozwala udowodnié
lemat (2.1).
Wzér (2.9) pokazuje, ze lewg strone tozsamosci Riemanna-Rocha (2.7)
mozna przedstawié w postaci ‘charakterystyki Eulera’
n
(2.11) X(M, E) = x(M,D) =Y (~1)" dim H'(M, O(E)),
i=0
n = 1, nazywanej genusem arytmetycznym wiazki E stowarzyszonej z dywi-
zorem D.
Prawa strona tozsamosci (2.7) ma dwa skladniki: d (charakteryzujacy
dywizor) i 1 — g (charakteryzujacy powierzchnie Riemanna). My je zinter-
pretujemy nastepujaco: '

(212 d= [a®), 1-g=;[aw),
M M

gdzie Thy ~ K™! jest holomorficzng wiazks styczng do M (dualng do
wigzki kanonicznej Q! ~ K), E jest wiazka stowarzyszona z D, za$ ¢;(F) €
H?(M,Z) jest tzw. pierwsza klasa Cherna wiazki zespolonej F (jej defini-
cje podajemy w nastgpnym rozdziale). Stosuje sie takze oznaczenie ¢, (E) =
¢1(D). Calki w (2.12) mozna rozumie¢ albo jako calki z odpowiednich 2-form
(nieholomorficznych) albo jako warto$ci 2-wymiarowych klas kohomologii na
cyklu fundamentalnym [M] € Hy(M,Z), [,, c1 = (c1, [M]).

W algebrze kohomologii H* (M, Z) mozna wprowadzié nastegpujace obiek-
ty (pelna klasa Cherna, charakter Cherna i genus Todda):

(D) = 1+a(D),
(2.13) ch(D) = ea(P) =1+ ¢ (D),
Td(F) = ci(F)/[l—e P =1+ L1ei(F).
Wtedy prawa strona tozsamosci (2.7) przyjmuje postaé (ch(D) - Td(Tho),
[M]) i twierdzenie Riemanna-Rocha mozna zapisa¢ nastepujaco

(2.14) x(M, D) = (ch(D) - Td(Th), [M}) .
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3. Twierdzenia Hirzebrucha

A. Klasy charakterystyczne wigzek wektorowych. Sg to pewne
kohomologiczne przeszkody, aby wiazka byla trywialna.

Przykladem jest klasa Eulera e(TM) € H™(M,Z), n = dim M, wigzki
stycznej do rzeczywistej rozmaitosci M. Jest to klasa dualna w sensie Poin-
carégo do pewnego 0-wymiarowego cyklu, czyli elementu Ho(M, Z). Ten cykl
to ) X (p)=0 indp(X) - p, gdzie X : M — TM jest generycznym polem wek-
torowym z izolowanymi punktami osobliwymi p € M o indeksach ind,(X) =
+1. Znane twierdzenie Poincarégo-Hopfa méwi, ze (e(TM),[M]) =
Y- ind,(X) réwna sig¢ charakterystyce Eulera rozmaitosci Y (—1)'0, b* =
dim H*(M,R). W geometrii zespolonej te charakterystyke oznacza si¢ przez
e(M), dla odréznienia od genusu algebraicznego?

(3.1) X(M) = (-1)* dim H*(M, O)

(poréwnaj z (2.11)).

Uogdlnienie klasy Eulera prowadzi do teorii przeszkod i tzw. klas chara-
kterystycznych Stiefela-Whitney’a (patrz [DNF,I,9] i [36]). Sprobujmy skon-
struowaé k liniowo niezaleznych pdl wektorowych Xi, ..., Xk na M. Mozemy
zakladaé, ze te pola tworza uklad ortonormalny (wzgledem danej metryki
riemannowskiej) w T, M, czyli stanowig przekrdj s(x) wiazki z widknem
Vo i = SO(n)/SO(n — k) (rozmaitosé Stiefela). Jesli przedstawimy M w
postaci CW-kompleksu z j-wymiarowymi szkieletami M;, to mozemy ko-
lejno przedituzaé przekréj ze szkieletu M;_; do szkieletu Mj;. Poniewaz M;
powstaje z M;_; przez doklejanie j-wymiarowych komdrek o’ do Mj_1, to
dostajemy kotaficuch o7 — [s|g,s5 : S7~1 — V,, &] o wartosciach w grupie
homotopii 7j—1(Vn,x). Ten kolafncuch okazuje si¢ by¢ kocyklem, a zatem
definiuje element grupy H? (M, mj—1(Vi,n)), tzw. przeszkode. Dalej, na éwi-
czeniach z topologii algebraicznej wylicza sig, ze m;(Vo k) =0dlai<n—k
oraz mp—k(Vp k) = Z lub = Zy w zaleznosci od tego czy n — k jest parzyste
czy nieparzyste. Zatem pierwszg (nietrywialna) przeszkoda jest dobrze okre-
$lony element a,_gxt1 € H**+1(M,Z) lub € H**+1(M,Z2). Z definicji
g-ta klasa Stiefela- Whitney’a (wiazki TM) to wg = we(TM) = agmod?2 €
H"k+1(M, Z,). Geometrycznie jest to klasa dualna (w H*(M,Z,)) do cy-
klu (modulo 2) zdefiniowanego przez podrozmaito$¢ ztozong z punktéw linio-
wej zaleznosci ukladu n — g+ 1 typowych pél wektorowych Xy, ..., Xpn_g41-
W szczegblnosci, w,(TM) = e(TM) mod 2. Ponadto zerowanie si¢ w; (T'M)
oznacza orientowalno§é M.

Klasy charakterystyczne Cherna cj(E) sa definiowane dla zespolonych
wigzek wektorowych E, dim¢ F = k, nad rozmaitocia M (niekoniecznie

Z Definicje (3.1) podajemy za monografia Hirzebrucha [32], ale we wspélczesnej lite-
raturze z geometrii algebraicznej (n.p. [GH]) przyjeto nazywaé genusem algebraicznym
wielkosé ga (M) = (—1)"(x(M) — 1).



Twierdzenie Atiyaha~Singera o indeksie i jego okolice 7

zespolona). Analogicznie jak poprzednio, c;(E) € H%*(M,Z) jest klasa du-
alng do cyklu definiowanego jako zbiér punktéw liniowej zaleznosci k — j+ 1
typowych przekrojéw si, ..., sk—jy1 wiazki E.

W szczegdlnosci, gdy M jest powierzchnig Riemanna i E jest holomor-
ficzng wiazka liniowg (t.j. £ = 1) nad M, to ¢;(F) jest kocyklem dualnym
do cyklu miejsc zerowych typowego przekroju s : M — E. Poniewaz kazdy
przekr6j meromorficzny Sper : M -+ E mozna zamienié na przekrdj ciagly
Scont : M — E taki, ze bieguny p przekroju Smer staja sie zerami Scont
z ujemnym indeksem, indy,(Scont) = 0rdp(Smer), to mamy

(c1(E), M) = ) indp(scont) = degsmer = deg D.
Scont(P)—‘:O

W przypadku wiazek rzeczywistych F nad rzeczywistymi rozmaito$ciami
M rozwaza sie klasy Cherna kompleksyfikacji E®C wiazki E. Wtedy E @ C
jest izomorficzne z E ® C, co prowadzi do cy;41(F ® C) = 0. Elementy
pj(E) = (=1)¢ce;(E ® C) € H*¥(M,Z) nazywaja si¢ klasami Pontriagina
wiazki E.

Pelne klasy charakterystyczne zapisuje sie w postaci szeregéw w H* (M)
=HM)® H(M)...:

w(TM) = 1+w +ws+...
(3.2) cE) = 14c+c+...
p(E) = l+pi+p2+...
Stosuje sie tez taki oto zapis:
(3.3) (EY=(14+a1)...1+ak), k=dimE;

wtedy c; sg funkcjami symetrycznymi od 2-wymiarowych klas a;.

Klasy charakterystyczne ¢; (oraz w; i p;) zachowuja sie naturalnie przy
odwzorowaniach rozmaitosci i przeciaganiu wiazek oraz spelniaja nastepu-
jace wlasnosci:

c(EOF) = c(E)(F),
(34) C(E@F) = H(l +a.i+,6j),

i
L) = 1l+a,

gdzie ¢(F) = [[(1 + B;) oraz L jest wiazka Hopfa nad CP’, za$ a generuje
H?(CP",Z). Naturalno$é i powyzsze wlasnosci stuza jako aksjomatyczna
definicja klas Cherna. Odnotujmy jeszcze wlasnosci
(3.5) (ThaCP™) = (1 — )™, p(TCP") = (1 +o®)**.

Wielowymiarowe uogoélnienia charakteru Cherna i genusu Todda s3 na-
stepujace:

ch(E) = €% +...+ €%,

(3.6) TdE) = L+T\(E)+...= f_[ e

—aj )
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gdzie prawe strony sg symetrycznymi funkcjami od ay,....ax, czyli wielo-
mianami od ¢j,c¢3,...,Ck, np. 11 = %cl, 5 = %(c% + ¢g). Latwo widaé, ze
charakter Cherna jest homomorfizmem z pierscienia Grothendiecka K (M)
(wigzek zesponych nad M) do pierScienia kohomologii H*(M,Z):

(3.7) ch(E & F) = ch(E) + ch(F), ch(E ® F) = ch(E)ch(F).

B. Twierdzenie Riemanna—Rocha—Hirzebrucha. W [32] F. Hirze-
bruch udowodnil nastepujace uogélnienie wzoru (2.7), zwane twierdzeniem
Riemanna~Rocha~Hirzebrucha:

(38) X(Ma E) = <Ch(F) : Td(TholM)7 [M]> )

gdzie E jest holomorficzng wigzka wektorows nad rozmaitoscia zespolona
M, a x jest genusem arytmetycznym zdefiniowanym w (2.11).

To twierdzenie jest powszechnie stosowane w teorii powierzchni zespo-
lonych (dime¢ M = 2): 1 — q(M) + pg(M) = & (2 + c2,[M]), gdzie ¢; 2 =
c1,2(ThaM), q(M) = dim H(M,Q!) jest nieregularnoscig powierzchni,
a pg(M) = dim H°(M, Q?) jest jej genusem geometrycznym.

Dowéd wzoru (3.8) jest znacznie bardziej ztozony niz dowéd wzoru (2.7).
Nie bedziemy go tu omawiaé. Za to blizej zajmiemy sie innym twierdzeniem
Hirzebrucha (powiazanym z (3.8)).

C. Twierdzenie Hirzebrucha o sygnaturze. Zalézmy, ze M jest roz-
maito$cig Kdhlera, czyli ze jest wyposazona w metryke hermitowsks, ktérej
czeéé urojona jest formg symplektyczng w (a czesé rzeczywista jest metryka
riemannowska); na przyklad, kazda rozmaito$¢ rzutowa posiada strukture
rozmaito$ci Kahlera dzieki metryce Fubiniego-Study.

W (3.8) mozna braé zamiast E wiazki zespolone QP = AP (T, M) p-form
holomorficznych. Definiujemy

X (M) = x(M, ) = (=1)°h"*,
q
gdzie h?? = dim HY(M,)?). Wyrazaja sie one za pomoca klas ¢;(M) =
¢j(ThotM). Zatem i wyrazenie

(3.9) (M) =) xP(M)

wyraza si¢ za pomocy c;(M). Latwo sprawdzié, ze 7(M) = 0 gdy n, wymiar
M, jest nieparzysty (np. dla krzywej algebraicznej mamy 7(M) = (h® —
hO1) + (A0 — h11) = 0). Jedli n jest parzyste, to z tzw. rozkladu Lefschetza
i relacji Hodge’a (patrz [31]) wynika, ze 7(M) jest sygnaturg formy przecigé
H"(M,R) x H*(M,R) — R (liczba pluséw minus liczba minuséw postaci
kanonicznej), czyli sygnaturg rozmaitosci.
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’

Definiujemy nastepujacy L-genus rozmaitosci

3.10 LM)=1+1L +.
( ) ( ) l(p) H tanh \/B;
gdzie B3; € H¥(M,Z) zadaja klasy Pontrlaglna p; = pj(TM) wzorem 1 +

p1+p2+...=[[(1+B;). Naprzyklad, L, = 3p1, L2 = 5(7p2 — pd).
Twierdzenie Hirzebrucha o sygnaturze méwi, ze

(3.11) (M) = (L(M), [M]).
Ponadto ta tozsamosé zachodzi, gdy M jest dowolng rzeczywisty oriento-
walng rozmaito$cia wymiaru 4m, a wielomiany L; = L;(p1,...,p;) sa L-

genusami od klas Pontriagina rozmaitosci.

Sygnatura jest powigzana z innymi ‘charakterystykami Eulera’ poprzez
tzw. wirtualny genus arytmetyczny > yPxP(M) (patrz [32]), ale nie be-
dziemy sie nad tym zatrzymywaé. Za to nakreslimy szkic dowodu tozsamosci
(3.11).

Po pierwsze, sygnatura ma nastepujgce wlasnosci:

T(MyU M) = 7(M1) +7(Ms), 7(Myx M) =7(M;)T(M3), 7(ON)=

(Thom [44]). Zatem jest to niezmiennik kobordyzméw. Niech ; oznacza
grupe kobordyzméw rozmaitosci wymiaru j. R. Thom [44] udowodnil, ze
Q;®Q =0dlaj # 4m i ze grupa Qy,, ® Q jest generowana przez pro-
dukty karteZJanskle zespolonych przestrzeni rzutowych CP?™ x ... x CP?"r,
ny + ...n, = m. Te generatory sa jednoznacznie wyznaczone przez Jedno-
miany Pontriagina Pmy -+ - Pm,, M1+ ... +ms = m. Na przyklad, Q4 ®RQ =
Q - CP?, (p,[CP?]) = 3, 7(CP?) = 1 oraz Qs ® Q Q- CP* + Q
CP? x CP*, (p},[CP*]) = 25, (p?,[CP® x CP*)) = 18, (p2,[CP"]) =
{py, [CP? x CP?]) = 9, 7(CP*) = 1, 7(CP*xCP?) =1 (patrz (3.5)). Réwniez
sygnatura jest wielomianem quasi-jednorodnym od klas Pontriagina stopnia
m. Wystarczy zatem ja policzy¢ na iloczynach rozmaitosci rzutowych i w
ten sposéb wyznaczyé wspdtezynniki tego wielomianu. Okazuje sie, ze tym
wielomianem musi by¢ L,,(p1, - ., Pm)-

4. Twierdzenie Atiyaha—Singera

A. Indeks analityczny. Niech M bedzie zwarta, zorientowana, gtadka
(rzeczywistg) rozmaitoscig (wymiarun), a E i F beda zespolonymi wigzkami
nad M. Rozwaza si¢ liniowe operatory rézniczkowe

D :T(E) — I'(F),
tzn. liniowe operatory na przestrzeni ['(E) = I'(M, E) gladkich przekro-
j6w, ktére lokalnie (tj. w trywializacjach U, x C¥ C E lub C F) wyrazaja
sie za pomocg macierzy utworzonych z kombinacji pochodnych czgstkowych
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) = 0} ... 97" ze wspOlczynnikami zaleznymi od x € U,. Rzgderm m ope-
ratora D nazywa si¢ najwigkszy rzad |y| = 71 + ...7vn sposréd pochod-
nych czgstkowych wystepujacych w D. Symbolem operatora o(D) nazywa
si¢ objekt powstaly z D przez odrzucenie wszystkich pochodnych czgst-
kowych rzedu < m i zastapienie 8, przez i;. Traktujac §; jako wspol-
rzedne w T* M mozemy traktowa¢ symbol (D) jako homomorfizm wiazek
o(D) : *E — n*F, gdzie 7 : T*M — M jest rzutowaniem, a m*F =
T*M x E = {(z,e) : 7(z) = wg(e)} jest cofnieciem wiazki E (z takimi sa-
mymi wiéknami co i E). Operator D nazywa si¢ eliptycznym, jesli macierze
(D) (z,&) sa odwracalne dla £ # 0; w szczegblnodci, wymiary (zespolone)
wldkien F, i F, powinny by¢ takie same (réwne k).

Przykladami operatoréw rézniczkowych sa: laplasjan A = Y7, 92, na
E=F =R" xCizsymbolem — 5 £2 oraz operator Cauchy’ego-Riemanna

(a w zasadzie jego kompleksyfikacja) 2 (u,v) = —%(% - g—%, %% + gﬁ na

E = F = R?xC? i zsymbolem % (? —;2 ) . Tutaj rozmaitosé M = R™ nie
2 &

jest zwarta; w zwartym przypadku A zastepuje si¢ operatorem Laplace’a—
Beltramiego d*d, a 39—2 zastepuje sie przez 0 + 0* (patrz nizej).

Jedng z podstawowych wlasnoéci operatoréw eliptycznych jest fakt, ze
przestrzenie ker D i coker D = I'(F)/DI'(E) ~ ker D* (gdzie D* oznacza
operator formalnie sprzezony wzgledem pewnych metryk na M, E, F) sg
skoficzenie wymiarowe; gléwny powdd to fakt, ze operatory (D*D + 1)~}
i (DD* +1)7! sg zwarte. Indeksem analitycznym (lub po prostu indeksem)
operatora eliptycznego D nazywa si¢ liczba

(4.1) ianD = dimker D — dim ker D*.

B. Indeks topologiczny. Niech, jak powyzej, D bedzie rézniczkowym
operatorem eliptycznym. Oznaczmy przez B(M) i S(M) wiazki kul i sfer
jednostkowych w T*M z rzutowaniami 7p i mg na M. Ograniczenie sym-
bolu o(D) do S(M) zadaje izomorfizm og wiazek 7§ E i 5 F nad S(M). Ten
izomorfizm pozwala skonstruowaé tzw. element réznicowy (lub wiazke roz-
nicowa) d(D) = d(rn§E,n§F,05) grupy Grothendiecka K(B(M),S(M)) =
K(B(M)/S(M)).

Przypomnijmy, ze grupa K(X) sklada si¢ z wyrazeh K — L, czyli ‘r6z-
nic’ wiagzek K i L nad X (dokladniej, klas izomorficznych wiazek), przy
czym N w ciggu dokladnym 0 — K — N — L — 0 jest utozsamiane
z K + L w K(X). Funktory K°(X) = K(X), K}(X) = K(S* x X),
K2(X) = K(S? x X) P2 =K (X), K(X,Y) = K(X/Y) tworza pewng, teo-
rie kohomologii. W szczegdlnoéci dla pary przestrzeni (X,Y) mamy ciag
dokladny K-grup

S KXY BEX)SSKY) - .,
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gdzie p : X — X/Y jest Sciagnieciem a ¢ : Y — X wlozeniem. Jeéli o :
K|y — L|y zadaje izomorfizm wiazek, to element réznicujgcy d(K, L, o) jest
pewnym elementem z K (X,Y) o wlasnodci p*d(K,L,0) = K — L w K(X).
Element d(K, L, o) wyznacza si¢ jednoznacznie, ale w dosy¢ skomplikowany
sposéb (patrz [18], [39]).

Dalej, para rozwi6knien topologicznych (B(M), S(M)) jest orientowalna
(bo M jest orientowalna). Elementy jej grup kohomologii sg postaci n*a-U =
m*a WU € HIT™(B(M),S(M)), gdzie a € HI(M), zas§ U € H"(B(M),
S(M)) jest tzw. klasg orientacji taka, Ze jej ograniczenie na dowolne widkno
(B(M),,S(M);) ~ (D™, 8™ 1) generuje H™(D", S"~1,Z). Mamy tzw. izo-
morfizm Thoma
4.2) ¢. : H*(B(M),S(M)) —» H* ™ (M);

(w szczegblnosci, ¢.(U2) = e(T*M) jest klasg Eulera wiazki kostycznej).

Z elementem réznicujacym d(D) = d(ngE,n5F,05) sa zwigzane jego
klasy Cherna oraz charakter Cherna ch(d(D)) € H*(B(M), S(M),Z). Defi-
niujemy charakter Cherna operatora D jako

(4.3) ch(D) = ¢.[ch(d(D))] € H*(M,Z).
Nastepnie definiujemy genus Todda rozmaitoéci jako
(4.4) T(M)=Td(TM ® C),

czyli jako genus Todda kompleksyfikacji wigzki stycznej. Indeksem topolo-
gicznym operatora D nazywamy liczbe

(4.5) itopD = (ch(D) - T(M), [M]) .

W punktach D i E ponizej podajemy sposéb wyliczania ch(D) i 7 (M)
w konkretnych przykitadach.

C. Wzér Atiyaha—Singera. Znamienite twierdzenie Atiyaha-Singera
o0 indeksie méwi, ze

(4.6) banD = iyopD

dla dowolnego eliptycznego operatora rézniczkowego.

Ciekawe jest przeSledzenie, w jaki sposdb to twierdzenie zawojowatlo
Swiat matematyczny. Zostalo ono po raz pierwszy opublikowane w-11-stro-
nicowej pracy [18] Atiyaha i Singera w 1963 r. ze szkicem dowodu. Pelny
dowdd zostal najpierw opublikowany w 1965 r. przez A. Borela, R. Solo-
vay’a, F. Floyda, R. Seely’ego i R. Palaisa w ksiazce [39] pod redakcja Pa-
laisa; jest tam tylko jeden artykul Atiyaha traktujacy o indeksie operatora
na rozmaitosci z brzegiem. Twierdzenie o indeksie bylo takze omawiane na
seminarium H. Cartana i L. Schwartza w Paryzu. Dopiero w latach 1968
i 1971 pojawila sig seria prac [19] i [17], w ktérych mozna znalezé pelne
(i zmodyfikowane w stosunku do pierwotnego dowodu) dowody twierdzenia
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o indeksie i jego uogélnien. Na Miedzynarodowym Kongresie Matematy-
kéw w Moskwie w 1966 r. M. Atiyah dostal medal Fieldsa (gléwnie za to
twierdzenie).

Pierwszy dowdd twierdzenia Atiyaha-Singera (ten z [39]) opiera sie na
K-teorii i twierdzeniu Thoma o kobordyzmach, a jego idea jest nastepujaca.
Wzér (4.3) pozwala zdefiniowaé charakter Cherna dla dowolnego elementu
a € K(B(M),S(M)), a nastepnie jego indeks topologiczny i;.pa tak jak
w (4.5). Ten ostatni indeks posiada szereg wlasnosci: addytywnosé wzgledem
sumy rozmaitosci lub sumy Whitney’a wiazek, multyplikatywno$é¢ wzgledem
iloczynu kartezjafiskiego rozmaitosci i (jednoczesnego) iloczynu tensorowego
wigzek, zerowanie sie, gdy M = ON oraz normalizacja dla pewnych stan-
dardowych rozmaitosci (jak CP?™ j S?™) i wiazek. Tutaj n = dim M jest
parzyste, bo dowodzi sig, ze i1, D = 0 dla eliptycznego operatora rézniczko-
wego na rozmaitosci o nieparzystym wymiarze. Podobnie jak w twierdzeniu
Hirzebrucha o sygnaturze dowodzi sie, ze powyzsze wlasnoSci wyznaczaja
itop jednoznacznie. Nastepnym etapem jest okreslenie indeksu analitycznego
dla elementéw a € K(B(M),S(M)) przez przyporzadkowanie elementowi a
najpierw symbolu 0,4, a nastepnie operatora D, takiego, ze g, = o(D,).
Tuta] trzeba rozszerzyé¢ klase operatoréw rézniczkowych do tzw. algebry
Seeley’a (eliptycznych operator6w catkowych). Pokazuje sig, ze iy, spelnia
cytowane powyzej wlasnosci, a zatem musi pokrywad sie z isp.

W pracach [19] i [17] usunigto z dowodu teorie kobordyzméw.

W punktach F i G ponizej opowiemy o jeszcze innych dowodach wzo-
ru (4.6).

3

D. Zastosowania: charakterystyka Eulera, genus arytmetyczny,
sygnatura. Mylilby sie ten, kto spodziewalby si¢ istotnego zastosowania
twierdzenia o indeksie w jako$ciowej teorii réwnan rézniczkowych czast-
kowych. Jego autorzy s topologami i geometrami; dlatego tez ich przy-
kiady stuzg interpretacji pewnych geometrycznych niezmiennikéw rozma-
itoSci w terminach indeks6w pewnych operatoréw rézniczkowych.

Najbardziej znanym niezmiennikiem rozmaitosci jest jego charaktery-
styka Eulera

(4.7) e(M) =) (—1)* dim¢ Hjp(M,C)

(kohomologie de Rhama). Zaktadajac, ze M posiada metryke riemannow-
ska (-,-), (na TM, T*M i AT* M), przestrzenie gladkich zespolonych form
rézniczkowych £ = I'(AT*M ® C) mozna wyposazy¢ w iloczyn hermitow-
ski (6,n) = [,,(0(z),n(x))zVOL(x) (gdzie VOL jest riemannowsks forma

3 Niedawno (czerwiec 2005 r.) P. Baum opowiadat o tym drugim dowodzie na Uniwer-
sytecie Warszawskim i bylo to calkiem zrozumiale.
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objetosci) oraz zdefiniowaé gwiazdke Hodge'a * : €7 — £77J

(4.8) 6(z) A *n(z) = (6(z),n(z)),VOL(x).
Teraz £7 sy przestrzeniami prehilbertowskimi i mozna zdefiniowaé operatory
sprzezone d* rézniczki zewnetrznej d : (d*0,m) = (0,dn). Zachodza wzory
d* = —xdxi#? = (—1)7("~9 na £I. Teoria Hodge’a méwi, ze grupy kohomo-
logii de Rhama HY (M, C) mozna utozsamiaé z przestrzeniami form harmo-
nicznych, tzn. takich, ze dd =01 d*0 = 0 (oraz A6 =0 dla A = dd* + d*d).
Niech n = dimM = 2| bedzie parzyste; w nieparzystym przypadku
mamy e(M) = 0 (dualno$¢ Poincarégo). Zdefiniujmy wiazki zespolone

l l
(4.9) E=PAYT"MeC, F=@PA¥'T"M&C
=0 J=1
oraz operator
D, =d+d*: F(E) — F(F)
Nietrudno sprawdzi¢, ze Dpy; jest eliptyczny oraz, ze
(410) tanDpw = e(M)

Teraz zinterpretujmy genus arytmetyczny x(M,W) = > (—1)P dim H?
(M,0(W)), dla rozmaitoéci kéhlerowskiej M i holomorficznej wiazki W,
jako indeks pewnego operatora eliptycznego. Tutaj mamy

(4.11) E=PANT,MeW, F=@AN'T;, MW
=0 j=1

oraz

(4.12) D, =0+ 0* :T(E) — I'(F),

gdzie 0* jest operatorem sprzezonym do 0 wzgledem metryki hermitowskiej
(pochodzacej od metryki kdhlerowskiej). Ponadto wykorzystujemy fakt, ze
grupy HP(M,O(W)) mozna interpretowaé z jednej strony jako grupy koho-
mologii Dolbeaulta, a z drugiej jako przestrzenie form harmonicznych typu
(0,p) (ktére sa réwniez d-harmoniczne, bo Ag = 1A,).

Réwniez sygnatura 7(M) 2l-wymiarowej rozmaitosci jest indeksem pew-
nego operatora rézniczkowego. Tutaj D, = d+d* (jak dla Dg,;), ale inaczej
definiuje si¢ wigzki F i F. Wprowadzamy inwolucje na A*(T*M @ C)

(4.13) L= "D+ AT(T*M @ C) — A2~ (T* M ® C);

poniewaz *? = (—~1)", to «? = id. Kladziemy E i F jako przestrzenie wla-
sne tej inwolucji odpowiadajace wartosciom wlasnym +1 i —1 odpowiednio.
Poniewaz «(d + d*) = —(d + d*)¢ (sprawdzié), to D, : I'(E) — T'(F'). Jadro
D, (odpowiednio D) sklada sie z form harmonicznych § € H* = H*(M)
takich, ze « = @ (odpowiednio t§ = —6). Podprzestrzenie H"™ @ H2-T,
r < [, s3 niezmiennicze wzgledem inwolucji i majg rozklad HY ©® H” na
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podprzestrzenie wlasne; podobnie H' = H{ & H! . Latwo widaé, ze H} =
{a+ia:a € H}; dlatego dim HY = dlmHﬁ dla r < [. Dalej, jesli | jest
nieparzyste, to ¢ = 7% i odzorowanie n — 7 zadaje izomorfizm H} z H' . Gdy
! = 2m jest parzyste, to ¢« = x i [, nAsn =% [, (n,n)VOL dlan € HL.
Stad wynika, ze

(4.14) ban Dy = T(M).

Operator D, jest w istotny sposéb uzywany w pierwszym dowodzie twier-
dzenia Atiyaha-Singera (patrz [39]).

Nastepnym naszym zadaniem jest wyliczenie indeksu topologicznego
operator6w Dgyy, Dy i D; ze wzoru (ch(D)T (M), [M]). Do tego celu uzy-
jemy nastepujacego wzoru ([18], [39], [AS2, Ch. 19, Proposition 5.3])*

e [ eh(X) — ch(Y)
(4.15) ch(D) = f ( 7 )

e(
Tutaj f : M — Bg jest odwzorowaniem w tzw. przestrzernt klasyfikujgcg
B¢ wigzek wektorowych z grupg strukturalng G, a f* jest indukowanym
homomorfizmem w kohomologiach. Dla naszych celéw wystarczy, gdy G =
SO(2!) lub G = U(n).

Przypomnijmy, ze istnieje uniwersalna wigzka Eg — Bg taka, ze do-
wolna wigzka nad M z homomorfizmami sklejajacymi z G jest postaci f*Eg
dla pewnego odwzorowania ciagtego f : M — Bg; (Bg jest granicg prostg
grassmanianéw z tautologicznymi wiazkami). Wiazki X,Y i V sa postaci
Pxc X ={(p,v): (pg,v) = (p,gv), g€ G} =EgxegX,PxgY iPxgV,
gdzie P — Bg jest tzw. wigzkg gtéwng z wt 6knem G stowarzyszona z Eg,
za$ przestrzenie wektorowe X,Y,V sy przestrzeniami reprezentacji grupy
G (G-modulami). V jest takim rzeczywistym G-modulem, ze TM = f*V
1T*M = f*V*, za8 X 1 Y s3 G-modulami zwiazanymi z wigzkami £ i F
(te ostatnie sg cofnieciami X i Y lub ich kompleksyfikacji). W (4.15) zalez-
noéé od symbolu operatora o(D) nie jest zbyt istotna; zaklada sig, ze o(D)
pochodzi od pewnego G-equiwariantnego izomorfizmu & wiazek 7r};.)~( ingY
nad S(V*).

W G istnieje maksymalny torus T = S* x ... x S' i mamy wlozenie
p: Br — Bg, gdzie By = CP* x ... x CP*°. Klasy charakterystyczne (np.
Cherna) wiazki Eg sa konstruowane z generatoréw x; grupy H*(Br) =
Zly,--- ), v; € H*(CP™). Dokladniej, H*(Bg) sklada si¢ z tych ele-
mentéw H*(Bg), ktére sa niezmiennicze wzgledem dzialania grupy Weyla
(twierdzenie Borela-Hirzebrucha). W naszych przykladach grupa Weyla
sklada sie z permutacji klas x;.

4 W réznych miejscach ten wzér jest podawany na rézne sposoby, w zaleznosci od
wyboru orientacji w T* M i definicji izomorfizmu Thoma; te sposoby nie zawsze sa zgodne.
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Dla przykladu, niech G = SO(2l) i niech X bedzie rzeczyw1styrn G-
modulem takim, ze torus 7' dziala jako suma prosta macierzy

( cos2mw;  — sin 2mw; >
)

sim2mTw;  COS 2Tw;
gdzie w; = w;(t) € Hom(T,S*) sa wagami modulu X. Wtedy w; : T — S!
indukujg odwzorowania @; : By — Bg1 ~ CP™. Bedziemy utozsamiaé wagi
wj z klasami &} (y) € H 2(Br), gdzie v jest generatorem H?2(CP>). Okazuje
sie, ze pelna klasa Cherna wiazki X ® C wynosi c(X' ®C) = []1 - w?),
za$ klasa Pontriagina wiazki X wynosi p(X) = [J(1 + w3). Ponadto klasa
Eulera wiazki X wynosi e(X) = [Jw;.

W przypadku grupy G = U(n) i zespolonego modulu X torus mak-
symalny T (zlozony z diagonalnych macierzy) dziala za pomoca macierzy
diagonalnych w X z wartoSciami wiasnymi e2™i, gdzie w; = w;(t) €
Hom(T, S') sa wagami modutu X. Tutaj mamy ¢(X) = [](1 + w;,) oraz
B(X ) = H Wj.

Policzmy teraz %iop D gy Skorzystamy z nastepujacych tozsamosci: jesli
e(N)=T[(1+a), to c(A*N) = T[] (1+oy, +...+ o) oraz ch(AFN) =

11 <... <%
Sic. i €% ..e%%. Tatem T3(~1)F ch(AN) = TT(1 - ).
Wybierajac SO(2l)-modul V = R¥ z wagami wy,...,w;, zauwazmy, ze

modul V ® C ma wagi fwj;, a V* ma wagi —wj. Wezmy moduly X =
PBAYV*QC, Y = @AY 'V*@C. Wtedy ch(X)—ch(Y) = [[(1—e*s)(1-
e~9i), e(V*) = [[(—w;) i wzér (4.15) daje nam charakter Cherna operatora

ch(Dgw) = I° (H i e“”l{i; e_wj)) et e

gdzie a; = f*w;. Nastepnie genus Todda rozmaitosci wynosi
a . ___a .
=Td(T*M = J__. i,
T(M)=TdT'MeC) =[] — = —%

Laczac to wszystko razem widzimy, ze ch(Dpw)T (M) = [la; = e(TM)
jest klasa Eulera wiazki stycznej i i1 Dpu = ([ a5, [M]) = e(M).

Analogiczne obliczenia przeprowadza si¢ dla operatoréw D, i D, (patrz
[39], (19)).

E. Algebra Clifforda, grupa Spin(n) i operator Diraca. Klasyczny
operator Diraca p = 7°8,, + 70z, + ¥28:, + ¥30,, zostal wprowadzony
przez Diraca, aby dzialaé¢ na funkcje falowa elektronu #(z) w relatywi-
stycznej elektrodynamice kwantowej. Tutaj 7’ sa tzw. macierzami Diraca
wymiaru 4 X 4, ktore spelniaja relacje y*v” + v*y* = +4,, (wynikajace
z 3adania P? = 82 — 82, — 82, — 02,). Funkcja falowa 1) przyjmuje warto-
Sci w przestrzem splnorow, ktora Jest przestrzenia ‘reprezentacji’ o spinie %
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grupy Lorenza SO(1, 3); §ciélej, jest to przestrzen reprezentacji dwukrotnego
nakrycia Spin(1,3) grupy Lorenza.

Istnieje analog operatora Diraca na rozmaitoSciach riemannowskich do-
puszczajacych spin-strukture. Jego indeks stanowi wazny niezmiennik takich
rozmaito$ci. Ponizej podajemy odpowiednie definicje (wedtug [11] i [34]).

Algebrg Clifforda C, wzorowang na przestrzeni wektorowej V = R"

(z baza e1,...,e, i standardowym iloczynem skalarnym Q(e;,e;) = d;;)
nazywamy R-algebre z 1, generowang przez V i z relacjami
(4.16) eie; +eje; = —25¢j.

Zatem jako przestrzeh wektorowa (nie algebra) C,, jest izomorficzna z alge-
bra Grassmanna A*V i ma wymiar 2".

Podobnie jak algebra Grassmanna dopuszcza ona rozklad C, = C; &
C,;, gdzie C;F (odpowiednio C;;) jest rozpinana przez jednomiany e;, ... e;,
z parzysta (odpowiednio nieparzysta) liczbg czynnikéw k. Mamy CE - CF =
Cfict.c;=CrF.

Definiujemy anty-automorfizm algebry C,, : * — T generowany przez
€, - €, — (—1)*e;, ...e;. Wtedy e;, ...€;, &, ... &, = 1. Grupa Pin(n)
sklada si¢ z elementéw odwracalnych ¢ € C,,, ktére spelniajg

(4.17) pp=1 i Ve l=V.

Okazuje sie, ze przeksztalcenia z — pzp~! przestrzeni V sa ortogonalne,
czyli nalezg do grupy O(n). Przeciwobraz w Pin(n) grupy SO(n) jest grupa
Spin(n). Odwzorowanie
(4.18) Spin(n) — SO(n)
jest 2-krotnym nakryciem. (Dla n > 2 grupa Spin(n) jest jednospbjna, zas
71(SO(n)) = Z2, np. Spin(3) = SU(2) = 52 i Spin(4) = SU(2) x SU(2).
Dla n = 2 grupy SO(2) i Spin(2) sa réwne S! i odpowiednie odwzorowanie
S1 — S jest réwne z — 22.)

Odwzorowanie (4.18) mozna przedstawi¢ w jawny sposéb. Jesli mamy
1-parametrowsg rodzine obrotéw w SO(n) :

(4.19) ey — cos27mw - e; +sin 27w - €9, €3 — —sin 27w - €1 + cos 2w - e
iej — e;dlaj > 2 tow C, mamy odpowiadajacy jej rodzing obrotéw
w Spin(n) :
(4.20) cOS Tw + Sin 7w - e; €.
Widaé, ze obrét w Spin(n) jest 2-krotnie wolniejszy niz w SO(n); stad
pochodzi pojecie spinu poléwkowego.

Dalej bedziemy zakladaé, ze n = 2l jest parzyste. Algebra Cy ma wy-
miar (2')? i nietrudno pokazaé, ze jest prosta (nie jest suma prosta podal-
gebr). Zatem jej kompleksyfikacja Co; ® C jest pelna algebra endomorfizméw
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pewnej przestrzeni zespolonej S ~ (C2 przestrzen S nazywa si¢ przestrze-
nig spinorow. Dalej, jako modul nad C , ® C przestrzeni S rozklada sie na
sume prosta niezmienniczych podmoduléw ST @ S~ (dodatnich i ujemnych
spinoréw). S* sy podprzestrzeniami wlasnymi z wartoéciami wlasnymi +1
dla mnozenia przez element 7 = (—1)le;...ey; (zauwazmy, ze 72 = 1).
Zauwazmy tez, ze
ej : ST — SF.

Przestrzen spinoréw mozna zdefiniowaé¢ w jawny sposéb. Zauwazmy, ze
w przestrzeni A*C* operatory ¢g; = e; A (-) (mnozenie zewnetrzne przez
wektor bazowy) i h; = e;.() (mnozenie wewnetrzne) spelniajg relacje g;h; +
hjgi = 6ij, 9i9; + 9;9i = hih; + h;h; = 0 (typu Clifforda, tylko z inng forma
dwuliniowg Q). Potraktujmy przestrzeh wyjéciowg V = R? jako W = C
(z utozsamieniami ey; «— iez;—1). Wtedy operatory A, = v2(vA(-) —va(")),
v € V, dzialaja na przestrzeni A*W i spelniaja relacje A2 = —2Jv|? =
—2Q(v,v). Wlasnie

S=AW=AC, St=PAr¥W, S =PA¥'w
sg naszymi przestrzeniami spinoréw oraz dodatnich i ujemnych spinoréw.

Niech teraz M bedzie rzeczywista rozmaitoscig riemannowsks wymiaru
n = 21. Wtedy wiazka styczna jest O(2l)-wigzka, tzn. homomorfizmy przej-
Scia pap(z) € O(2l) (nad przecigciami U, N Up). Uklad {pqp} traktuje sig
jako kocykl Cecha o wartoéciach w O(2l); zadaje on element ¢ € H (M,
O(2l)). Jedli rozmaitosé jest orientowalna, to mozna wybraé pag € SO(21),
tj. det wop(z) = 1; wiemy, ze orientowalnos¢ jest rbwnowazna znikaniu klasy
Stiefela~Whitney’a w; .

Zalézmy, ze M jest orientowalna i ze TM zadaje sie za pomoca ko-
cyklu ¢ € HY(M,0(2l)). Méwimy, ze M dopuszcza spin-strukture (jest
rozmaitoscig spinorowg) jesli kocykl ¢ jest obrazem pewnego kocyklu ¢ €
HY(M, Spin(2l)). Wyjaénimy, co to oznacza w terminach klas charaktery-
stycznych.

Mamy ciag dokladny grup 0 — Zp — Spin(20) 2 SO(2l) — 0 i od-
powiadajacy mu ciag dokladny snopéw. Wypiszmy odpowiedni dlugi ciag
doktadny kohomologii Cecha
(4.21) ... HY(M, Zs) — H (M, Spin(21) & HY (M, SO(21)) > H*(M, Z,) ..
Pytamy sie, czy ¢ = p.($)? Do tego wystarczy, aby 8(y) = 0; wtedy wszyst-
kie spin-struktury na M s3 numerowane przez elementy H!(M,Zs). Okazuje
sig, ze 8(p) = wy € H%(M, Z3), druga klasa Stiefela-Whitney’a. Aby czytel-
nik w to uwierzyl, proponuje zauwazyé analogi¢ z ciggiem dokladnym sno-
péw 0 — Z — O Z¥ O* — 0 i definicjg klasy Cherna c; (L) wiazki liniowej L
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(zadanej przez kocykl ¢ € H'(M, 0*)) jako 6(p) € H*(M,Z) w analogicz-
nym ciggu dokladnym jak (4.21) (patrz [31}). Nawet w przypadku zespolone;j
rozmaitoéci M okazuje sie, ze we = ¢1(ThotM) mod 2 (patrz [34]).

Wybér Spin(2!)-struktury na M oznacza, ze mozemy napisaé TM =
P X spin(2r) R?, gdzie P jest gtéwna wiazka z widknem Spin(2l) i z grupa
strukturalng Spin(2l). Definiujemy nastepujace wiazki nad M :

E=P X Spin(2l) Su Et=P X Spin(21) S+, E™=P X Spin(21) S™.

Na T M istnieje SO(2l)-koneksja Levi-Civity V, ktéra podnosi si¢ do ko-
neksji w wigzce gléwnej P — M. (Przypomnijmy, ze koneksja zadaje mozli-
wo$é jednoznacznego wyboru elementéw z widkna wiazki wzdtuz krzywych
~(t) w bazie (przy wybranym punkcie poczatkowym wiékna nad v(0)). Ten
wybér jest zadany przez rodzing operatoréw T'(t) € SO(21), za$ V = LT(t).
Rodzing T(t) mozna tez traktowaé jako koneksje w wigzce giéwnej z wiok-
nem SO(2l). Poniewaz wigzka P jest dwukrotnym nakryciem tej ostatniej,
to elementy T'(¢) lokalnie jednoznacznie podnosza si¢ do P.) Zatem mozemy
podnieéé koneksje V réwniez do wiazek E, E*.

Ponadto mamy homomorfizmy wiazek

(4.22) TMQE — E,

gdzie wektory z T, M ~ V dzialaja na E, przez mnozenie w algebrze Clif-
forda C,, (wzorowanej na T, M). Wiemy tez, ze TM ® E* — E¥.
Operator Diraca dziala na przekrojach s € I'(E) i ma postaé

(423) DDirS(x) = Zei : (Vets)(x)7

gdzie (ej,...,eq) jest dowolng baza ortonormalng w T, M i elementy e;
dzialajg jak w (4.22). W istocie (4.23) definiuje dwa operatory Diraca

Dp,, :T(E¥) > T(E7), Dp,, :T(E7) - T(EY),

gdzie D, = (DB”)*. Rozwigzania réwnania Diraca Dp;.n = 0 nazywaja
sie spinorami harmonicznymi. Indeks

4.24 ianD7E. = dimker D}, — dimker D7,
Dir Dir Dir

+ . . . . s, . .
operatora D}, nazywa si¢ spinorowym indeksem rozmaitosci i oznacza sig
przez Spin(M).

Zakohczmy ten punkt wyrazeniem Spin(M) za pomocs i, D5, czyli
w terminach klas Pontriagina p;(M). Uzyjemy wzoru (4.15) ze Spin(2l)-
modutami X = St iY = S~. Jedli wy,...,w; sa bazowymi wagami SO(2!)-
modutu V (zwigzanego z T M), to s3 one zwigzane z maksymalnym torusem
To w SO(21). Mozna je rozpatrywaé takze jako wagi dla Spin(2()-modutéw,
zwigzane z torusem maksymalnym T C Spin(2!l) (ktéry dwukrotnie nakrywa
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To). Wagi Spin(2l)-modut 6w S (odpowiednio S~) sg postaci 3 (fw;+...+
w;) z parzysta (odpowiednio nieparzysta) liczba minuséw. Stad wynika, ze

l
ch(8+) — ch(S™) = [](e2/2 — e™4/2).

Poniewaz e(V*) = [[(—w;), to ch(Df,,) = [1(e*/? — e=%i/2) /(~a;), gdzie
a; = f*(w;) (patrz punkt D). Zatem

+ _ yi/2 _ _l_
ch(DF,)T(M) =] Sh(y,/2) = L= gt

—AM) =S Aror,- ).

Jest to tzw. A-genus (wprowadzony réwniez przez Hirzebrucha).
Zatem mamy nastepujace twierdzenie

(4.25) Spin(M) = (A(8), [M])

ponadto Spin(M) = 0, jeéli dim M nie jest krotnodcia 4 (jako ze A zalezy
tylko od klas Pontriagina).

(Zatem poznaliémy trzy funkcje generujace niezmiennikéw topologicz-
nych rozmaitodci: T-genus (genus Todda), L-genus (genus sygnatury) i A-
genus (genus spinorowy). I wystarczy, nie bedzie wiecej genuséw w tym
artykule.)

W teorii indeksu zwyklo si¢ uwazaé operator Diraca za najwazniejszy
eliptyczny operator rézniczkowy. W istocie, uzywajac pewnej algebro-topo-
logicznej i K-teoryjnej analizy mozna sprowadzié¢ dowdd ogdlnego twierdze-
nia o indeksie do dowodu tego twierdzenia w przypadku operatora Diraca
(patrz [11]).

F. Réwnanie przewodnictwa ciepla. Oczywiécie jest to zagadnienie
poczatkowe postaci %‘5 = Au, u(0,z) = uo(z) z rozwigzaniem u(t,z) =
(e'Aup)(z), t > 0; (tutaj A < 0 w przeciwiehstwie do nastepnych laplasja-
néw).

My zastosujemy je w przypadku, gdy ‘laplasjan’ jest postaci
(4.26) Ag=D*D:T(E)—T(E) lub Ap=DD*:T(F)—- I'(F).

Tutaj Ag i Ar sg samosprzezonymi i nieujemnymi operatorami z dyskret-
nym widmem o skonczonej krotnosci. Ponadto ker Ag = ker D, ker Ap =
ker D* oraz dla A > 0 podprzestrzenie wlasne I'y(E) = ker(Ag — \)
i TA(F) = ker(Af — \) sg izomorficzne (z izomorfizmem D|r, (g)). Stad
wynika, ze

(4.27) ianD = tr(e *AE) — tr(eTtAF)

=Y e dimTA\(E) - ) _ e ™ dimT(F).
A A
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Sumy w ostatnim wzorze sa skohiczone dla ¢ > 0 i ich réznica nie zalezy od
t. W granicy t — oo otrzymujemy dim [o(E) — dim ' (F'). Gléwna idea za-
stosowania réwnania przewodnictwa polega na policzeniu granicy wyrazenia
tr(e~tAE) — tr(e"tAF) przy t — 07,

Okazuje si¢, ze istnieje asymptotyczne rozwinigcie (rozwiniecie Seeley’a)
postaci

(4.28) e %) Z th2MUL(A), t— 07,

k=—n
gdzie n = dim M, 2m jest rzedem nieujemnego eliptycznego operatora réz-
niczkowego A i

(4.29) Ur(A) = f pi(B),
M

gdzie ux(A) jest pewng miarg na M jednoznacznie wyznaczong przez wspél-
czynniki operatora A. Dalej, miara pg(A) jest jednorodna wagi -2% wzgle-
dem wspdlczynnikéw A. W przypadkum = 1, czyligdy A =3 a;j(x) 0z, Oz,
+ 3" ai(2)0,, + ao(x), miara puk(A) wyraza sie za pomocy wielomianu od
wspoélczynnikéw a;;, a;, od ich pochodnych oraz od det™ 1(au)

Dla nas wazne sg miary po(Ag) i po(Ar). Ponadto chcemy wyliczyé
uo w przypadku pewnych naturalnych opera’coréw pierwszego rzedu, jak
operator sygnatury D, lub operator Diraca D}, bir (Patrz uwaga na kohcu
poprzedniego punktu). Wobec tego m = 1 i mamy wyrazenie

tanD = f‘-“'?
M

gdzie w jest pewng n-formg kanonicznie wyznaczong przez metryke i spel-
niajaca okreélone wlasnosci. Na przyklad, w przypadku operatora D, forma
w = w(g) jest dana jako wielomian od wspétczynnikéw g;; metryki, od skon-
czonej liczby pochodnych 85 g;; i od det™? gij oraz jest jednorodna stopnia 0.

P. Gilkey [30] udowodnil, ze jedyne takie formy w(g) sa wielomianami od
form rézniczkowych py(M),p2(M),... reprezentujacych klasy Pontriagina
rozmaitosci; w [10] podano prostszy dowdd tego twierdzenia. Zatem i4n Dy =
i) o fr(P1, - .-, px) dla pewnego quasi-jednorodnego wielomianu fx stopnia
k = n/4. Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia Hirzebrucha o sygnaturze
sprawdza sie, ze fr = L, a do sprawdzenia stuza produkty przestrzeni
rzutowych.

J-M. Bismut [24] wyliczyt tr(e 'm) za pomocy rachunku stochastycz-
nego. Wiadomo, ze gdy A = —831 - —an w R, to jadro operatora et~
ma postaé

K(z,y) = pe(zly),
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czyli gestosé prawdopodobienstwa, ze trajektoria w(t) procesu Wienera star-
tujacego z y znajdzie si¢ w poblizu z po czasie ¢t > 0. Zatem tr(e *4#) =
Jgn Pt(z|x)dz. Analogiczna teoria proceséw stochastycznych na rozmaito-
Sciach zwartych zostala stworzona przez Malliavina i innych. Bismut zasto-
sowal te teorie. Przedstawil jadra operatoréw e~tP™ D" j ¢=tD¥D™ {]; gpe-
ratoré6w Diraca D+ = Dgir przy pomocy gestosci prawdopodobienstw okre-
Slonych proceséw stochastycznych (spelniajacych réwnania stochastyczne
It6 lub Stratonovicha). Wzory w [24] sa mocno skomplikowane, ale w re-
zultacie dostaje on wyrazenia w postaci calki po rozmaitosci z konkretne;j
formy rézniczkowej, ktéra okazuje sie byé forma A-genusu.

G. Supersymetria i operator Diraca. Tutaj przedstawiamy ostat-
nie podejs$cie do twierdzenia Atiyaha-Singera. Jest ono najbardziej efek-
towne ze wszystkich, ale wykorzystuje pojecie super-lagranzjanu na super-
rozmaitoéci, ich kwantowe odpowiedniki oraz catki po trajektoriach. Te poje-
cia jeszcze nie zadomowily si¢ w matematyce.® W pewnym sensie ten dowéd
jest skréconym dowodem Bismuta, a skrocenie polega na zastapieniu calek
stochastycznych ich super-symetrycznymi analogami. Ciekawe, ze wlasnie
Bismut i Witten zostali zaproszeni do wygloszenia wykladéw podczas cere-
monii wreczania medalu Abela (patrz [43]).

Skorzystam z wykladu Wittena [46], od ktérego pochodzi idea. Scislejsze
dowody mozna znalezé w pracach L. Alvarez-Gaumé’a [1] i E. Getzlera [29].

Klasyczny uklad fizyczny jest opisywany przez réwnanie rézniczkowe
zwyczajne (lagranzjan na T* M), za§ kwantowy uklad opisuje si¢ za pomoca
linjowego réwnania rézniczkowego czastkowego (operator Schrodingera).
Przy tym funkcjom na T*M sg przypisywane operatory liniowe w prze-
strzeni Hilberta stanéw ukladu. Ta odpowiednio$¢ prowadzi do ‘bozonowej’
(parzystej) mechaniki kwantowej. Ale istnieje tez ‘fermionowa’ (nieparzy-
sta) mechanika kwantowa. Klasycznym odpowiednikiem nieparzystej me-
chaniki kwantowej jest nieparzysta mechanika lagranzowska. na tzw. super-
rozmaitosciach.

Super-rozmaitos¢ rézni si¢ od rozmaitosci tym, ze oprocz zwyklych (pa-
rzystych) wspélrzednych z;, ¢ = 1,...,n, posiada takze nieparzyste wspodl-
rzedne 6;,7 = 1,..., N, ktére sg anty-przemienne miedzy sobg. Wtedy méwi
sie, ze super-rozmaito$¢ ma wymiar n|N. Przestrzen topologiczna (‘podscie-
lajaca’) jest taka sama dla rozmaitoSci i super-rozmaitosci. Na przyklad,
taks super-rozmaitoscia jest RMY z CO(RUVN) = C*°(R") ® A*RN . Innym
przykladem jest IIT'M, wiazka nad M z wiéknami (T, M)°™ traktowanymi
jako czysto nieparzyste przestrzenie wymiaru 0|n; tutaj II oznacza zmiane
parzystosci.

® Dotyczy to réwniez mnie, chociaz chyba nie mozna mi zarzucié¢ braku staran.
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Kwantyzacja na super-rozmaitosci polegalaby na przypisywaniu parzy-
stym wsp6irzednym i pedom (parzystych) operatoréw mnozenia i pochod-
nych czastkowych, za$ zmienne nieparzyste powinny przechodzié na (niepa-
rzyste) operatory z algebry Clifforda dzialajace na spinory.

Typowe super-dzialanie ma postaé

(4.30) sx)=- [ dtdB% (@(t) + OV, o — 0i(t)) |

R11
gdzie RU' = {(t|) : t parzyste, 0 nieparzyste}, X = z(t) + ¢ (t) : R —
IITM = {(z|¢) : = parzyste, ¥ nieparzyste}, (-,-) jest metryks Riemanna
na M, a V koneksjg Levi-Civity. Ponadto [ df jest tzw. calkg Berezina:
Jdo-1=0, [df-0 = 1. Poniewaz 9% = 0 (antyprzemiennosé), to (4.30)
mozna przepisaé w nastepujacej postaci

(4.31) S(z,v) = 2f (112 = (Viah, 1)) dt = ——fdtcw( )QX(t)>
11
gdzie -
)

Q=202

jest (nieparzystym) polem wektorowym generujacym przeksztalcenia super-
symetrii (mieszanie zmiennych przystych z nieparzystymi). Mamy Q%X =
-%X , co odpowiada (parzystej) hamiltonowskiej ewolucji.

Réwnania Eulera-Lagrange’a przyjmujg posta¢ V,QX = 0 lub (réwno-
waznie)

Vi =0, R(d)a x)¢ = V1,

gdzie R jest krzywizng. Tutaj odpowiednikiem parzystej przestrzeni sym-
plektycznej T*M jest przestrzeh n*IIT M, gdzie w : T*M — M jest rzuto-
waniem.

Odpowiednikiem parzystej przestrzeni Hilberta L?(M) jest przestrzen
H = L2?(FE) przekrojéw wiazki spinorowej E = E+* & E~ (z wiléknem S =
S* @®S5~). Jest to super-przestrzeh Hilberta H = H* @ H~, H* = L?(E*),
czyli z Zo- gradacja. W super-przestrzeni Hilberta mamy super-slad trg =
tr |’H+ — tr [’H' .

Poniewaz Q? odpowiada hamiltonianowi H w przypadku klasycznym,
to kwantyzacja @ powinna daé operator Diraca Dp;,. (patrz [46]). Indeks
operatora Diraca wyraza si¢ zatem jako super-§lad,

(4.32) tanDpir = tre™PH,
s
Nastepny etap dowodu polega na wyliczeniu super-§ladu operatora e=8#

dla malych B. To wyliczenie dokonuje sie za pomoca calek po trajektoriach
(typu Feynmana). Rozwaza si¢ super-symetryczne petle X = (z,9) : S —
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IITM, gdzie S = {(t|f) : t € Rmod B}. Wtedy zachodzi nastepujacy
super-analog odpowiedniego wzoru Bismuta:

(4.33) tsr e PH = f DzDipe~S@¥)
{x}
gdZIe D oznacza miary funkcjonalne (typu Wienera). Przeskalowanie ¢’ = St,
= 1/+/B daje analogiczny wzér jak w (4.33), tylko z pewna stalg przed
calk@ Jixy 12 super-dzialaniem S = 34 Iy (122 = (Vep,9)) dt

Stala nie jest dla Wittena grozna, gdyz zalezy tylko od wymiaru n (i od
B), a jego interesuje tylko wiodacy wyraz asymptotyki przy 8 — 0. Tego
typu stale pojawiaja sie réwniez dalej. W rezultacie kohicowy wynik bedzie
okreslony z dokladnoscia do czynnika niezaleznego od rozmaitosci, ktory
wyznacza si¢ na podstawie przykladéw.

Dla matych 3 dziatanie staje sie duze i catka powinna by¢ liczona metoda
fazy stacjonarnej, czyli z wyréznieniem wkladu pochodzacego od otoczen
punktéw krytycznych. Punkty krytyczne dzialania odpowiadajg zamknie-
tym geodezyjnym w M. Przy tym geodezyjne o minimalnym dzialaniu, to
stale geodezyjne, czyli z(t) = xo, ¥(t) = 0.

Bierzemy zaburzenia z(t) = zo++/Ba(t), ¥(t) = o+v/Bn(t) i wyliczamy
czes¢ kwadratowy w S wzgledem zaburzenia. Wynosi ona I + I, gdzie

1 1 1

b= [ (1 - g (R ed) ) d = =5 [ oo i

0
(tutaj R(z/;o,z/zo) # 0, bo 1y jest nieparzyste).
Catka funkqonalna f {( m} DaDne~11(8)~L(1) zapisuje sie w postacn ilo-

czynu |, (a} € v f () €% Przy czym ta ostatnia catka znowu daje pewna
stala zalezng tylko od wymiaru n. Za to pierwsza calka jest gaussowska i
wynosi

(4.34) f Dae™"*(*) = [det Dp(zo, %)) /?,
{a}
gdzie
(4.35) Dpr = Dg(xo,%0) = & lR(zbo,%bo)—c-l--
’ a2 2 dt

Wyznacznik operatora Dg, R € so(n), liczymy metodg regularyzacji Ray’a—
Singera (patrz punkt 6A ponizej). Dg dziala na przestrzeni odwzorowan
a:S! —» R™ z zerowa $rednia, [ a = 0. Niech n = 2! i rozlézmy T, M na 2-

wymiarowe podprzestrzenie V; takie, ze Ry, = (_(; _ Oéj ) . Wektory wlas-
2

ne operatora D sa postaci Y v;e?" kit v, € V;, k; € Z )\ 0, z warto§ciami
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l 0

wlasnymi (2mk; )27k, ;. Zatem v/det D = [] [H (2rk)* (1+ (ﬁg,;)?)].
j=1 lk=1

Tloczyny [](27k)* regularyzuje si¢ przy pomocy (-funkcji, np. Y (ck)* =

exp(—4 om0 (k) ™) = exp(~42 (¢(5)e™)]=o0). Pozostaje

l co -1
a; 2 _ Qa; / 2 _ A -1
const~j_1:11 LEII (1 + (m) )] = const-{H W} = const-A(R)™",
gdzie A jest A-genusem.

Ale R zalezy od zo i 1o, a pamigtamy, ze w metodzie fazy stacjo-
narnej trzeba sumowaé wklady od poszczegblnych punktéw krytycznych.
W naszym przypadku powinni$my jeszcze scatkowaé [det Dg(xo, wo)]’l/ 2 =
const - A(R) po super-rozmaitosci IITM. Przy tym wszystko jest tak wy-
kombinowane, zZe nieparzyste skladowe g ;, jako funkcje na IIT,, M, sg ele-
mentami dx; € T, M, a calka Berezina po IIT;, M jest stala. Zatem wyraze-
nie R(to, o) trzeba zastapi¢ 2-forma 3 R;j(zo)dz; A dz;. Te forme nalezy
jeszcze wstawié do A(R) i odpowiednig n-forme dopiero wycatkowaé po M.
Dostajemy

(4.36) tan Dy = C - f A(R),
M

plus wyzsze potegi 8. Tutaj C jest pewna stala , ktéra moglaby by¢ postaci
C13¥, ale poniewaz wynik jest skoficzony i niezerowy, to v = 0 i C zalezy
tylko od n = 2L.

Istnieje definicja klas Cherna (i Pontriagina) poprzez krzywizng koneksji
w wiazce E (patrz [31], [36]). JeSli R jest 2-forma (o wartosciach w End(FE))
krzywizny tej koneksji, to zachodzi wzér
%tr R - %itrR/\R-i—...,
gdzie poszczegdlne skladniki sa zamknigtymi formami i sg traktowane jako
klasy kohomologii de Rhama. Zatem [ A(R) = </1(M ) [M]>, czyli mamy
twierdzenie o indeksie z dokladnoscig do stalej C. Z przykladéw wynika,
ze C = 1. W [1] w analogiczny spos6b policzono indeksy operatoréw Dgy
iD,.

Wzér (4.36) jest przykiadem tzw. lokalnego twierdzenia o indeksie. In-
nym przyktadem jest wzér Gaussa-Bonneta 2re(M) = [, u K dla powierzch-
nii ze skalarna krzywizna K.

(437)  o(E) = det(1+—R) =1+

Ciekawa, jest tez praca Atiyaha [6], gdzie wykonano podobne rachunki jak
powyzej, ale przy wykorzystaniu nie przyblizonego rozwinigcia metoda fazy
stacjonarnej, tylko pewnego dokladnego wzoru Duistermaata i Heckmana
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[27] przy zalozeniu dzialania grupy S!. Tutaj S! dziala na petlach S — M
poprzez przesuwanie argumentu. W ten sposéb Atiyah unika super-symetrii.

5. Uogdblnienie twierdzenia Lefschetza. Wymiar skoficzenie wymia-
rowej przestrzeni wektorowej, to $lad operatora identyczno$ciowego. Zatem
naturalnym uogdlnieniem indeksu analitycznego operatora eliptycznego be-
dzie

tr Tg — tr TF,
gdzie Tg : I'(E) — I(E), T : I'(F) — I'(F) sa operatorami liniowymi
zgodnymi z D, tzn. Tr oD = D o Tg.
rozwazy¢ kompleks eliptyczny
(5.1) E:0—T(E)3r(ENS ... P2 D(E) — 0
taki, ze (i) D41 0 D; = 0 oraz (ii) ciagg symboli

ai(x7f)
Ei,a: - Ei+1,:x: - ...

jest dokladny dla wszystkich z € M i ¢ € Ty X \ 0, gdzie o; sa symbolami
operatoréw rézniczkowych D;. Wtedy grupy kohomologii H*(E) kompleksu
(5.1) sa skoficzenie wymiarowe.

Dalej, jeSli mamy endomorfizm T = (T3);  , kompleksu E,
T; : T(E;) — T(Eiq),
(52) T:i+1 o D,; = D,‘ o} n,

to definiujemy jego liczbe Lefschetza jako

(5.3) L(T) =) (-1)'tr HY(T),
=0

gdzie HY(T) : H'(E) — H'(E) sa odpowiednimi odwzorowaniami w ko-
homologiach. Przypusémy teraz, ze endomorfizm T = (T;) jest zwiazany
z pewnym gladkim odworowaniem f : M — M oraz ze potrafimy utoz-
samiaé cofniete wigzki f*E; z wigzkami E; za pomoca homomorfizméw
v; : f*E; — E;. Wtedy mamy endomorfizmy T; = ¢; o f* : ['(E;) — I'(E;).
Jesli przy tym zachodzg komutowania (5.2), to dostajemy endomorfizm kom-
pleksu E. .

Zal6zmy na koniec, ze odwzorowanie f posiada tylko niezdegenerowane
punkty stale, tzn. det(1 — f’(p)) # 0, jesli f(p) = p (1 nie jest wartoscia
wlasna f'(p)).

M. Atiyah i R. Bott [AB1, AB2] udowodnili, ze w tej sytuacji liczba
Lefschetza endomorfizmu 7" wyraza si¢ wzorem

(5.4) LT)= ) vp),

f(p)=p
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gdzie indeks punktu stalego wynosi

S(=1)Htr iy
5.5 v(p) = :
(53 )= (et — 7o)l
za$ endomorfizmy ¢; , : F; , — E; , sa ograniczeniami ¢; do widkien E; ;.

Wzér (5.4) jest uogdlnieniem klasycznego twierdzenia Lefschetza L(f)=
S(-Dfer (£ HM) = H(M)) = 50, indy(f), gdzie indy(f) jest
indeksem pola wektorowego = — f(z). Istotnie, bioragc jako E kompleks de
Rhama z rézniczkami zewnetrznymi jako D; oraz z T; = f*, znajdujemy

v(p) = |det(1 — f'(P))| 7" Y (=D tr fHIATy M

det(1 - f'(p)) _ . ,
= aa@ - pe et e
W przypadku zespolonym zachodzi analogiczne twierdzenie. Zalézmy,
ze mamy holomorficzne odwzorowanie f : M — M zespolonej rozma-
itoéci, mamy holomorficzng wigzke E nad M i holomorficzny izomorfizm
@ : f*E — E. Jeéli zdefiniujemy endomorfizmy H*(f) = ¢* o f* na grupach
kohomologii H*(M,O(E)), to zachodzi wzér

(5.6) S0 H(f) = ) vl),
f(p)=p

gdzie

(5.7) v(p) = —— L2

detc(1 - f'(p))

Jako przyklad zastosowania wezmy holomorficzne odwzorowanie f po-
wierzchni Riemanna M i trywialng wigzke liniowg E. Wtedy wzor (5.6) daje
1= HOYf) = 3 (p)=p I:fl—,(—ﬂ, gdzie H%!(f) jest indukowanym homomor-
fizmem na H>'(M) = H (M, O).

Heurystyczne uzasadnienie wzoru (5.6) jest nastepujace (patrz [40]), ale
écisty dowdd jest inny. Sprébujmy policzyé nastepujacy ‘Slad’ tr p o f* :
['(E) — ['(E) = H°(M,O(FE)). Wkiad do niego wnosza jedynie infinitezy-
malne otoczenia punktéw stalych odwzorowania f. Zatem liczymy $lad od-
wzorowania na przestrzeni kietkéw przekrojéw s : U — E, gdzie U jest oto-
czeniem punktu stalego p. Z algebraiczno-formalnego punktu widzenia prze-
strzen kietkéw, to E,®STpM, gdzie ST, M jest symetryczna algebry (wielo-

mianéw na T, M). Tutaj tr (¢ o f*|E, ® STEM) = trpp {2 St ( f;(ST;M)] :
Jesli \; sa wartosciami f'(p), to 2, tr (f31STy) = Sk, k. Ao Nk =
ﬁ (1— X))~ =1/ (det(1 — f'(p))). Czesto okazuje sie, ze HI (M, O(E)) =0

i=
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dla 7 > 0. W tych przypadkach powyzsze rozumowanie daje witasnie wzér
(5.6).

Ciekawym przykladem zastosowania twierdzenia Atiyaha-Botta jest in-
terpretacja formuly Weyla
eiA

wew al;lo(l - e*za)

w terminach (5.6). Tutaj x, jest charakterem pewnej specjalnej reprezen-.
tacji p : G — Aut(V)) zwartej grupy Liego G. Jest to reprezentacja indu-
kowana z 1-wymiarowej reprezentacji torusa maksymalnego T' C G okre-
$lonej przez tzw. miodszg wage A € Hom(T,S?) (z charakterem e**). Su-
mowanie w (5.8) odbywa si¢ po elementach grupy Weyla W = N(T)/T,
gdzie N(T) = {n€ G:n"'Tn =T} jest normalizatorem torusa maksy-
malnego T, a dzialanie elementu w € W na funkcje F zadaje si¢ wzorem
(w- F)(h) = F(n~1hn), gdzie n € N(T) reprezentuje element w.

Przestrzen V) reprezentacji rozktada si¢ na sume l-wymiarowych prze-
strzeni niezmienniczych wzgledem T, ktérych wagi sa > A (patrz [40] i [9]).
Podobnie, kompleksyfikacja algebry Liego g€ grupy rozklada si¢ na algebre
Cartana b (czyli styczna to T') i 1-wymiarowe podprzestrzenie niezmiennicze
T (wzgledem dolaczonego dzialania), ktérych wagami sa pierwiastki o alge-
bry. Pierwiastki dodatnie a > 0 wygodnie jest wyobrazaé sobie jako odpo-
wiadajace gérno-tréjkatnym macierzom (np. gdy g¢ = SL(n,C)), a ujemne
a < 0 — dolno-tréjkatnym.

Rozmaito§¢ M = G/T mozna traktowal jako zespolong rozmaitosé¢
Gc/B, gdzie Gc jest kompleksyfikacja grupy, a B jest grupa Borela (‘gér-
no-tréjkatnych macierzy’). Modul V) zadaje wiazke liniows Ex nad M (oraz
Va = H°(M, O(E))), natomiast f jest indukowane przez dzialanie typowego
elementu g € T na G/T (mnozenie z lewa). Punkty stale odwzorowania
f odpowiadaja elementom w grupy Weyla. Przestrzen kostyczna do G/T
utozsamia si¢ z nilpotentng podalgebra n* algebry Liego g, odpowiadajaca
dodatnim pierwiastkom a > 0. Wtedy wartosci wlasne dzialania g € T na
nt, to 9 o > 0.

Z lewej strony w (5.8) mamy x» = tr p(g) = tr (g|H°(M, O(E,))); do-
wodzi sig, ze HI(M,O(E,)) = 0 dla j > 0 (patrz [9] i [40]). Zatem wzér
Weyla wynika ze wzoru (5.6).

6. Regularyzacja wyznacznikéw, (-funkcje i n-funkcje

A. Wyznaczniki i dzeta-funkcje. Przy wyliczaniu calek funkcjonal-
nych typu [, Dpe~(A##) gdzie X jest nieskoficzenie wymiarowa przestrze-
nig, a A > 0 operatorem linowym (typu laplasjanu), pojawia si¢ koniecznosé
wyliczenia wyznacznika operatora A (patrz punkt 4G).
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W przypadku skoficzenie wymiarowego operatora A > 0 mamy det A =
A1 ... A\, gdzie A; > 0 sa jego wartoSciami wlasnymi. Mozemy bezpiecznie
przepisa to w postaci

d 1 '
log A — 0
(61) detA = GZ i = exp ('* —‘! ( E }\_j) Is:O) =€ Cal ),

gdzie
1
(6.2) Cals) =2 5
j

jest (-funkcjg operatora A.

W przypadku nieskoficzenie wymiarowym wyrazenie [ | A; zwykle nie ma,
sensu. Ale (-funkcja jest dobrze okreSlong funkcja zespolong, przynajmniej
dla duzych Res. Istotnie, gdy operator ma posta¢ A = D*D + DD*, to
mamy

1 o0

ts—-l t —tA .
B B f re "dt

0
Ponadto, korzystajac z rozwiniecia Seeley’ego (4.28), widzimy, ze (a(s) jest
meromorficzng funkch na plaszczyZnie zespolonej z mozliwymi biegunami
w punktach s = —2m, k=-n-n+1,-n+2,.
Przy s — 0 mamy I'(s) = (1 +...), a wiec CA( ) = lims_,o s - Up(A) -

(6.3) Cals) =

fo ts~1dt = Up(A) jest skoficzone. To oznacza, ze funkcja {a(s) jest ho-
lomorficzna w otoczeniu s = 0 i na dobrze zdefiniowang pochodna ¢} (0).
Witasnie w tym sensie wzor

(6.4) det A = ¢=¢'(®

definiuje wyznacznik operatora A.
Obecnie nosi on nazwe regularyzacji Ray’a-Singera i jest powszechnie
uzywany w fizycznej i matematycznej literaturze (patrz 7], [46]).

B. Torsja Reideimeistera—Franza i torsja Ray’a—Singera. Praw-
dopodobnie wlasnie od pracy D. Ray’a i I. Singera [41] rozpoczelo sig sto-
sowanie zregularyzowanych wyznacznikéw. Jej autorzy uzyli tych wyznacz-
nikéw do zdefiniowania tzw. analitycznej torsji (lub torsji Ray’a-Singera)
w nastepujacej sytuacji.

Niech M bedzie rozmaitoécig riemannowska. Zal6ézmy, ze jest dana re-
prezentacja p : w1(M) — O(m) grupy podstawowej. Wtedy p zadaje wigzke
F nad M z wiéknemR™. Mamy snopy £(E) = & ® E form réznicz-
kowych o wartoéciach w E i operator d rézniczki zewnetrznej; oczywiscie
d? = 0, bo wigzka jest plaska. Niech d* bedzie operatorem sprz¢zonym do
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d wzgledem iloczynu skalarnego na £*(E). Mamy laplasjany A = dd* + d*d
i Ay = Alrge(p))- Zrébmy jeszcze nastgpujace istotne zatozenie:

(6.5) 0 nie jest wartoscig wlasng dla A

(czyli wszystkie A; > 0). Zauwazmy, ze zalozenie (6.5) oznacza znikanie
wszystkich kohomologii de Rhama o warto$ciach w E (nie ma form harmo-
nicznych).

Torsjg Ray’a—~Singera nazywamy wyrazenie

_ (VaetAy)' (Vdetds)” ...
T (VA (VA Ay)

gdzie wszystkie wyznaczniki sg zdefiniowane wzorem (6.4). Ray i Singer
w [41] udowodnili, ze T, jest niezmiennikiem rozmaitosci M i reprezentacji
p; np. nie zalezy od metryki. W nastepnej pracy [42] wprowadzili analityczng
torsje dla zespolonych rozmaitoéci; wzér jest ten sam, tylko A = 89* 4 0*0.

W [41] Ray i Singer wysuneli hipoteze, ze T,(M) pokrywa sie z torsja
Reidemeistera (lub Reideimeistera—Franza) zdefiniowana nastepujaco. Niech
K bedzie rozbiciem symplicjalnym M i K jego nakryciem uniwersalnym,
na ktérym grupa podstawowa m; = m (M) = m(K) dziala za pomocs
przeksztalcen nakrywajacych. Wtedy grupy tancuchéw Cq(f( ) s modulami
nad algebra grupowa R(m ). Definiujemy nastepujacy kompleks taficuchowy
C:Cp — Cp_1 — ... zlozony z R(m; )-moduléw Cy = Cy(K, p) = R* ®g(yr,)
C'q(K' ). Zakladamy, ze

(6.7) kompleks C jest acykliczny,

(6.6) T, (M

czyli dokladny (z zerowymi grupami homologii). )

Niech ¢, bedg wybranymi bazami w C,. Wybierzmy bazy b, w B, =
0Cy41 1 niech Bq_l C C, beda takimi ukladami niezaleznych elementow, ze
db,_; = b,_,. Zalozenie (6.7) implikuje, ze b, = (Bq,f)q_l) tez jest baza
w C,. Niech [bg|c,] = |wyznacznik zamiany baz|.

Torsja Reideimeistera, to
— [bllcl] . [b3|C3] e

[bolco] - [balcs]. ..

Mozna jg przedstawic takze w nastgpujacej postaci
(VaetAg)' (VdetAg)’ ...
2 ?
(y/det Ag)o (/detAS)" ...
gdzie tzw. kombinatoryczne laplasjany Af = A°|c; sa wyznaczone za po-

mocg A¢ = 9T+ 09", a 8" jest macierza transponowang do macierzy
odpowiadajacej 0 w bazie ¢ = (cg,...,Cpn)-

(6.8) To(M)

To(M) =
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Ray i Singer wysungli przypuszczenie, ze T,(M) = 7,(M). Te hipoteze
po6zniej niezaleznie udowodnili J. Cheeger [25] i W. Miiller] [38].

C. Eta-niezmiennik i asymetria spektralna. Dotychczasowe nie-
zmienniki rozmaito$ci zwigzane z indeksami pewnych operatoréw eliptycz-
nych byty nietrywialne tylko dla rozmaitoéci o parzystym wymiarze (izop = 0
na nieparzystowymiarowych rozmaito$ciach). Jak zdazyliémy si¢ przekonad,
te niezmienniki sg zwigzane z dzeta-funkcja operatoréw eliptycznych dru-
giego rzedu; na przykiad, iz, (d + d*) = (g=a(0) — (aa~(0).

Na rozmaitoSciach o nieparzystym wymiarze istnieja eliptyczne opera-
tory rézniczkowe pierwszego rzedu, ktére sa samosprzezone, ale zbidr ich
wartosci wlasnych rozcigga si¢ od —oo do +00. Na przykiad,

(6.9) Ap=(~1)P* s dp+ (~1)Pdx g, ¢€EP(M),
dim M = 4k — 1.

Dla takich operatoréw M. Atiyah, V. Patodi i I. Singer [APS] wprowadzili
nastepujaca 7-funkcje
(6.10) na(s) =S sign(3) - I\,

A0

suma po wartoéciach wlasnych A. Podobnie jak dzeta-funkcja, na(s) prze-
dluza sie meromorficznie na cala plaszczyzne zespolona. Ponadto, takze
n4(0) jest skonczone.

Wilaénie n4(0) okazuje si¢ by¢ niezmiennikiem topologicznym rozma-
itoci (dla odpowiedniego A). Na przyklad, dla operatora (6.10) zachodzi
nastepujacy wzér (patrz [APS])

(6.11) (1) = [Li(p(Y)) = (-1)*+1n4(0),
Y

gdzie Y jest 4k-wymiarows rozmaitoScia taka, ze M = 0Y (i lokalnie YV
jest izometryczna z M x [0,1)), 7(Y) jest sygnatura formy przecig¢ na
H?*(Y, M), za$ Ly jest L-genusem Hirzebrucha. Wiasnos¢ n4(0) # 0 nosi
nazwe asymetrii spekiralnej.

W pracy [12] znaleziono zastosowanie wzoru podobnego do (6.11) w anali-
tycznej teorii liczb. Pewien szereg postaci L(s) = }_ , sign(N(u)) - [N (w)|°
(tzw. L-szereg), gdzie u przebiega pewna krate w danym rozszerzeniu alge-
braicznym ciala liczb wymiernych, a N(u) jest jego norma, jest analogiczny
do szeregu w (6.10). Hirzebruch postulowal, a M. Atiyah, H. Donnelly i I.
Singer udowodnili, ze L(s) wyraza si¢ wzorem analogicznym do (6.11) dla
pewnej specjalnie dobranej rozmaitosci M.

7. Fizyka matematyczna. Jak na jednego z czolowych matematykéw
swoich czas6w, Atiyah bardzo péZno zainteresowal sig fizyka (Singer byt duzo
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bardziej aktywny na tym polu). Prawdopodobnie przyczyng by} brak pro-
bleméw pochodzenia fizycznego, ktére by ‘pasowaly’ do jego zainteresowan
i dodwiadczen (ktdre wywodzg si¢ z K-teorii i geometrii algebraicznej).

A. Instantony. Taki problem pojawil si¢ w polowie lat 70-tych ubie-
glego stulecia. W 1975 r. A. Belavin, A. Polyakov, A. Schwartz i Y. Tyupkin
(23] znalezli przykiady nietrywialnych globalnych rozwigzan réwnai Eulera—
Lagrange’a dla lagranzjanu Yanga-Millsa. Powstalo pytanie, jak znalezé
wszystkie rozwigzania. Matematycy, na czele z Atiyahem, rozwigzali ten
problem w sposéb naprawde imponujacy. Prawdopodobunie byla to ostat-
nia spektakularna demonstracja intelektualnej przewagi matematykéw nad
fizykami.

Warto dodaé, ze pola Yanga—Millsa stanowia uogdlnienia pola elektro-
magnetycznego i okazaly sie bardzo uzyteczne przy klasyfikacji czastek ele-
mentarnych, np. w teorii Weinberga-Salama stabych oddzialywan i w chro-
modynamice kwantowej (patrz [47]).

Dzialanie rozwazane przez fizykéw, to funkcjonal energii

(7.1) S(4) = % [1Fpdte,
R4

gdzie F = Y Fydz, Adzy, Fp,, = 0,A, — 0, AL+ [AuNA) = [V AV,
jest forma krzywizny koneksji V,, = 0, + A,dzx, trywialnej wigzki E' nad
R?* z widknem C? i z grupa strukturalng SU(2) = Sp(1). (Tutaj krzy-
wizna jest oznaczana przez F, a nie przez R, jak w punkcie 4G.) Zatem
Az), p=1,...,4,1 F(z), p,v = 1,...,4, sg elementami algebry Liego
su(2) = {(f_% —fa) ca€eR P e (C}. Ponadto |F|* = — 2ouw tT (Fu)?,

czyli lagranzjan wynosi
(7.2) = % \F?VOL = —tr F A F,

gdzie * jest gwiazdks Hodge’a: xdxi Adzy = drsAdzy, *dziAdzs = drgNdza,
xdzy A dzy = dxy A dzs. Zauwazmy, ze *2 = id na A2R* oraz, ze (4,B) =
— tr (AB) jest dodatnio okreslona forma Killinga na su(2).

Jesli A + a jest wariacja koneksji (a = §A male), to wariacja krzywizny
jest F + 6F, §F = V A a i wariacja dziatania wynosi 6§ = — [(F,[V Aa]).
Poniewaz V = d + A i d* = — * d*, oraz niezmienniczos¢ formy Kil-
linga (4, [B,C]) = —([B, 4],C) implikuje (ada)* = — * ada*, wigc mamy
0§ = [(V*F,a), gdzie V* = — % Vx. Zatem réwnania Eulera—Lagrange’a
przyjmujg postaé tzw. réwnan Yanga-Millsa

(7.3) V A*F =0.
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Z drugiej strony tozsamos$¢ Jacobiego w su(2) implikuje nastepujaca toz-
samo$é Bianchi

(7.4) VAF=0.
Koneksja A nazywa si¢ samodualng (odpowiednio anty-samodualng), jesli
F=%F (odp. F=—xF).

Jest zatem oczywiste, ze samodulane i anty-samodualne koneksje tworza
rozwigzania réwnan Yanga-Millsa. Poniewaz zmiana orientacji prowadzi do
zmiany * — —x%, to samodualne koneksje przechodza na anty-samodualne
i odwrotnie.

Dla fizykéw istotne jest, aby energia pola byla skoficzona, czyli aby |F(z)|
malalo dostatecznie szybko przy |z| — oo. To oznacza, ze blisko nieskon-
czonoéci potencjal A(x) mozna sprowadzié do niemal zera za pomocy od-
powiedniego cechowania, czyli zamiany y — g(z)y zmiennych we widknach
E,. Taka zamiana prowadzi do A(z) — g7 *Ag+g~tdgi F — g~ 1Fg.

Zatem zakladamy dodatkowo, ze A(z) ~ g~ !(z)dg(z) przy |z| — oo,
gdzie g(x) € SU(2). W szczegblnosci, mozemy okreslié odwzorowanie g :
83 — SU(3), gdzie S3 jest sfera o duzym promieniu R, a SU(2) ~ $3. Za-
klada sig, ze stopien tego odwzorowania jest niezerowy; oznaczamy go przez
k. Okazuje sie, ze tego typu dane prowadza do koneksji w pewnej wigzce
nad S* = R* U oo, ktérg dalej bedziemy oznaczaé przez E, ale ktéra juz nie
jest trywialna. Dokladniej, £ ma nietrywialny tzw. topologiczny tadunek

1
(7.5) k= 8—7;5! tr (F A F),

czyli k = (—c2(E), [SY]) = 1 (p1(E), [S*]). Przypomnijmy, ze ¢(E) = det(1+
EF)=14c+co+...,8dziec; = 3=tr F = 0ize py(E) = ¢ — 2c,.
Zatem p; (E) = 2k.

Jesli rozlozymy krzywizne na cze$¢ samodualng i anty-samodualng,

(76) F = F+ +F_,
to mozemy napisac '
(7.7) S=|FIP +|1F-|, 8n’k=[lFF| - |l F°

Zatem rozwigzania samodualne (odpowiednio anty-samodualne) realizujg
minimum S przy warunku (7.5) dla £ < 0 (odpowiednio dla k > 0). Nazy-
wamy je odpowiednio instantonami i anty-instantonami.

Zadanie (z ktérym fizycy sobie nie poradzili) polega na znalezieniu wszy-
stkich anty-samodualnych koneksji modulo przeksztalcenia cechowania o za-
danym (dodatnim) tadunku topologicznym.

Ponizej przedstawiamy te koneksje. Potem nakreslimy schemat dowodu,
ze sa to wszystkie rozwiazania.
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Bedziemy uzywadé zmiennych kwaternionowych z = x1 +4x5 + jzz + kx4,
ze sprzezeniem T = z; — T2 — jx3 — kg, z modulem ]:(:]2 = zZ, z czescig
urojong Imz = 3 (x — Z) = izs + jz3 + k74 i 2z whasnoscia Tg = § - Z. Wtedy
algebre Liego su(2) utozsamiamy z ImH :

s (i 0 (01 Lo, (0
0 —i) J -1 0)° i 0/

Potencjal koneksji A(z) = ) A, (y)dz, bedziemy zapisywaé jako Im{ f(z)dz}
=1 {f(a:)dw - dcT:f(:r;)}

Zauwazmy, ze dr A dT = —2[(dz1 A dzgy + dzs A dzg)i + (dzy A dzs +
dzy Adxs)j + (dxe Adzs + dzg Adzs)k] ma skladowe tylko samodualne, czyli

*xdx A dT = dx A dZ. Za to forma dZ A dx jest anty-samodualna.
Rozwiazanie Belavina i jego kolegdw jest nastepujace:

Zdx _ 1) Zdx —dzx

z krzywizng
dz A dz

1+ [=[2)?
A wiec A jest anty-instantonem. Ponadto z (7.8) wynika, ze dla duzych |z|
mamy A(z) ~ Imz~1dz = ¢~ 'dy, gdzie p(z) = z/|z| mierzy ‘faze’ kwater-
nionu; zatem jego tadunek topologiczny wynosi k = deg ((p : 5% — 53) = 1.
Aby dostaé instanton, trzeba przyjaé A = Im {zdz/(1 + |z|*)}.

Anty-instanton (7.8) ma ‘érodek masy’ w z = 0 i znormalizowang ‘am-
plitude’. Zmieniajac srodek masy i amplitude dostaniemy 5-parametrowa
rodzing anty-instantonéw

(Z — a)dz

Zauwazmy teraz, ze gwiazdka Hodge’a dzialajaca na 2-formach w 4-
wymiarowej przestrzeni jest niezmiennicza wzgledem konforemnej zmiany
metryki. RzeczywiScie, pomnozenie metryki g przez A powoduje pomnoze-
nie elementu objetosci VOL = /det gd'z przez A%, zaé na T*M metryka
jest dana przez g—'. Podobnie lagranzjan Yanga-Millsa jest konforemnie
niezmienniczy.

Stad wynika, ze réwnania (anty-)samodualnoéci mozna przenie$é na S4,
uzwarcenie H przy pomocy rzutu stereograficznego. Z drugiej strony, S*
mozna potraktowaé jako kwaternionows przestrzeh rzutows HP'. Tutaj dzia-
ta grupa PSL(2,H) przeksztalcen Mdbiusa. W szczegblnosci mamy 5-para-
metrows rodzine przeksztalcen

(7.11) z—Ab-—2z)"', A>0, bell

(7.9) F=dA+ANA=

}, >0, acH
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Okazuje sig, ze zamiast (7.10) wygodniej jest przedstawiaé wszystkie anty-
instantony z k = 1 za pomocg podstawienia (7.11) w (7.8).

Te wlasnosé mozna zastosowaé do skonstruowania pewnych anty-instan-
ton6éw dla dowolnego k > 0 :

(7.12) Alz) = Im{%}’

gdzie
(7.13) u(z) = [A\B-2)"]".
Tutaj A = (A1,...,A¢) jest wektorem utworzonym z kwaternionéw, B jest

symetryczng k X k macierza utworzona z kwaternionéw, zaé C* = C'T (zatem
u(z) jest wierszem, a u*(z) jest kolumna). Ponadto wymaga sie, aby:

(I) B*B + A*X byla rzeczywista k x k macierza (dla (7.11) to jest spel-
nione);

(IT) uktad réwnah (B — )€ = 0, A6 = 0 w HF mial tylko zerowe rozwia-

zanie, czyli rzad (k+1) x k macierzy ( Bi x) byl maksymalny dla dowolnego

z € H (dla (7.11) tak jest).
W (7.13) wystepuje pewna niejednoznaczono$¢: jesli

(714) N =¢XT, B' =T !BT, gdzieqeH, |q/=1, T € O(k),

to para (X, B’) zadaje taki sam potencjal (7.12).

Okazuje sie, ze wzory (7.12), (7.13) z warunkami (I) i (II) i relacjg réwno-
waznosci (7.14) opisuja wszystkie anty-instantony z ladunkiem topologicz-
nym k. Latwo policzy¢, ze to rozwigzanie zalezy od 8k — 3 parametréw.

Jest to trescig twierdzenia udowodnionego przez M. Atiyaha, V. Drin-
felda, N. Hitchina i Yu. Manina [13] i nazywa si¢ ADHM-konstrukcja.

Jego historia jest réwniez dosy¢ pouczajgca. Najpierw M. Atiyah, N.
Hitchin i I. Singer [14] policzyli, ze ogélne rozwigzanie powinno zaleze¢ od
8k — 3 parametréw. Potem M. Atiyah i R. Ward [21] nakreslili schemat
zastosowania geometrii algebraicznej i transformacji Penrose’a do znalezie-
nia ogdlnych rozwigzan. Na koniec, w 3-stronicowej notatce [13] w Physical
Letters pokazano, ze powyzsze rozwigzania sa kompletne i ze opisujq si¢
w terminach algebry liniowej. Wszystko to dzialo sie okolo roku 1977. Ale
detale dowodéw zostaly wyjawione $wiatu znacznie pdzniej, przy czym oks-
fordczycy zrobili to niezaleznie od moskwiczan. Atiyah [3] opublikowal je
w 1979 r w Pizie, gdzie mial wyklady. Manin zamieécil je w swojej ksigzce
[35] wydanej w 1984 r. w Moskwie (po rosyjsku).6

8 Przyznaje sie, ze usilowalem czytaé ksigzke Manina; niestety nie bylem w stanie jej
zrozumieé. Z wyktadami Atiyaha (ktére sa dosyé trudno dostepne) zapoznalem sig dopiero
przy pracy nad tym artykulem; w pierwszej chwili bylem nimi zachwycony, dopiero pézniej
zaczely sie pojawiaé pewne problemy i niescistosci (o ktérych szal).
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PrzejdZzmy do dowodu zupemosci rozwigzan (7.12)-(7.13).

Najpierw dowodzi sig, ze przestrzen moduli takich rozwigzan ma wymiar
taki sam jak liczba parametréw, ktore znalezliSmy. Dla tego celu rozwaza
sie nastepujacy kompleks eliptyczny

(7.15) 0— E%g) B L g) 2 e2(g) — 0,

gdzie £7(g) = £7(S*) ® g sa snopami j-form o wartoéciach w wigzce g
algebr Liego (stowarzyszong z wigzka E o ladunku topologicznym —k),
Dy =V =d+ Ag jest pochodng kowariantng z samodualnym potencjalem
Ay, za$ D, jest zlozeniem pochodnej kowariantnej i rzutowania na przestrzen
anty-samodualnych form. Indeks analityczny tego kompleksu, to h®—h!+h2,
gdzie A = dim ker Dy = 0 (bo na S* nie ma globalnych V-ptaskich przekro-
jow dla typowego Ag), h! = dim (ker D;/Im Dy) jest wymiarem przestrzeni
deformacji Ag modulo dzialanie infinitezymalnych przeksztalcen cechowania
oraz h? = dim coker D;. (Zatem liczymy wymiar przestrzeni moduli instan-
tonéw, ktory jest taki sam jak wymiar przestrzeni moduli anty-instantonéw.)
W [14] dowodzi sig, ze h? = 0; sprowadza si¢ réwnanie Dy = 0 do réw-
nania (A + %R) ¢ = 0, gdzie R > 0 jest krzywizna skalarng sfery. Teoria
deformacji Kuranishiego méwi, ze jedli h% = 0, to infinitezymalne deforma-
cje odpowiadaja faktycznym deformacjom, czyli ze h! = dim M jest wy-
miarem przestrzeni moduli instantonéw M. Z drugiej strony, indeks anali-
tyczny kompleksu (7.15) wylicza sie w terminach topologicznych i wynosi
on pi(g) + dimG - (B° — &' +b2), gdzie p1(g) jest liczbg Pontriagina wigzki
g (i wynosi —8k w naszym przypadku) zas b° — b! + b2 = 3(e(M) — 7(M))
jest indeksem kompleksu 0 — £° — £ — £2 — 0 (i wynosi 1 w na-
szym przypadku); (bzr i b2 sa wymiarami przestrzeni form samodualnych
i anty-samodualnych w H32p(M)). Odsylam czytelnika do [14] po wiecej
szczegbiow.

Wiemy zatem, ze znalezione rozwigzania tworzg peina rodzine, czyli wy-
pelniaja jaka$ skladows przestrzeni moduli M. Ale moglyby istnie¢ inne
skladowe i to nalezy wykluczyé. W tym celu nasz problem bedzie zamieniony
na odpowiedni problem wigzek holomorficznych nad CP? i rozwiazany przy
uzyciu kohomologii snopéw.

Najpierw przedstawimy wzory (7.12) —(7.13) w jednorodnej postaci. Uzy-
jemy wspélrzednych jednorodnych (z:y) w HP', tzn. ¢ = (z : 1) € H.

i m) zastapimy przez

Macierz (B
(7.16) v=v(z,y) =Cz+ Dy =

gdzie Cy, Dy s3 wymiaru 1 x k, a Cy,D; maja wymiar k x k; dla y = 1,
Co =0, Dy = )\, C; = —1i D; = B mamy poprzednia macierz. Zalozenie
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(IT) oznacza, ze v(z,y) ma maksymalny rzad dla (z,y) # (0,0). Zatozenie (I)
jest zastgpione nastepujacym zalozeniem

(7.17) macierz p? ;= v*v jest rzeczywista i dodatnia.
Wezmy reprezentacje biegunowa v(z,y) = Vp. Latwo sprawdzié, ze operator
Q@ = VV* jest ortogonalnym rzutem na k-wymiarowg podprzestrzen Fi.,)
(w HF41) i 2e V*V = 1.

Niech macierz U wymiaru (k + 1) x k bedzie taka, ze
(7.18) U'v=0 UU=L1
Wtedy operator P = UU™* jest rzutem na 1-wymiarowa podprzestrzen E ;.
= Fé;y). W przypadku v = (Biw) bierzemy U = (—ul) o, 02 = (1+
w*u)~!, u* = A(B — z)~1. Wtedy potencjal (7.12) zapisuje si¢ w postaci
A=0c"1Im{U*dU} o — o~ do, czyli jest réwnowazny z potencjatem

(7.19) A=Im{U*dU} = % {(U*dU — dU*U} .

Koneksja okreslona za pomoca (7.19), gdzie U jest takie, ze P = UU™ jest
rzutem, a U*U = 1, jest naturalng koneksja indukowang przez rzutowanie
z H**! na podprzestrzen E(g.y)- Tutaj podprzestrzenie E;.,) tworza wigzke
E nad HP! i jej przekroje sa postaci f = Ug, g : HP' — HF*!, 22§ Vf =
P(df) = UU*d(Ug) = u[dg + U*(dU)g]. Z drugiej strony, mamy tozsamos¢
0= d(U*U) =dU*U + U*dU, co daje Vf = Uld + Alg.

Nietrudno takze zobaczyé, ze wigzka F z widknami F,.,) jest sumg &k
wigzek izomorficznych z tautologiczna wiazks Hopfa nad HP!. Stad wynika,
ze klasa Pontriagina wigzki E wynosi 2k.

W nastepnym kroku zamieniamy zmienne kwaternionowe na zespolone.
Zatem wprowadzamy przestrzenie Z = C2k+2 (z HF+! ), W = C* i zmienne
z = (z,y) € C*(~ H?). Rozwazamy odwzorowania

(7.20) B(z): W — Z,

B(z) = Z? B,z; takie, ze dla kazdego z # 0 obraz U, = B(z)W jest k-
wymiarowy. Odwzorowanie (7.20) jest zwigzane z v(z,y) w (7.16) w na-
stepujacy sposéb. Wezmy przestrzeh W ®c H = HF. Odwzorowanie (7.20)
cheemy przedltuzyé do dwu-liniowego odwzorowania B : H? ® HF — HF*!.
Przypomnijmy, ze H = {¢1 + j¢2} = {(¢1,¢2)} = C? i ze mnozenie przez j
dziala w nastepujacy sposéb: (¢1,¢2)j = (—(2,{1). W analogiczny sposéb
mnozenie przez j dziata na Z = HF*! i na H?. To mnozenie indukuje au-
tomorfizm o na Z taki, ze 02 = —1, oraz inwolucje¢ o na Cp3 (bo j2 = -1
w C!). Na H? ® H* mnozenie przez j nie jest automatyczne, bo mamy
c(z®@w) = (2@ w)j = z® jo(w) = o(z) ® o(w), gdzie o jest pewna
inwolucja na W (0% = 1). Zaklada sig, ze B jest zgodne z o, tzn.

B(o(z) ® o(w)) = 0B(2 @ w)
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i dlatego jest postaci Cx + Dy (jak w (7.16)).
Ponadto na Z mamy niezdegenerowana anty-symetryczng forme

[u,v] = (u,0v) = (u, jv),
gdzie (u,v) = Re(uv*) jest zwyklym iloczynem hermitowskim. Nastepne
zalozenie mowi, ze
(7.21) przestrzenie U, sg izotropowe wzgledem [, -].

To ostatnie zalozenie odpowiada zalozeniu (7.17).

Odwzorowanie (7.20) i warunek (7.21) stanowia wstepne dane do tzw.
konstrukcji Horrocksa [33] pewnej 2-wymiarowej wiazki holomorficznej nad
CP3. Punktowi (2) = (21 : 21 : 23 : 24) € CP® przypisujemy dwie podprze-
strzenie U(,) (wymiaru k) i U(Oz) (wymiaru k + 2) przestrzeni Z (wymiaru
2k + 2)), przy czym U(Oz), to przestrzefi polarna do U,). Ktadziemy

(7.22) Ey = Ul /U

W ten sposéb dostajemy wigzke E — CP3, ktora jest holomorficzna, ale
ktéra moze nie by¢ lokalnie trywialna (bo dim E,;) mégiby podskoczy¢).
Okazuje sig, ze nad prostymi (rzutowymi) £,y C cp? laczacymi (2) i (02)
wiagzka ma 2-wymiarowe wldkna, a nawet ograniczona wigzka EI ¢, — £, jest
trywialna.

Zatem koneksja anty-samodualna nad S4, ktorg skonstruowahsmy po-
przednio, doprowadzita do algebraicznej wigzki E nad CP3. Powstaje pyta-
nie, czy dla kazdej anty-samodualnej koneksji nad $* mozna skonstruowaé
analogiczng wiazke nad CP>. Okazuje sie, ze tak i do tego celu wykorzystuje
si¢ tzw. transformacj¢ Penrose’a.

Transformacja Penrose’a jest to zespo6l kilku rozwidknien, ktére stuza
do zamiany pél na R* (lub na przestrzeni Minkowskiego) na algebraiczne
obiekty na zespolonej przestrzeni rzutowej. Najwazniejszym z tych rozwlok-
nien jest odwzorowanie (kwaternionowe rozwidknienie Hopfa)

(7.23) CP? — HP', (2) — (21 + 227 : 23 + 247),

z wiéknem CP!. Przypomnijmy, ze mnozenie przez j indukuje inwolucjg o
przestrzeni CP3.

W CP? mamy proste rzutowe. Sa one numerowane przez zespolony Grass-
mannian 2-wymiarowych plaszczyzn w C*, ktéry mozna przedstawié w po-
staci hiperpowierzchnii stozkowej Q w CP®. Jedli Dij = ZiY; — T;Y; 83 wspol-
rzednymi Pliickera na A2C?, to

(7.24) Q = {p12P34 + P13P42 + P14p23 = 0}

(kwadryka Kleina) odpowiada rozktadalnym elementon A2C* postaci u A v,
generujacym plaszczyzny Cu+Cuv. Inwolucja o dziala réwniez na przestrzeni
prostych, czyli na Q. Jej zbiér punktéw stalych zadaje podrozmaitosé¢ w @
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dyfeomorficzng z S*. Te proste (niezmiennicze wzgledem o), to dokladnie
widkna wigzki (7.23). Nazywamy je prostymi rzeczywistymi.

Okazuje sie, ze wigzki E nad S* (z wiéknem C?) wyposazone w anty-
samodualng koneksje mozna podnie$é do 2-wymiarowych wiazek E nad CP3.
Przy tym dostaje sie holomorficzne wigzki wyposazone w koneksje zgodne
(na ile to mozliwe) ze strukturg holomorficzng i strukturg unitarna; w kaz-
dym badz razie s3 typu (1,0) i ich krzywizna jest forma typu (1,1). Ponadto
ograniczenia wiazki E nad prostymi rzeczywistymi w CP? sy trywialne.

Teraz chcialoby sie, aby wigzka E powstala z konstrukeji Horrocksa. Do
tego celu autorzy [13] wykorzystuja pewne twierdzenie Bartha [Bar], ktére
moéwi, ze tak rzeczywiscie jest, jesli dodatkowo zalozyc

(7.25) HY(CP3, E(-2)) = 0.

W [3] jest nawet przytoczony dowdd tego twierdzenia.
W przypadku wigzek pochodzacych od anty-samodualnych koneksji nad
S4 elementy ® € H(CP?, E(—2)) sa traktowane jako pewne funkcje ¢ na
S4. Rzecz w tym, Ze po ograniczeniu do rzeczywistych prostych £ C CP? (nad
kt6rymi E jest trywialne) mamy H'(¢, E(—2)) = E(,) ® H*(CP', O(-2)) =
éz) ® C (z dualnosci Serre’a). W ten sposéb dostajemy pewna wigzke nad
S* postaci E® N, dim N = 1, i ¢ jest jej przekrojem. Pokazuje sie, ze ¢
spelnia réwnanie (V*V + $R)p =0, R > 0. Zatem ¢ = 0 i (7.25) zachodzi.

Na, zakonczenie tego punktu warto dodaé, ze w podobny sposéb rozwia-
zano problem monopoli w R3. Po definicje i szczegdly odsylam czytelnika
do zbioru [37].

B. Anomalie i indeks. W kwantowej teorii pola fizycy czesto napoty-
kajg sie na tzw. anomalie, np. chiralna anomalia, konforemna anomalia.

Istota anomalii polega na tym, ze przy kwantowaniu pewnych pél uzywa
si¢ calek typu feynmanowskiego, z ktérych najprostsze sa typu gaussow-
skiego od nieskonczonej liczby zmiennych. Wtedy trzeba liczyé wyznacz-
niki nieskoficzenie wymiarowych operatoréw typu operatora Laplace’a. Je-
dyng rozsadng metoda wyznaczania takich wyznacznikéw jest regularyzacja
Ray’a-Singera det A = e~¢a(% (opisana w poprzednim rozdziale). Niestety,
przewaznie okazuje sie, ze pewne wlasnosci symetrii lagranzjanu przestajg
by¢ zachowywane.

Na przyklad, przy kwantowaniu pola elektromagnetycznego lub pola
Yanga—Millsa chcialoby si¢ jako§ uwzglednié¢ symetri¢ wzgledem nieskon-
czenie wymiarowej grupy przeksztalcenn cechowania. Mozna wybierac cigcie
w przestrzeni p6l transwersalne do orbit grupy cechowania, ale zaden taki
wybdr nie jest kanoniczny, a przejscie od jednego ciecia do innego wigze sig¢
z liczeniem nieskofczenie wymiarowego wyznacznika. Jednym slowem, sag
trudnosci.
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W pracach [4], [5] i [20] Atiyah i Singer proponuja podejécie do tego
problemu za pomocg teorii indeksu rodziny operatoréw eliptycznych. Na
przyktad, jesli mamy rodzing D, operatoréw eliptycznych zaleznych od pa-
rametru y € Y, czyli mamy operator D : ['(E) — I'(F) zwiazany z wigzkami
nad M XY (eliptyczny w kierunku M), to wirtualna wiazka ker Dy, —ker D}
tworzy element grupy K(Y), ktéry moze byé nietrywialny.

Inna mozliwo$¢ to i,,D, = 0 i dla typowego y € Y mamy ker D, =
ker D = 0. W pewnych punktach dimker Dy, moze podskoczyé. To od-
powiadaloby temu, ze pewien wyznacznik, lokalnie skonczonego wymiaru,
zeruje si¢ w yo. Z powodu nietrywialnosci wiazki £ nad M x Y czesto nie
mozna zdefiniowaé tego wyznacznika globalnie.

Inna ewentualno$é, to niemozliwosé wyboru zgodnej fazy dla wyznacz-
nika operatora Diraca zaleznego od parametréow.

C. Topologiczna teoria pola i wielomian Jones’a. Topologiczna
teoria pola w wymiarze d przypisuje (patrz [7]):

— przestrzen Hilberta H(X) kazdej zwartej d-wymiarowej rozmaitosci %,

- wektor Z(Y') € H(X) kazdej (d + 1)-wymiarowej rozmaitoéci Y z brze-
giem X.

Powyzszy funktor spelnia nastepujace aksjomaty:

Al (inwolutywnosé) H(X*) = H(X)*, gdzie * oznacza rozmaitos¢ z od-
wrdcong orientacjg lub sprzezong przestrzen;

A2 (multyplikatywno$¢) H(X; U Xy) = H(Z:) ® H(X2);

A3 (acznosé) jesli Y powstalo z Y7 1 Ys, Yy = E1UE, i1 0Y, = £5UL;,
przez sklejenie wzdluz ¥, to

Z(Y) = 2Z(Y1)Z(Ys) € Hom (H(Z1), H(22)) = H(Z1)" @ H(Z2);

A4 H(@) = C;

A5 Z(Z x [0,1])) = id € Hom (H(X), H(X)).

Idea wprowadzenia tego funktora pochodzi od kwantowania pél ¢ : Y —
M z dzialaniem S(¢) = [, £(¢) metoda catek funkcjonalnych. Wtedy H(Z)
jest przestrzenig Hilberta ograniczen pdl na ¥, za$ element macierzowy ope-
ratora Z(Y'), 8Y = % U Ly, na wektorach 91, 2, (Z(Y)91,12), jest inter-
pretowany jako suma statystyczna

fp¢e—i5(¢),

gdzie calkowanie odbywa si¢ po polach ¢ z ustalonymi wartoSciami na
brzegu.

Dla d =0 i M = R* mamy zwykls mechanike kwantowg z H(punkt) =
L?*(M). Dlad =11i M rozmaito$é Calabi-Yau mamy teori¢ strun. Atiysha
interesuje przypadek d = 2.
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Zauwazmy, ze asjomat A5 implikuje, ze dzialanie dyfeomorfizméw
z Dif(¥) na H(X) zalezy tylko od ich klas izotopii. Ponadto, jesli Y jest
rozmaitodcia zamknieta, to Z(Y) jest po prostu liczbg, ktéra stanowi nie-
zmiennik rozmaitosci. Rozcigcie Y = T x S wzdluz cigcia ¥ x {1} prowadzi
do wzoru dim H(X) = Z(X x S1); dlatego tez w [7] zaktada sie, ze przestrze-
nie H(X) sa skoficzonego wymiaru. '

Dla d = 2 rozwaza si¢ takze relatywng topologiczng teorie pola. Tutaj
w powierzchnii ¥ wyréznia si¢ uklad P = (P,,...,P,) puktéw P; € X.
Przy tym kazdy punkt P; jest brany ze znakiem + lub — i jest z nim
stowarzyszona pewna reprezetacja A; pewnej grupy Liego G. Takiej tréjce
(Z,P,A), A = (A1,...,A) jest przypisana przestrzen Hilberta H(Z, P, \).
3-wymiarowe rozmaitoéci Y sa wyposazone w sploty L = (L4,...,L;) zlo-
zone z weztéw L; C Y kazdemu wezlowi L; jest przypisana reprezentacja p;
grupy G. Brzeg tréjki (Y, L, u), to (2, P,A) = (0Y, 0L, p|aL), przy czym je-
$li punktowi QQ odpowiadala reprezentacja v, to punktowi —Q odpowiada re-
prezentacja v*. Takiej tréjce przypisuje si¢ wektor Z(Y,L, u) € H(Z, P, A).

Aksjomaty topologicznej teorii pola implikujg pewne relacje, ktére przy-
pominaja relacje typu Alexandera—Conway’a z teorii wezléw. W szczegdl-
noéci, dla Y = $% i G = SU(2) i standardowej 2-wymiarowej reprezentacji
p = p; dla wszystkich L; suma statystyczna Z(Y,L, u) okazuje si¢ Scisle
zwigzana z tzw. wielomianem Jones’a splotu L; definicje wielomianu Jones’a
czytelnik znajdzie w [7].

Powstaje problemn skonstruowania modelu spelniajacego powyzsze aksjo-
maty. Witten [45] zaproponowal dzialanie Cherna-Simonsa

2

1
(7.26) S(A)_Es[tr (A/\dA+§A/\A/\A),

gdzie A jest koneksja w trywialnej (G-wigzce nad Y, oraz

Z(Y,L,u) = [DASH [T Wy, (4).

W ostatnim wzorze tzw. pgtla Wilsona Wi, (A) jest Sladem w reprezentacji
p; operatora holonomii Mony,(A) koneksji d + A wzdiuz drogi L; (przesu-
niecie réwnolegle). Poniewaz w (7.26) mamy calke funkqonalnzg, to teoria
Wittena nie jest Scisla w sensie matematycznym.

Atiyah w [7] podjal prébe uscilenia tej teorii. Udalo mu sie skonstru-
owaé przestrzenie Hilberta H(Z, P, A) uzywajac 6-funkcji i przestrzeni mo-
duli wigzek wektorowych nad X. Niestety, podstawowy problem okreslenia
wektora Z(Y,L, ) pozostal niewyjasniony.
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