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J. ZABCZYK (Warszawa.)

Wazniejsze wydarzenia w teorii proceséw stochastycznych

Niniejszy tekst jest rozszerzeniem wykladu wygloszonego na Zjezdzie
PTM w Lodzi w 2002 roku w serii Najwazniejsze wydarzenia w mojej dzie-
dzinie. Intencjg wykladu bylo sformulowanie waznych i typowych wynikéw
teorii proces6w stochastycznych w taki sposéb, by matematycy pracujacy
w innych dziedzinach mogli je bez trudu zrozumieé. Z powodu ograniczen
czasowych prezentacja nie podaje dokladniejszych informacji o dowodach
i technicznych trudnosciach pojawiajgcych sie w teorii.

Wstep. Teoria proceséw stochastycznych stanowi jeden z najwazniej-
szych dzialéw teorii prawdopodobienstwa. Przypomnijmy, ze podstawowymi
obiektami teorii prawdopodobienstwa. sa przestrzenie mierzalne, miary pro-
babilistyczne i zmienne losowe. Przestrzen mierzalna (§2,F), sklada sie ze
zbioru §2 i o-ciala F podzbioréw 2. Rodzina F podzbioréw {2 nazywa si¢
o-cialem, gdy spelnia nastepujace warunki:

i) jezeli A€ F,toi A€ € F,
ii) jezeli Ay, As,... € F, to Ul A, € F.

Waznym przykladem o-cial sa o-ciata borelowskie B(E), czyli najmniej-
sze o-ciala podzbioréw przestrzeni metrycznej F, zawierajace wszystkie jej
podzbiory domkniete. Miara probabilistyczna P jest funkcja dzialajacs z §2
w [0, 1] taka, ze P(£2) = 1 i dla rozlgcznych zbioréw Ay, A, ... € F,

-+00 +00
P (U An) =Y P(An).

n=1 n=1
Tréjka (£2, F,P) nazywa sie przestrzenig probabilistyczng. W zastosowaniach
zbidr {2 reprezentuje wszelkie mozliwe wyniki (realizacje) badanego lub ob-
serwowanego zjawiska. Zbiér F utozsamia si¢ czesto ze stwierdzeniami, ktére
o danym zjawisku mozna wypowiedzie¢. Miara P zwiazuje ze zdarzeniami-
stwierdzeniami liczby, ktére mierzg szanse, ze opisywane stwierdzeniami sy-
tuacje beda mialy miejsce. Zmienna losowa to dowolne odwzorowanie mie-

rzalne X z jednej przestrzeni mierzalnej (§2, F) w inna (E, £), czyli odwzo-
rowanie X takie, ze

{w:X(w)eT}eF, jezelitylko I'eE.
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Najczesciej rozpatruje si¢ zmienne losowe przyjmujace wartoéci w zbio-
rze E skofczonym lub w przestrzeni euklidesowej E = R?. Wazny jest przy-
padek, gdy E jest przestrzenig Banacha, w szczegdlnosci przestrzeniag C[0, T
rzeczywistych funkeji cigglych okreslonych na przedziale [0, 7). Calki (Le-
besgue’a) ze zmiennych losowych

f X (w)P(dw)
n

oznacza sie symbolem EX i nazywa si¢ wartoSciami oczekiwanymi.

Proces stochastyczny X (t), t € [0,T], to rodzina zmiennych losowych
okreslonych na ustalonej przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) i o warto-
$ciach w ustalonej przestrzeni mierzalnej (E, ). Trajektorig procesu X jest
kazda funkcja zmiennej ¢ postaci X (¢,w), dla jakiego§ w. Najczesciej rozpa-
truje sie procesy rzeczywiste, wtedy E = R', lub wektorowe, wtedy E = R¢.
Wazne klasy proceséw przyjmuja wartosci w przestrzeniach Hilberta i Ba-
nacha.

Najwazniejsze wydarzenia w teorii proceséw stochastycznych rozgrywaly
si¢ wokét procesu Wienera nazywanego réwniez ruchem Browna. Drugim co
do waznosci jest proces Poissona. Sg to reprezentanci dwoch réznych Swia-
t6w: proceséw o cigglych i niecigglych trajektoriach. Pierwszy z nich pojawit
sig¢ w pracy L. Bacheliera [1] z 1900 roku po$wigconej analizie cen na gieldzie
paryskiej. Pigé lat pdzniej postuzyt on A. Einsteinowi [14] i M. Smoluchow-
skiemu [36] do modelowania ruchéw Browna. Proces Poissona i pokrewne
mu procesy pojawily sie na poczatku XX wieku w zwigzku z analizg prac
central telefonicznych [15] i badaniem zmienno$ci kapitatu firm ubezpiecze-
niowych [27]. Rok 1900 mozna uwaza¢ za moment powstania teorii proce-
séw stochastycznych. Wraz z aksjomatyka teorii prawdopodobiefistwa. [23]
w 1933, zasadniczym twierdzeniem o istnieniu procesu stochastycznego i
abstrakcyjnej definicji warunkowej wartosci oczekiwanej, teoria proceséw
stochastycznych stala si¢ czescig matematyki. Pierwsze monografie przed-
miotu to Processus stochastiques et mouvement brownian P. Lévy’ego [26]
z 1948 i Stochastic processes J. L. Dooba [11] z 1953 roku.

Formowanie si¢ matematycznych podstaw teorii prawdopodobienstwa
i teorii procesé6w stochastycznych dokonywalo sie jednoczesnie z budowa-
niem ogélnej teorii miary [40]. Pojecie o-ciala pojawilo si¢ w 1898 w pracy
Boréla [3], w ktérej wprowadzil on pojecie zbioréw borelowskich. W 1902
H. Lebesgue w [25] konstruuje teori¢ miary i catki wzgledem klasycznej
miary na R¢. To, ze teoria Lebesgue’a moze zostaé przeniesiona na abs-
trakcyjne przestrzenie mierzalne, zauwazyl M. Fréchet w 1915 [17]. Za-
sadnicze twierdzenie C. Carathéodory’ego o rozszerzaniu miar pojawia sie
w jego ksigzce [5] z 1918 roku. W 1930 roku O. Nikodym [31] podaje
abstrakcyjny dowdd twierdzenia nazywanego dzisiaj twierdzeniem Radona~
Nikodyma o rozkladzie miar. W tym momencie budowanie abstrakcyjnej
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teorii calki i miary zostalo zakonczone. Jej systematyczny wyklad zostal
zaprezentowany, po raz pierwszy, w monografii S. Saksa [34] z 1930 roku
(francuskie ttumaczenie z jezyka polskiego w 1933 roku). Bardziej specjalne
rozdzialy tej teorii, jak miary na przestrzeniach liniowych, zostaty rozwiniete
juz w latach pieédziesiatych i sze$¢dziesiatych.

Teoria prawdopodobienstwa i teoria proceséw stochastycznych przez dtu-
gi czas nie cieszyly si¢ powazaniem matematycznego establishmentu. W swej
historii matematyki z 1960 roku N. Bourbaki [4] nie zauwaza ich jeszcze, cho-
ciaz obszerny rozdzial poswieca catkowaniu, a rozwinigta teoria proceséw ist-
niala juz od prawie trzydziestu lat. W nastepnym wydaniu z 1984 roku [4]
znajduje sie rozdzial zatytulowany Calkowanie w przestrzeniach nielokal-
nie zwartych. Podkredlona w nim zostala waznoé¢ miary Wienera i teorii
Prochorowa miar na przestrzeniach polskich (czyli metrycznych, o$rodko-
wych i zupelnych). Zauwaza si¢ w nim, ze miary takie pojawily sie dzieki
teorii proceséw stochastycznych. Miary na przestrzeniach lokalnie zwartych
i w szczegblnosci na lokalnie zwartych grupach staty sie wazng czescig mate-
matyki znacznie wczesniej. N. Bourbaki pisze: ,, Perhaps the reason for the
late influence of these developments on measure theory must be sought in
the relative isolation of Probability Theory, which remained on the margin
of traditional mathematical disciplines until recent times”.

Na zakonczenie wstepu przytocze interesujaca opinie D. Mumforda, wy-
bitnego specjalisty z geometrii algebraicznej pracujacego od kilkunastu lat
w zastosowaniach teorii prawdopodobienstwa. W artykule zatytulowanym
The dawning of the age of stochasticity [30] pisze on, ze: ,We argue that
stochastic differential equations are more fundamental and relevant to mo-
delling the world than deterministic equations. [...] Instead of focussing on
describing the pathologies of the strange attractors to which the classical
solution tends asymptotically, the center of attention is now the existence of
an invariant probability measure in which almost all solutions spend their
whole lives”.

W oméwieniu skoncentruje si¢ na nastepujacych tematach: 1) proces
Wienera, 2) proces Poissona, 3) twierdzenie o istnieniu, 4) martyngaly,
5) procesy Markowa, 6) réwnania Kolmogorowa, 7) réwnania stochastyczne,
8) rachunek Malliavina, 9) calka stochastyczna i matematyka finansowa,
10) procesy gaussowskie, 11) warunkowe wartosci oczekiwane i momenty
zatrzymania.

Autor dziekuje recenzentowi za uwagi © sugestie.

1. Proces Wienera. Przedmiotem zainteresowania L. Bacheliera byly
ceny akcji notowane na gieldzie paryskiej. Kazdego dnia ich przebiegi sa
rézne. Nie sposéb przewidzieé, jak beda wygladaly w przyszlodci. Mozna si¢
jednak pokusié¢, by wypowiadaé o nich sady mniej lub bardziej wiarygodne.



80 J. Zabcayk

Sady te wygodnie jest wypowiadaé w jezyku proceséw stochastycznych. Zi-
lustrujmy to na przykladzie. Niech X (t), t € [0, 1], oznacza cen¢ okredlonej
akcji po czasie t od otwarcia gieldy. Poniewaz mozliwe sa rézne przebiegi,
wigc powinni$my mieé na uwadze nie jedng funkcje X(t),t € [0, 1], ale calg
rodzine X (t,w), t € [0, 1], w € £2, potencjalnie mozliwych funkeji, przy czym
przedzial [0, 1] odpowiada czasowi otwarcia gieldy, na przyklad 8 godzinom.
Celem matematycznego opisu byloby przyporzadkowanie stwierdzeniom A
typu:

A: X(tl) (S [al,bl],...,X(tn) € [an,bn],

gdzie 0<t; <t <...<t, <1 a; <b, 1=1,...,n,

prawdopodobienstw ich zajicia, czyli pewnych liczb z przedziatu [0, 1], w spo-
sOb niesprzeczny i odzwierciedlajacy rzeczywisty stan rzeczy.

Zalézmy, ze (12, F,P) jest przestrzenig probabilistyczna i X (¢), t € [0, 1],
to rzeczywiste zmienne losowe. Wtedy zbiér

{w: X(t1,w) € [a1,h1],..., X (tn,w) € [an,bn]}
nalezy do F i dlatego liczba
P({w: X(t1,w) € [a1,b1],..., X (tn,w) € [an,bn]}),

ktéra jest prawdopodobieristwem zajscia A, jest dobrze okreslona. Wymaga-
nie, by rodzina F byla o-cialem, odpowiada zgdaniu, by operacje logiczne
na stwierdzeniach — zbiorach z F nie wyprowadzaly poza F.

L. Bachelier wprowadzil nastepujace postulaty, ktére powinien spetniaé
proces cen akcji:
i) cigglosé trajektorii: dla dowolnego w € 2, funkcje X (t,w),t € [0,1] sa

ciggle,
ii) niezalezno§é przyrostéw: dla dowolnych tp = 0 < t; < ... < t, <1

i dowolnych a; < b;,i=1,...,n,n=1,2,...

P({w : X(tiaw) - X(ti——hw) € [aiabi]a i=1,2,... 1”})
= [[P({w: X(t;,w) = X (ti-1,w) € [ai, b:]})
i=1

ili) jednorodno$¢ w czasie: dlat,h > 0,t+h <1ia <,
P({w: X(t+h,w) = X(t,w) € [a,b]})
=P({w: X(h,w) — X(0,w) € [a,b]}).

TWIERDZENIE (P. Lévy). Zaldzmy, ze X (t), t € [0,1], jest procesem sto-
chastycznym spetniajgcym warunki i), ii), iil). Istniejq wtedy stale o > 0
im € R takie, Ze:

i) albo o =0 i P({w : X(t + h,w) — X(t,w) =mh, t+ h < 1}) =1,
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i) albo o > 0 i dla dowolnych a € R*, t,h >0, t+h < 1,

. z-mh)?
P({w : X(t + h,w) — X(t,w) < a}) = \/2:%_ jo”o o2

Proces spelniajacy warunki i), ii) i ili) nazywa si¢ procesem Wienera.
Prawdopodobienistwa zdan zwiagzanych z przebiegiem procesu Wienera sg
wiec funkcjami parametréw m i o i warunku poczatkowego X (0,w), w € 2.
Od tego momentu bedziemy zakladaé, ze X(O,w) =0,w € 2, m=0ic=1
i oznacza¢ proces Wienera przez W.

Zmienne losowe Z okreslone na (2, F,P) i o wartoSciach w (E, £) prze-
ksztalcajg miarg P okreslong na ({2, F) na pewng miare p na (E,E) w my$l
wzoru

pwl)=P({w:Z(w)eTl}), Tek&.
Ta nowa miara nazywa si¢ rozkltadem zmiennej Z. Dla probabilistéw na-
prawde interesujace sa wiasnie obrazy miar, a nie wyj$ciowa miara P.
Proces Wienera W mozna traktowaé jako odwzorowanie mierzalne z 2
w C|0,1], zadane wzorem:
w— W(,w),
ktérego wartoéciami sa trajektorie procesu. Nietrudno wykazaé, ze jest ono
odwzorowaniem mierzalnym. Obraz miary P przy tym przeksztalceniu, czyli
rozklad procesu Wienera na przestrzefi C|[0, 1], nazywa si¢ miarg Wienera.
Oznaczaé ja bedziemy symbolem py. Wiener udowodnil nastepujace, za-
skakujace wlasnosci miary Wienera pyy:
e Zbiér funkcji ciagltych okreslonych na przedziale [0,1], ktére w jakims
punkcie maja skonczong pochodna prawostronna, ma miare uw zero.
o Funkcje, ktére spetniaja warunek Holdera z wykladnikiem < %, tworza
zbiér pelnej miary Wienera.
e Funkcje, ktére spelniaja warunek Holdera z wykladnikiem %, tworza
zbiér miary zero.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie nic nie méwi o istnieniu procesu
Wienera. Biorac pod uwagg niezwyklo$¢ wlasno$ci miary Wienera, problem
istnienia staje si¢ bardzo istotny. W roku 1923 N. Wiener w pracy [39]
udowodnil istnienie takiego procesu. Dowdd opar! na opublikowanej nieco
wczesniej pracy Daniella [8]. Jest on niekonstruktywny. W 1934 Wiener wraz
z Paley’em podali dowdd konstruktywny, ktéry teraz naszkicujemy.

Rozpoczniemy od twierdzenia Steinhausa z 1922 [37].

TWIERDZENIE (H. Steinhaus). Niech A oznacza miare Lebesgue’a na
przedziale [0,1[. Dla dowolnej miary unormowanej v na (—oo,~+0o0) ist-
nieje taki cigg funkcji borelowskich (f,) na przedziale [0, 1], zZe dla dowolnych
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Qlyeeey O, m=1,2,.

AMw: filw) <ar, k=1 ﬁ ({w: fe(w) < ax})

Zauwazmy, ze trdjka ([0, 1[, B([0, 1[), v) jest przykladem przestrzeni pro-
babilistycznej i ze w tej przestrzeni funkcje fi,. .. sa, z definicji, niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie v kazda.

Na przyklad niech, dla ustalonej liczby naturalnej m, v bedzie miarg
taka, ze v{k} = L, k =0,1,2,..., m — 1. Dla dowolnej liczby w € [0,1]
niech f,(w) oznacza n-ty wspétczynnik rozwinigcia w wzgledem poteg m~!

Wtedy ciag (f,) ma wymagane wlasnosci.
Niech teraz ciag (fn) odpowiada mierze v:

() = e~ Fdz, I € B(—o00,+00).

1
Ve '1[
Paley i Wiener [33] udowodnili, ze wz6r

= V2
W(t,w) = fi(w)t+ Z fn+1(w)—ﬁ sinnwt, t€[0,1], we[0,1],

definiuje proces Wienera na przedziale [0, 1.

Konstrukcja, w ktérej funkcje trygonometryczne zostaly zastapione przez
klasyczng baze Schaudera w C]0,1], nalezy do P. Lévy’ego i Z. Ciesiel-
skiego [26] i [6].

2. Proces Poissona. Niech X (t), t > 0, oznacza liczbe zgloszen, ktére
naptynely do centrali telefonicznej w przedziale [0,t]. Erlang [15] zaktadat,
ze proces ten powinien spelniaé zalozenia ii) 1iii) z definicji procesu Wienera.
Zamiast postulatu cigglosci trajektorii zadat, by trajektorie byly funkcjami
niemalejgcymi, przyjmujacymi nieujemne wartosci catkowite i mialy skoki
réwne 1. Procesy takie latwo skonstruowaé. Okazuje si¢, ze ich rozklady
sg sparametryzowane parametrem A > (0. Niech v bedzie tak zwang miarg
wyktadnicza na [0, +00): '

v(dz) = Ae ™ dz

i niech fi, fa, ... bedzie ciggiem odpowiadajacym mierze v, ktérego istnienie
zapewnia twierdzenie Steinhausa. Wtedy proces

_ [0, gdyt< fi(w),
X(t’“’)”{k, gdy fi(w)+. 4 felw) <E< filw) 4+ frn ()
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jest procesem, ktérego istnienie postulowal Erlang. Poniewaz rozklady
zmiennych X (t) sa poissonowskie:
(At)*

P({w: X(t,w) =k}) = e-“—k—!, k=0,1,.

“ey

proces X nazywa si¢ procesem Poissona.

3. Twierdzenie o istnieniu. Jezeli X jest procesem stochastycznym
na [0,7] o wartoéciach w E, to dla dowolnego rosnacego ciagu liczb 0 <
t1 < ty < ... < t, < T dobrze zdefiniowany jest obraz miary P przez
odwzorowanie:

w— (X(t1,w),...,X(tn,w)) € E".
Obrazy te ... +,), ktére nazywa si¢ rozkladami skoriczenie wymiarowymi
procesu X, spelniajg oczywisty warunek zgodnosci:

u(tl,...,tn,tn.,.l)(rh RS P'n., E) = Hty,...,tn (Fla s )Fn)s Fi € 6) 1= 1) ceay T,
t1 <. <ty <tpya-
Nastepujace twierdzenie pochodzi z pracy Kolmogorowa [23]:

TwiIERDZENIE (A. Kolmogorow). Jezeli E jest przestrzeniq polskg i ro-
dzina rozkladow X = {ps,, . 4,):0<t1 <t2 <...<t, <T,n=12,...}
jest zgodna, to istnieje proces stochastyczny X, ktorego rozklady skoriczenie
wymiarowe sq identyczne z rodzing .

Twierdzenie to nie daje zadnej informacji o trajektoriach procesu. Ten
niedostatek kompensuje nastepne twierdzenie Kotmogorowa [35] z 1937 roku:

TwIERDZENIE (A. Kolmogorow). Jezeli E jest przestrzenig polskg z me-
trykg p oraz istniejg stale a > 0, € > 0, ¢ > 0 takie, zZe

E(p(X(t), X(s)))" < clt — s|'*¢, t,s€[0,T],

to istnieje proces X' o cigglych trajektoriach i o rozkiadach skoriczenie wy-
miarowych identycznych z rozkladami skoriczenie wymiarowymi procesu X.
Z tych dwu twierdzen wynika juz latwo istnienie procesu Wienera.

4. Martyngaly. Martyngaly wraz z procesami Markowa stanowig naj-
wazniejszg klase proceséw stochastycznych. Precyzyjna definicja martyngatu
pojawila si¢ w pracy [38] J. Ville w 1939, jednakze najwazniejsze twierdze-
nia teorii martyngaléw sg dzielem J. L. Dooba [11]. Martyngaly stanowia
wazny pomost pomiedzy teorig prawdopodobienistwa a klasyczng analiza.

Niech T bedzie podzbiorem przedziatu [0, +00), a F; C F, t € T rosnaca
rodzing o-cial: F; C Fs dlat < s, t,s € T. Méwimy, ze proces X jest
adaptowany, gdy dla dowolnego ¢ € T zmienna X (t) jest F; mierzalna. Niech
X(t), t € T, bedzie procesem adaptowanym o warto$ciach rzeczywistych
takim, ze [, |X(t,w)|P(dw) < 400, t € T. Proces X(t), t € T, nazywa
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sie martyngatem (odpowiednio nadmartyngalem, podmartyngalem), gdy dla
dowolnych s,t € T, s < t i dowolnych A € F;:

(1) Jx(sw)P(dw) = [X(tw)P(dw),
A A

(odpowiednio >, <).

Niech u bedzie funkcjg rzeczywista, a W(t), t € [0,+00) = T, rzeczy-
wistym procesem Wienera. Niech F;, t > 0, bedzie najmniejszym o-cialem,
wzgledem ktérego zmienne W(s), s < t, sa mierzalne. Proces

X(@) =u(W(t), t>0,

jest martyngatem, odpowiednio nadmartyngalem i podmartyngalem, wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcja u jest liniowa, odpowiednio wklesta i wypukla.

Przytoczymy dwa podstawowe twierdzenia Dooba [12]. Pierwsze to tak
zwane twierdzenie o zbieznoSci.

TWIERDZENIE (J. L. Doob). Jezeli X (t), t € [0, +00), jest prawostronnie
ciggtym nadmartyngalem takim, ze

sup E|X (¢)| < +oo,
20

to istnieje skonczona granica
lim X; =Xy, ElXs|<+oo.
t—+00

Na przyklad funkcja u(x) = m%,:g, z # 0, u(0) = +oo jest nadharmo-
niczna w R?, d > 3, i przez proste uogdlnienie wczeéniejszej uwagi o funk-
cjach wklestych, proces X(t) = u(a + W(t)), t > 0, dla dowolnego a # 0,
jest nadmartyngalem. Warunki twierdzenia sg spelnione i dlatego istnieje

granica
1

e T WO
Nietrudno zauwazy¢, ze Xo, = 0 z prawdopodobienstwem 1. Otrzymu-
jemy wiec nastepujacy rezultat. W przestrzeniach euklidesowych o wymiarze
> 3, trajektorie procesu Wienera uciekaja do nieskoficzonoéci. W wymiarach
d=11d = 2 nie ma dodatnich funkcji nadharmonicznych réznych od sta-
lej. Stad mozna wywnioskowaé, ze z prawdopodobienistwem 1 trajektorie
procesu Wienera na prostej i na plaszczyznie tworzg zbidr gesty.

Drugie twierdzenie dotyczy tak zwanych maksymalnych nieréwnosci
Dooba.

TWIERDZENIE (J. L. Doob). Jezeli proces X (t), t € [0,T], jest prawo-
stronnie cigglym martyngalem, to dla dowolnego p > 1

i/p P
E X ()P <
(B( 2 1xOP) " < 2

= Xoo-

1
sup (E|X()P)"?.
te[0,7] :
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Z twierdzenia tego wynika latwo nastepujaca klasyczna nierdwnosé Har-
dy’ego. Dla dowolnej funkeji f € L[0,1],ip > 1,

1 1/p 1
(Jleksfreafa) <25 ( Jiscora)
0 t 0

Wystarczy przyja¢ 2 = [0,1], F = B([0,1]), P = A — miara Lebesgue’a,
Fi =o([0,w)w < 2), t € [0,1],

f(w), w<t

1
i1—tff(u)ar,u, t<wg1
t

1/p

X(t,w) =

Proces X jest martyngalem i nieréwno$¢ Hardy’ego jest prostym wnioskiem
z nieréwnosci Dooba.

5. Procesy Markowa. Procesy Markowa sg naturalnym uogélnieniem
ukladéw dynamicznych w czasie cigglym. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze
przestrzenig fazowa (E, &) jest (RY, B(RY)). Potokiem na E nazywamy ro-
dzine odwzorowah F(t) : E — E taka, ze

F(t)(F(s)(z)) = F(t+s)(z), t,s>0, z€E.
Trajektorig potoku o stanie poczatkowym z nazywamy funkcje F(t)(z),
t>0.
Potokiem stochastycznym lub, inaczej, funkcjq przej$cia nazywa si¢ taka
rodzine Pt, t > 0, odwzorowan P! : E — P(FE), t > 0, gdzie P(E) oznacza

zbiér unormowanych, nieujemnych miar na (E, ), ze spelnione jest naste-
pujace réwnanie Chapmana-Kolmogorowa:

Pt+s(z,I) = fPt(x, dy)P*(y,I'), t,s>0, Tek.
E

Liczbe P'(z,I") nalezy interpretowaé jako prawdopodobiehstwo tego, ze
uklad przejdzie ze stanu = do zbioru I' w czasie t.

Potok deterministyczny jest szczegélnym przypadkiem potoku stocha-
stycznego. Wystarczy przyjac:

Piz,) = dpt)ay (), t2>0, z€kFE.

Wraz z potokiem (P!) definiuje sie indukcyjnie prawdopodobiefistwa przej-
§cia w chwilach 0 < t; < t3 < ... < t,, przez zbiory I3,...,I,, wzorem

Ptl,tg,.‘.,tn (.’I}, 111, . ’Fn) — an (.’D, dml)Ptz—tl,...,tn—tl (;1;1, F2, v ,Fn)-
In
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Odpowiednikiem trajektorii potoku deterministycznego jest proces Mar-
kowa. Jest to taka rodzina zmiennych losowych X(t), ¢ > 0, zadanych na
pewnej przestrzeni (£2, F,P), ze
i) X(O,w) =12z, we N
i) P{w: X(ti,w) e I}, i=1,2,... yn}) = Ploatn(g I, o 1),

Dzigki umiejetnemu zastosowaniu teorii zbioréw analitycznych i pojem-
nosci Choqueta stalo si¢ mozliwe sformulowanie gigtkiej definicji wlasnosci
Markowa. Ukoronowaniem rozwoju teorii ogélnych proceséw Markowa sg
monografie Dynkina [13] z 1959 oraz Blumenthala i Getoora [2] z 1968 roku.

Teoria proceséw Markowa jest &ciSle powigzana z teorig potencjatu.
Przedmiotem badan teorii potencjalu s klasyczne funkcje harmoniczne
i nadharmoniczne, w tym potencjaly miar oraz réine aspekty zagadnie-
nia Dirichleta. W chwili obecnej istnieje rozwinigta teoria potencjatu dla
réznych uogélnien klasycznego operatora Laplace’a A.

Potencjalem V nazywa si¢ liniowe odwzorowanie z przestrzeni Ck (F)
funkcji ciagltych o noénikach zwartych w przestrzen C(E) funkcji cigglych,
ktére funkcjom nieujemnym przyporzadkowuje funkcje nieujemne. Méwimy,
ze potencjal V spelnia zasade maksimum, gdy z tego, ze funkcja g = Vi
osigga maksimum w jakim$ punkcie z, wynika, ze p(z) > 0. Przykladem
potencjalu V jest potencjal newtonowski w wymiarze d > 3:

(2) Vo(z) = Cy J-(—y)mdy, T € RY.
2 1z =l

Ogdlniej, jezeli (P?) jest stochastycznym potokiem, to, przy spelnieniu na-
turalnych zalozen, wzoér

+00
(3) Ve(z) = [ P'a,dy)ey), z€F
0

definiuje potencjal spelniajacy zasade maksimum. Gdy (P?) odpowiada pro-
cesowi Wienera, otrzymujemy potencjal newtonowski. Okazuje sie, ze zacho-
dzi i twierdzenie odwrotne nalezace do Hunta [19].

TWIERDZENIE (G. A. Hunt). Dla kazdego potencjalu V spelniajgcego za-
sade maksimum na przestrzeni lokalnie zwartej E istnieje funkcja przejécia
(P?) taka, ze potencjal dany jest wzorem (3).

Dzieki probabilistycznej teorii potencjalu rézne klasyczne wyniki doty-
czace funkcji harmonicznych i ich granicznego zachowania uzyskaly glebsze
wyjaénienie.

6. Réwnania Kolmogorowa. W pracy [24] z 1931 roku Kolmogorow
udowodnil, ze jezeli prawdopodobiefistwa przejscia P!(z,-) majg dostatecz-
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nie regularne gestoéci pi(z,y), v € R%:

P(z,1) = [p(wy)dy, I'eBR'), t>0, myeR’,
r

to sg one identyczne z rozwigzaniami podstawowyini pewnego réwnania dy-
fuzyjnego,

@ 20,2) = ST Q@uwa(t0) + (F@)wat2)), >0, z€R,

z warunkiem poczatkowym u(0,z) = ¢(z), z € R%.

Réwnanie (4), w tym kontekscie, nazywa si¢ réwnaniem Kolmogorowa.
W réwnaniu (4), Q(x), z € R?, jest dodatnio okreslong macierza wymiaru
d x d, F pewnym odwzorowaniem z R* — R?, a rozwiazanie u dane jest
réwnoscia

u(t,z) = [Pz, v)e(v)dy, t>0, zeR.
R4
Jeszcze w latach trzydziestych usSwiadamiano sobie, ze réwniez bardziej
ogblne réwnania sg zwigzane z procesami Markowa. Jak pokazal P. Cour-
rege [7] w 1965, sa one postaci

t,) = 1 T Qehtaa(t ) + (&), 32 6, 2))

ot
+ f (u(t,m +y) —u(t,z) — @—11:“_’—([;"%))) v(z,dy),
Rd

u(0,z) = p(z), z€R t>0,
gdzie v(x, ), € R?, jest rodzing miar nieujemnych na R \ {0} takich, ze

[P Ayw(z, dy) < +oo.
R4

Mozna wiec powiedzieé, ze procesy Markowa sg opisywane przez tréjke cha-
rakterystyk, (Q(z), F(z),v(z,-),z € R?).

7. Réwnania stochastyczne. Problem konstrukcji procesu Markowa
z zadanymi charakterystykami postawil K. Ito na poczatku lat czterdzie-
stych. Rozwiazal je, przy pewnych dodatkowych zalozeniach, wprowadzajac
tak zwane réwnania stochastyczne, ktérych rozwinieta teoria pojawila sig
w 1951 roku w jego pracy [20]. Podamy konstrukcje Ito w przypadku, gdy
v(z,-) =0, z € R%. Ponizsze twierdzenie jest bardzo szczegdlnym przypad-
kiem teorii Ito.

TWIERDZENIE. Zaldzmy, ze Q(z) = Q > 0, x € R, F jest odwzo-
rowaniem lipschitzowskim, v(z,) = 0, z € R%, i ze W(t), t > 0 jest d-
wymiarowym procesem Wienera na przestrzeni probabilistycznej (12, F,P).
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Dla dowolnego z, w € {2, réwnanie
t
(5) X(tw) =2+ [F(X(s,w))ds +Q/*W(t,w), t>0,
0

ma dokladnie jedno rozwigzanie. Rozwigzanie to jest procesem Markowa
startujgcym z punktu x o charakterystykach (Q, F(z),0, z € R?).
Réwnanie (5) zapisuje si¢ symbolicznie:

dX = F(X)dt + QY% aw,
X(0) ==z.

Przypusémy, ze nadal v(z,-) = 0, z € R?, ale odrzuémy zalozenie, ze funkcja
Q(z), x € R?, jest stala. Okazuje sig, ze proces Markowa z charakterystykami
(Q(z), F(x),0;z € R?) mozna skonstruowaé jako rozwigzanie réwnania

X(t,2) =5+ [F(X(s,w))ds + [Q@2(X (s, w)aw (s,w),
0 0

ktére mozna otrzymaé metoda kolejnych przyblizen. Specjalnej uwagi wy-
maga wystepujaca po prawej stronie calka wzgledem procesu Wienera W.
Poniewaz trajektorie procesu W nie majg ograniczonej wariacji i trajekto-
rie rozwigzania X sg zaledwie holderowskie z wykladnikiem < %, to calki
tej nie mozemy zdefiniowaé jako klasycznej calki Stieltjesa. Tym niemniej,
z prawdopodobienistwem 1 istnieja granice

li7131 Z QI/Z(X(t?,w))(W( Hw) — W(tF,w))

ot

dla dostatecznie szybko zageszczajacego sie ciagu podzialéw (7). Fakt ten
stanowi klucz do ogdlnej teorii catki Ito.

Na og6l jednak miary v(z, -) sa rézne od zera. Nazywa si¢ je miarami sko-
kéw procesu. Na przyklad, gdy miary te sa takie same dla wszystkich z € R%:
v(z,-) = (), to o(I") jest $rednig liczba skokéw ze zbioru I', ktére pro-
ces wykonuje w przedziale jednostkowym. W ogélnym przypadku punktem
wyjécia konstrukeji jest nie tylko proces Wienera, ale pewna rodzina kano-
nicznych proces6w Poissona, ktére wchodza do definicji catki stochastyczne;j
wystepujacej w réwnaniu na poszukiwany proces X. Ta ogdlna konstrukcja
zostala zaproponowana przez Ito, w tej samej pracy z 1951 roku.

8. Rachunek Malliavina. Mozliwo$¢ konstruowania, w sposéb czysto
probabilistyczny, rozwigzan réwnan typu Kolmogorowa, pozwala zywié na-
dzieje, ze metodami probabilistycznymi mozna dowodzié pewnych faktéw
o réwnaniach parabolicznych. Najgloéniejszy przypadek tego typu zwigzany
jest z nazwiskiem Malliavina i z jego dowodem twierdzenia Hormandera
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o réwnaniach hipoeliptycznych. Punktem wyjscia pracy Malliavina [28] jest
lemat.

LEMAT. Niech u bedzie miarg na R®. Zalésmy, ze istnieje taka stala
¢ > 0, Ze dla dowolnej funkcji v ograniczonej wraz ze wszystkimi pochodnymi
mamy

(%) O¢

R Bmi

(z)u(dz)| < csuplp(z)|, zeRY, i=1,...,d

Wtedy miara p ma gestosé wzgledem miary Lebesgue’a.

Zadajac zachodzenia podobnych nieréwnosci dla wyzszych pochodnych
uzyskuje si¢ istnienie gestosci rézniczkowalnych do odpowiedniego rzedu.
Malliavin odkryl, ze zmienne losowe, bedace rozwigzaniami réwnan stocha-
stycznych, mozna w odpowiednim sensie (sensie Malliavina) rézniczkowaé
i ze przy pomocy tych pochodnych mozna formutowaé warunki na istnienie
gestosci. Ograniczymy sie do podania typowego wyniku. Dla uproszczenia
przyjmijmy, ze d = 1. Niech 2 = C[0,T;R!] i niech X(w), w € £2, bedzie
zmienng losowg o wartosciach rzeczywistych. Niech R bedzie liniowym ope-
ratorem z L? = L?[0,T;R!] w H. Jezeli dla pewnego w € {2 istnieje funkcja
Y (w,-) € L? taka, ze dla dowolnego h € L?

lim -:: (X(w+€eRR) — X)) = (Y (w, ) k) s,

to funkcje ¥ (w) nazywa si¢ R-pochodna. Jezeli Rh = [T h(s)ds, ¢ € [0,T),
h € L?, to R-pochodna jest tak zwang pochodna Malliavina. Oznaczaé be-
dziemy ja przez Dy X (w) (dokladniej, operator Dy, jest domknieciem zdefi-
niowanego wyzej operatora). Zauwazmy, ze Dy X jest procesem stochastycz-
nym. Rachunek Malliavina podaje sposoby obliczania pochodnej Malliavina
i wlasnosci tych pochodnych dla réznego rodzaju zmiennych, w szczegdlnos-
ci dla rozwigzan réwnan stochastycznych. Zalézmy, ze X = (X1,..., Xn)
jest d-wymiarowg zmienng losowg okreSlong na 2 = C[0,T;R?]. Macierz
Malliavina v dana jest wzorem

rx = ((DmXi, D Xj) 2).
Jeden z gléwnych wynikéw teorii méwi, ze przy bardzo stabych ogranicze-

niach na wektor X, odwracalnos¢ macierzy yr gwarantuje istnienie gestoéci
rozkladu zmiennej X. Jezeli dodatkowo

(detvx)~* € () L?(2),
p>1
to wtedy rozkiad X ma gestosé klasy C*°, [28] i [32].
Rozpatrzmy w szczegdlnodci réwnanie stochastyczne

(6) dX(t) = F(X(t))dt + G(X(t))dW(t), X(0) ==z € R",



90 J. Zabczyk

z d-wymiarowym procesem Wienera. Niech Q(z) = G(z)G*(z), =z € R".
Macierz dyfuzji Q(z) jest zawsze nieujemnie okreSlona i gdy d < n, to
jest macierzg osobliwg. Réwnanie Kolmogorowa odpowiadajace (6) ma po-
staé (4). Niech G(x),...,G%(x) beda kolumnami macierzy G(z) i G°(z) =
F(z)-1 Zj=1 Gi(x)oGI(x), z € R?. Tutaj GI(x)oG? () oznacza pochodng
odwzorowania G’ (z) w punkcie z i w kierunku G’ (z). Przypomnijmy, ze je-
zeli A i B sg rézniczkowalnymi odwzorowaniami R* w R™, to ich nawias
Liego [A, B] jest odwzorowaniem R® w R" danym wzorem:

[A, B](z) = Az(z) o B(z) — By(z) 0 A(z), =z €R".

Méwimy, ze pola GY,...,G? spehiaja warunek Hérmandera, gdy dla
dowolnego =z € R"® wektory

Gl(z),...,G%x=),[G}, GF)(z), 0<14,j<d,
(G4 [G7,G*))(z), 0<4,j,k<d,...
rozpinajg przestrzen R™.
Jedna z wersji twierdzenia Hérmandera, udowodniona przez Malliavina,
moéwi
TWIERDZENIE. Jezeli wspdlczynniki réwnania (6) sg klasy C* i spel-
niajg warunek Hormandera, to réwnanie Kolmogorowa (4) ma rozwigzanie
podstawowe klasy C™.

9. Calka stochastyczna i matematyka finansowa. W polowie lat
siedemdziesigtych zakonczona zostala budowa teorii catki stochastyczne;

(7) J#(s)ax(s)
0

dla mozliwie najszerszei klasy proceséw X i @. Byla ona, w duzej mierze,
dzietem matematykéw francuskich zgrupowanych wokét P. A. Meyera [29)].

Wygodnym okazalo si¢ systematyczne traktowanie procesu stochastycz-
nego jako odwzorowania z produktu [0, T'] x {2, w zbidr liczb rzeczywistych,
lub, ogblniej, w przestrzen mierzalng oraz dodanie do F rosnacej rodziny
o-cial: Fy C F, dlat < s zawartych w F. Wprowadzone zostaly dwie wazne
klasy proceséw stochastycznych: semimartyngaly i procesy prognozowalne.
Semimartyngaly to sumy martyngaléw i proceséw o trajektoriach ze skon-
czong wariacja. Najmniejsze o-cialo podzbioréw [0, T x £2, wzgledem ktérego
mierzalne sa wszystkie rzeczywiste procesy adaptowalne i ciagle, nazywa sie
o-cialem prognozowalnym. Przypomnijmy, ze proces X jest adaptowany, gdy
dla dowolnego ¢t > 0 zmienna X (¢) jest F; mierzalna. Procesy prognozowaline
to takie, ktére sg mierzalne wzgledem o-ciala prognozowalnego. Zalézmy, ze
adaptowany process ®(t), t > 0, jest przedzialami staly:

QS(S) = @(ti), S G]ti,ti+1], ti T +00.
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Naturalnie jest wtedy zdefiniowaé calke stochastyczna, dlat €}ty, tx+1], wzo-
rem:

t
[o(s)dx(s) = 3" St)(X(tis1) = X(8:)) +B(t) (X () — X (t))-

0 i<k—1
K. Bichteler i C. Dellacherie [9] udowodnili, ze operator calkowania, trak-
towany jako biliniowa operacja, daje si¢ rozszerzy¢ na produkt przestrzeni
proceséw prognozowalnych & i przestrzeni semimartyngaléw X, i ze uzy-
skane rozszerzenie jest w pewnym sensie maksymalne.

W polowie lat siedemdziesigtych zaczely sie réwniez pojawial prace
$wiadczace o tym, ze wyrafinowana teoria calkowania stochastycznego moze
staé si¢ podstawowym narzedziem matematyki finansowej. Poglad ten w doj-
rzaly sposéb zaprezentowala praca [18]. Koronnym osiggnieciem tej teorii
jest tak zwane zasadnicze twierdzenie o wycenie akcji autorstwa Delbaena
i Schachermayera [10].

Niech X(t) = (X(t),...,X%(t)), t € [0,T) bedzie procesem cen akcji,
okreslonych na przestrzeni probabilistycznej ({2, F,P), na ktérej zadana jest
rosnaca rodzina o-cial F; C F. Dla kazdego t > 0, F; jest rodzing tych zda-
rzen, ktére moga zaj$¢ do chwili t. Zaklada sig, ze proces X jest adaptowalny.
Agent gieldowy z kapitalem wyjSciowym x > 0 moze w chwili poczatkowej
t = 0 czed¢ swego kapitalu umiesci¢c w banku, a za reszte kupi¢ réznego
rodzaju akcje. Niech #°(0),#(0),...,9%(0) oznacza odpowiednio wielkosé
kapitalu umieszczonego w banku i ilo§¢ zakupionych akcji odpowiednio ro-
dzaju 1,...,d. Zauwazmy, ze

$°(0) + ' (0)X*(0) + ... + $%(0)X%(0) = .
Zal6zmy, ze bank przyjmuje wklady na procent zerowy i ze w kazdym mo-
mencie agent moze spieniezaé posiadane akcje i kupowac za nie inne i pozy-
czaé z konta bankowego na finansowanie transakcji. Niech @1(t),...,®%(t)
oznacza liczbe akcji, ktére ma on w chwili ¢. Zalézmy, ze strategia inwesto-
wania &(t), t > 0, jest przedzialami stala:
@(S) = ds(t’l.), S e]t‘i,tH—l], t; T +00,
czyli ze w momentach ¢; dokonuje si¢ zmiany portfela akcji na portfel

(¢l(ti)) cee ,dsd(ti)))
ktéry bedzie niezmienny na ]t;,¢;41]. Przyrost kapitalu na przedziale [0,1],
spowodowany ruchem cen i sposobem inwestowania, réwna sig, gdy t €
Ttk thga]:
D B (X (tia1) — X (8:)) + B(te) (X (8) — X (8)),
i<k—1

czyli jest identyczny z calka stochastyczng [18].
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Méwimy, ze rynek zdefiniowany jako piatka (£2,F,(F),P,(X(t),t €
[0,71)), dopuszcza arbitraz, gdy istnieje taka strategia @, ze

P(oquS(s)dX(s) > o) =1, P(Oqus(s)dX(s) > o) > 0.

Oznacza to, ze przez samo kupowanie i sprzedawanie akcji mozna si¢ wzbo-
gacié nie ponoszac przy tym ryzyka.

Zasadnicze twierdzenie o wycenie akcji méwi [10], ze przy odpowiednich
zalozeniach, rynek nie dopuszcza arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
miara P réwnowazna mierze P taka, ze proces cen X(t), t € [0,T], jest na
przestrzeni (£2, F, (F;),P) martyngalem. Twierdzenie to ma wiele waznych
zastosowan.

10. Miary i procesy gaussowskie. Miary i procesy gaussowskie poja-
wiajg sie w olbrzymiej iloéci zagadnien teoretycznych i praktycznych. Zgod-

nie z definicja miara gaussowaka na R! jest albo skoncentrowana w jednym
(z=m)?
punkcie, powiedzmy m € R}, albo ma gestosé ﬁ e 2,z €R! zpew-

nym m € R}, ¢ > 0. Miara probabilistyczna u na przestrzeni Banacha F jest
gaussowska, gdy dowolny ciggly funkcjonal liniowy f na E, traktowany jako
zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej (E, B(E), i), ma rozklad
gaussowski. Jezeli miara 1 na R? jest gaussowska, to dla pewnego A > 0,

fe’\"”lzdx < +o00.

R4
Twierdzenie, ze analogiczny fakt jest prawdziwy dla dowolnych miar gaus-
sowskich na przestrzeniach Banacha, zostalo udowodnione przez X. Fernique
[16]. Stanowi ono jeden z filaréw teorii proceséw stochastycznych.

Stochastyczny proces X (t), t > 0, o wartociach rzeczywistych nazywa

sie gaussowski, gdy dla dowolnych 0 < ¢; < ... < t4,d =1,2,..., wektorowe
zmienne losowe (X (t1),...,X(tq)) maja rozklady gaussowskie. Jednym z
centralnych zagadnien teorii proceséw gaussowskich, postawionym jeszcze
przez Kolmogorowa w 1950 r., bylo podanie warunkéw koniecznych i dosta-
tecznych na istnienie cigglej wersji X’ procesu X w terminach funkcji:

m(t) = EX(t), q(t,s) =E(X(t) — m(t))(X(s) —m(s)), t,s >0.
Proces X’ jest ciggla wersjg procesu X, gdy ma ciagle trajektorie i
PX'(tH)=X@#)=1, t>0.
Oczywistym warunkiem koniecznym istnienia ciaglej wersji jest ciaglos§¢
funkcji m, q. Bez zmniejszenia ogdlno$ci rozwazah mozna zalozyé, ze funkcja

m jest tozsamo$ciowo réwna zero. Warunek konieczny i dostateczny, ktéry
powinna spelniaé¢ funkcja ¢ w przypadku, gdy proces X jest stacjonarny,
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czyli gdy q zalezy tylko od réznicy ¢t — s, zostal podany przez X. Fernique
réwniez w pracy [16]. Potraktujmy odcinek [0, 1] jako przestrzei metryczna
z metryka p dang wzorem:

o(t, s) = VEX () - X))
To, ze p jest metryka, sprawdza sie natychmiastowo. Dla dowolnego r > 0
oznaczmy przez N(r) minimalng ilo§é¢ p- kul o promieniach r pokrywajacych
[0,1].

TWIERDZENIE. Stacjonarny proces gaussowski ma ciggle modyfikacje
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego € > 0

f\/log N(r)dr < 4o0.
0

Wynik ten byl istotnym krokiem w rozwigzaniu problemu istnienia cia-
glych wersji w przypadku ogélnym.

11. Warunkowe wartosci oczekiwane i momenty zatrzymania.
W dowodach twierdzen uzywa sie czesto dwu pojeé teorii, o ktérych dotych-
czas nie bylo mowy: warunkowe wartoéci oczekiwane i momenty zatrzyma-
nia. Swobodne operowanie nimi wymaga wprawy i intuicji probabilistycznej
i dlatego nie byly one uzywane w tym artykule. Ich definicje nie s3 jednak
skomplikowane i zostang teraz podane.

Niech (£2,F,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng, G pewnym o-cia-
lem zawartym w F, a X zmienng losowg o wartoSciach rzeczywistych i skon-
czonej wartosci oczekiwanej. Warunkowg wartoscig oczekiwang zmiennej X
wzgledem o-ciala G jest zmienna losowa Y, mierzalna wzgledem o-ciala G
taka, ze dla dowolnego zdarzenia A € G:

(8) f X(w)P(dw) = [Y(w)P(dw).
A A

Zmienna losowa Y jest wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscig do zbioréw
P miary zero i oznaczana symbolem E(X|G). W szczegdlnym przypadku, gdy
Aj, ..., Ay jest rozbiciem przestrzeni {2 na zbiory rozlaczne G o-cialem sum
zbioréw A;, to

[x(©Qpa)

Aj
9 E(X =2
©) (XI9)(w) = * g
Jezeli zmienna losowa X ma skoficzony drugi moment: E|X|? < +oo, to
E(X]G) jest rzutem ortogonalnym w przestrzeni Hilberta L2?(£2, F,P) funkcji
mierzalnych wzgledem F i calkowalnych z kwadratem, na podprzestrzen
funkcji mierzalnych wzgledem G.

, w€A;, i=1,...,N.
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Definicja martyngalu moze byé teraz wyrazona krécej. Process X(t),
t € T, jest martyngalem, gdy dla t > s,

(10) E(X|Fi) = E(X|Fs).

Zmienna losowa 7 o wartoSciach w zbiorze [0, +00] nazywa sie momen-
tem zatrzymania wzgledem o-cial Fy, t > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego t > 0,

(11) {w:T(Ww) <t} € F.

W szczegdblnosci, jezeli X jest procesem Wienera na R! takim, ze dla dowol-
nego t > 0, zmienna X (t) jest F; mierzalna, to tak zwany pierwszy moment
dotarcia X do zbioru domknietego F":

(12) 7(w) = inf{t > 0: X(t,w) € F},

jest momentem zatrzymania. Przyjmujemy, Zze infimum zbioru pustego jest
réwne +o00. Wiecej informacji znajdzie czytelnik na przyklad w [21].
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