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Algebra w XX wieku. Rys historyczny

1. Algebra do XX wieku. Istnieje niewiele publikacji po§wigconych hi-
storii algebry. Jeszcze mniej jest wigkszych opracowan na ten temat. Koriczg
si¢ one najczeéciej na XIX wieku. Na szczeScie ostatnio wydana ksigzka [4]
znacznie poprawia istniejacy stan rzeczy. Zarys historii algebry do lat czter-
dziestych XX wieku mozna znalezé w ksigzce [88] van der Waerdena. Nie
jest to pelny wyktad historii algebry, ale wybér najwazniejszych zagadnien
uwzgledniajacy upodobania autora. O historii algebry w r6znych okresach jej
rozwoju pisalem juz wczesniej. Oméwienie historii poszczegblnych dzialéw
algebry mozna znalez¢ w nastepujacych artykulach: zarys historii algebry
([99], [103], [106], [108]); poczatki teorii grup ([98], [99], [102], [103], [106]);
teoria réwnan algebraicznych ([98], [103], [106], [110], [113}); algebra liniowa.
([97], [106], [109], [113]); poczatki teorii pierscieni ([99], [106], [107], [108],
(111}, [112]); teoria niezmiennikéw [107]; algebra w Polsce ([101], [105]). Bo-
gatym Zr6diem historii algebry sa sprawozdania z kongreséw i podreczniki
(vide Bibliografia).

Nie zamierzam przedstawiaé tu szczegbélowej historii algebry w XX wieku.
Pragne jedynie wskazaé na tendencje w rozwoju tej dyscypliny w ostatnim
stuleciu na tle jej dotychczasowego rozwoju. Bibliografia zawiera jedynie
najbardziej charakterystyczne pozycje. Pominglem w niej wiele bardzo waz-
nych prac i ksiazek z XX wieku, chcac jedynie odnotowaé pewne nazwiska.
Istniejg osobne tomy Mathematical Reviews poSwiecone wybranym tematom
(teoria grup, pierscienie itd).

1.1. Poczgtki. Algebra pojawila si¢ juz w Starozytnosci. Poniewaz rozwi-
jalta sie wowczas gléwnie geometria, z koniecznosci wszystkie odkrycia mate-
matyczne formulowane byly w jej jezyku. Wielu odkryé w zakresie algebry
dokonal Euklides (ok. 365-ok. 300) lub jego poprzednicy. H. G. Zeuthen
nazwal je w 1886 roku algebrg geometryczng [49]. O. Neugebauer i B. L. van
der Waerden upowszechnili t¢ nazwe i utrwalila si¢ ona w matematyce. Byly
to geometryczne interpretacje réoznych wzoréw algebraicznych, ktére umiano
przedstawié tylko w takiej postaci, np. wzoru (a + b)2 = a2 + 2ab + b%. Do-
piero jednak Diofantos w Arytmetyce (potowa III w.) zbudowal to, co dzi$



36 W. Wigstaw

nazywamy algebra. Od swych prapoczatkéw, tzn. od Arytmetyki Diofan-
tosa [26] i Algebry i almukabaly al-Chorezmiego [16] (IX w.), algebra byla
naukg o rozwiazywaniu réwnan algebraicznych, jednego lub kilku. Uczeni is-
lamu, przede wszystkim al Chorezmi (783-850), abu Kamil (850-930) i Omar
Chajjam (ok. 1037-1122) rozwingli idee Grekéw z Aleksandrii budujac to, co
dzi$ mozna by nazwaé algebrq werbalng. Postugiwano si¢ nia do rozwiazywa-
nia zadah praktycznych sprowadzajacych sie do réwnan stopnia pierwszego
i drugiego. Podjeto tez préby rozwiazywania réwnan stopnia trzy i cztery,
sprowadzajac rozwigzania takich réwnan do przecigé stozkowych. To juz jest
algebra w calej swej rozciaglosci, ale uprawiana stownie, bez jakiejkolwiek
symboliki. Sredniowieczna Europa bedzie te idee kontynuowaé, a w péé-
niejszych wiekach, stopniowo i powoli pojawia si¢ pierwsze symbole. W ten
sposdb algebra zacznie w XVI wieku wchodzi¢ w okres rozwoju jej symbo-
liki, a w konsekwencji, w okres rozwoju algebry symbolicznej, albo literowe;.
Nastgpi to, nie bez zahamowan, w wieku XVII. Koniec tego stulecia to
juz niemal wspdlczesna algebra, przynajmniej w zakresie symboliki. W uje-
ciu XVII i XVIII stulecia algebra to nauka o rozwigzywaniu réwnafn. René
des Cartes (Descartes), zwany po polsku Kartezjuszem, wykazal, ze pomyst
wprowadzenia wspoélrzednych, zrealizowany przez astronoma marokanskiego
al Marakishi w XIII wieku w postaci wykreséw funkcji definiowanych przy
pomocy wielomianéw trygonometrycznych [47], dopiero dzieki uniwersal-
nej symbolice literowej moégl byé skuteczny. Zauwazyli oni, ze geometrig
mozna zalgebraizowaé, utozsamiajac punkty ptaszczyzny z parami liczb rze-
czywistych, wprowadzajac w ten sposob metody algebraiczne do geometrii
i geometryczne widzenie algebry. Al Marakishi nie wywarl jednak zadnego
wplywu na rozwéj matematyki, a jego pomystu nie doceniono, zapewne dla-
tego, ze nie bylo jeszcze uniwersalnego narzedzia w postaci symboliki ma-
tematycznej; w szczegblnosci nie umiano zapisywaé réwnan w postaci sym-
bolicznej i dokonywaé formalnie ich przeksztalcen. Odkrycie metody wspét-
rzednych pobudzilo rozwdj algebry, wzmocniony dodatkowo wprowadzeniem
i ujednoliceniem symboliki literowej w XVI i XVII wieku, ktérej jeszcze
w XIX wieku prébowano nadawaé sens filozoficzno-mistyczny (J.-M. Hoene-
Wronski). Kartezjusz w swojej Géométrie [21] ilustruje na przyktadach, jak
rozkladaé wielomiany na czynniki i jak wyznaczaé ich wymierne pierwiastki
w przypadku, gdy wielomian ma wspdlczynniki catkowite. Bez dowodu od-
notowany jest tez fakt, zwany w literaturze twierdzeniem Bézouta: a jest
pierwiastkiem wielomianu f o wspélczynnikach rzeczywistych wtedy i tylko
wtedy, gdy z — a dzieli f. Inny podstawowy fakt dla pierScienia wielomia-
néw jednej zmiennej o wspdlczynnikach liczbowych odnotowuje C. F. Gauss
w swoim Dzienniku (Tagebuch) pod datg 19 sierpnia 1796 ([37], por. tez
(106], str. 324): jezeli wielomiany P i Q sq¢ wzglednie pierwsze, to istniejg
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takie wielomiany t i u, Ze tP+uQ = 1. Dzi$ prawie kazdy student matema-
tyki wie, a przynajmniej powinien wiedzie¢, ze cala arytmetyka pierscienia
wielomianéw jest konsekwencja tego twierdzenia.

1.2. Kolejne stulecia XVI-XVIII. Nowoczesna algebra, wykraczajaca
poza zapomniane osiggniecia Diofantosa i pdzniejsze odkrycia uczonych Indii
i islamu, w tym al-Chorezmiego, zaczela sie rodzi¢ juz pod koniec XV wieku
we Wloszech w zwiazku z prébami rozwigzywania réwnan stopnia 3. Wiek
XVI, to ostateczne rozwigzanie tego problemu (N. Tartaglia, G. Cardano
i inni). Pod koniec tego stulecia Frangois Viéte pisze fundamentalne dla a!-
gebry prace, zapoczatkowujac systematyczne uzycie uniwersalnej symboliki
w algebrze [86]. Odkrycie przez matematykéw wloskich XVI w. (Scipione del
Ferro, N. Tartaglia, G. Cardano, L. Ferrari) algorytméw opartych na rozwa-
zaniach geometrycznych, pozwalajacych obliczyé pierwiastki réwnan stopnia
3 i 4 przez pierwiastniki (tzn. wykonujac na wspétczynnikach wielomianu je-
dynie dziatania algebraiczne: dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie
i obliczanie pierwiastkow réznych stopni) dawalo nadzieje na to, ze odkryte
zostana analogiczne algorytmy dla réwnan dowolnego stopnia n. Préby ta-
kie podjeto w XVIII w. (L. Euler, E. W. von Tschirnhaus, J. L. Lagrange).
Lagrange w 1770 napisal duzy traktat [52], w ktérym przeanalizowal do-
tychczasowa wiedzg¢ na ten temat, nie uzyskujac co prawda istotnie nowych
wynikéw, ale zauwazajac, ze w tego typu rozwazaniach bardzo przydajg sie
permutacje. Pomys!t Lagrange’a — permutowanie pierwiastkéw wielomianu —
podchwycg wkrétce inni matematycy. Algebra stopniowo zaczyna wiec roz-
szerzaé swoj zakres, ale jeszcze przez kilkadziesiat lat beda w niej dominowaé
wielomiany jako podstawowy obiekt badan.

Gdyby chcieé¢ krétko, w uproszczony sposob, opisaé gléwne kroki w roz-
woju algebry, to mozna by to ujaé nastepujaco. Wieki XVI-XVII to rozwdj
symboliki i umiejetnoSci operowania tymi symbolami. Algebra jest nauka
o0 rozwigzywaniu réwnan. Wiek XVIII, préby Eulera (i innych) udowodnie-
nia zaréwno zasadniczego twierdzenia algebry, jak tez wykazania, ze kazde
réwnanie stopnia 5 jest rozwigzalne przez pierwiastniki dowodza, jak silna
i bezkrytyczna byla wiara w sukces nowej metody — algebry literowej jako
narzedzia. Wiek XVIII to utrwalenie i rozwiniecie nauki o réwnaniach i roz-
wigzanie jej podstawowych probleméw: dowéd zasadniczego twierdzenia al-
gebry i dowdd niemozliwosci, podany przez profesora medycyny, Paolo Rufhi-
niego (1799), nie istnieje algorytm pozwalajacy rozwigzaé¢ dowolne réwnanie
stopnia co najmniej 5, jak to ma miejsce dla réwnan nizszego stopnia [75}.
PéZniej Ruffini podal jeszcze pigé innych dowodéw swojego twierdzenia, np.
[76]. Nie bardzo dano wtedy temu wiare, jednak w koficu sie z tym oswo-
jono, a Niels Henrik Abel potwierdzil to w nieco inny sposéb dopiero w 1826
roku [1]. C.F. Gauss w 1799 w swojej rozprawie doktorskiej [38] podat do-
wod Zasadniczego Twierdzenia Algebry, ucilajac i modyfikujac, jak pisal
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do swego przyjaciela, Farkasa Bolyai, dotychczas znane dowody. Twierdze-
nie udowodnil w wersji rzeczywistej, tzn. wykazal, ze kazdy wielomian jed-
nej zmiennej o wspélczynnikach rzeczywistych jest iloczynem wielomianéw
stopnia 1 i stopnia 2 o ujemnych wyrdznikach. Warto przypomnied, ze za
ten dowdd Gauss uzyskal na uniwersytecie w Helmstedt doktorat in absen-
tia. Podwaliny ogdlnej teorii pozwalajacej rozstrzyga¢ w konkretnym przy-
padku, czy dane réwnanie algebraiczne jest rozwigzalne przez pierwiastniki,
dal Evariste Galois (1811-1832). Naszkicowana przez niego teoria, zwana
dzi$ teorig Galois (albo SciSlej klasyczng teorig Galois), zostala w pelni zro-
zumiana i doceniona dopiero w drugiej potowie XIX wieku. Jej uproszczenie
zawdzieczamy Richardowi Dedekindowi (1831-1916), a wspdlczesng wersje
Emilowi Artinowi (1898-1962).

1.3. Wiek XIX. Nadal rozwija si¢ algebra jako nauka o réwnaniach.
Wprowadza si¢ w zwigzku z tym nowe pojecia. Sa to pojecia algebry zwanej
abstrakcyjng, tzn. pojecia grupy, ciala, potem pierscienia, przestrzeni linio-
wej i modulu nad pierécieniem. Tylko dwa pierwsze utrwalily sie w $wia-
domosci matematykéw drugiej polowy XIX wieku. Inne ksztaltowaly sie
w zwigzku z potrzebami teorii niezmiennikéw. W dalszym ciggu wielomiany
odgrywatly wazng role w algebrze. Wiek XIX w algebrze mozna wigc nazwac
wiekiem kontynuacji i tworzenia podstawowych pojeé algebry abstrakcyjnej,
ktérg dzi§ wolimy nazywac algebrg klasyczng.

Dziewietnastowieczne badania teorii niezmiennikéw wptynely w spos6b
istotny na rozwoéj algebry w tym okresie. Przypomnijmy jej podstawy (Syl-
vester, Cayley, Salmon i inni).

Niech F bedzie forma stopnia k, zmiennych z;, z3, ..., Zn, 0 wspdlczyn-
nikach z ciala C liczb zespolonych, tzn. wielomianem jednorodnym stopnia
k tych zmiennych, GL,(C) n-wymiarowa grupg liniowg (grupa odwracal-
nych macierzy n x n o skladowych zespolonych), a SL,(C) specjalng grupg
liniowg, tzn. grupg macierzy n X n o wyznaczniku 1. Macierz g = (a;;) €
GL,(C) dziala na zmiennych 1,2, ...,%, przez przeksztalcenie liniowe,
tzn.

n
g(z:) = ayz;.
=1

Wéwezas, definiujac g(F)(z1,...,2n) = F(g9(z1),...,9(zy)) dla formy F
stopnia k, otrzymujemy przeksztalcenie liniowe zbioru form stopnia k zmien-
nych z1,%2,...,T, w siebie. Niech E bedzie przestrzenig liniowg takich
form. Niezmiennikiem nazywamy funkcje f okredlong na F, ktdra jest wie-
lomianem wzgledem wsp6trzednych przestrzeni E (tzn. wielomianem wzgle-
dem wspélczynnikéw form F) i ktora jest niezmiennicza wzgledem dzialania
grupy G (grupa liniowa, specjalna liniowa lub tez ustalona podgrupa jednej
z nich): f((g(F)) = f(F) dla kazdego g z G i kazdego F' z przestrzeni E.
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Niekiedy rozpatruje si¢ ogdlniejsza sytuacje: powyzszy warunek zastepuje
sig przez f(g(F)) = det(g)f(F). Postawowy problem tej teorii brzmial: czy
zawsze istnieje taki skonczony zbiér niezmiennikéw, przy pomocy ktérego
mozna wyznaczy¢ pozostale.

Druga polowa XIX wieku byla okresem zmagania si¢ z problemem nie-
zmiennikow, tzn. z proba opisu wszystkich niezmiennikéw. Wyznaczano nie-
zmienniki réznych przestrzeni form. Liczba publikacji po$wigconych teorii
niezmiennikéw byla ogromna. Wéréd najwazniejszych nazwisk wymienié na-
lezy Arthura Cayleya (1821-1895), Jamesa Josepha Sylvestra (1814-1897),
Georga Salmona (1819-1904), Paula Gordana (1837-1912) i wielu innych.
Problem niezmiennikéw rozwiazal w peini David Hilbert (1862-1943) w roku
1890. Rezygnujac z opisu algorytméw stuzacych do wyznaczania niezmienni-
kéw (a to wilasnie chciano przez p6l wieku uzyskac), udowodnit, ze dla grupy
liniowej pierScien niezmiennikéw jest skonczenie generowany (por. [107]). Ale
nie o to chodzilo Cayley’owi i Sylvestrowi, oni chcieli znaé algorytmy pozwa-
lajace skonstruowac taki zbiér wielomianéw. Hilbert zapoczatkowal jednak
nowy kierunek w rozwoju algebry, a nawet wiecej, bo nowy trend w mate-
matyce: wazne sg nie tylko algorytmy, ale takze twierdzenia egzystencjalne,
rozstrzygajace, ze co$ istnieje albo nie istnieje.

W drugiej polowie XIX wieku, w zwiazku z definicjami réznych obiek-
téw algebraicznych, pojawily si¢ préby definiowania obiektéw spelniajacych
odpowiedni uklad aksjomatéw. Bylo to, w jakim$ stopniu, nadladowanie
Hamiltona i jego definicji kwaternionéw. Owe préby definiowania ogélnych
obiektéw algebraicznych prowadzono bez wzgledu na to, czy pojawily sig
one wczeéniej w praktyce matematycznej, czy tez nie. Zaczeta powstawac
algebra ogélna, czyli uniwersalna. Préba Whiteheada [94] nie byla specjal-
nie udana. Ksigzka ta byla po$wigcona budowaniu algebraicznych podstaw
logiki i geometrii. Podstawowym twierdzeniem ktére pokazalo, ze pojecie
wymiaru przestrzeni liniowej jest dobrze zdefiniowane (tzn. nie zalezy od
wyboru bazy), bylo tzw. twierdzenie Steinitza o wymianie (1910). Tym-
czasem Whitehead [94] wczes$niej dowiddl twierdzenia o wymianie. Dow6d
jest poprawny. Autor uzywal jednak przestarzalej juz wtedy terminologii
Grassmanna. Wydaje si¢ wiec, ze uSciSlenie pojeé algebry liniowej, ktérego
dokonal Whitehead, nie zostalo w jego epoce dostrzezone. A pézniej uzy-
wano juz innej terminologii i o jego ksigzce zapewne zapomniano. Mamy tu
tez polskie akcenty. Tematyks tg interesowal si¢ S. Dickstein, pozostawiajac
publikacje na ten temat, np. ksigzke [25]. Podobnie jak Dickstein [25], réw-
niez Whitehead wydat tylko pierwszy tom swojego dziela [94]. Obie ksiazki,
Dicksteina [25] i cytowany tom Whiteheada [94}, traktowaly o ogdlnej teorii
dzialan, ich autorzy mogg wigc byé uwazani za prekursoréw algebry ogélne,
czyli uniwersalnej. W obu ksigzkach autorzy zajmowali si¢ ogélng teoria
dzialah binarnych, tzn. funkcji, ktére kazdej parze elementéw danego zbioru
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A przyporzadkowuja element tego zbioru, a wiec funkcji f : A x A — A.
Jeden z rozdzialéw u Dicksteina [25] mial tytul: Teorya dzialani formalnych.
Autor cytowal tam Grassmanna i Hankela. Definiowal tam np. (str. 74)
prawo rozdzielnosci (odpowiednio, prawostronne i lewostronne) dziatania A,
wzgledem dzialania A; w postaci réwnosci:

A2 [Al (a, b), C] = AI[AQ(G, C), Ag(b, C)]
Ag [a, Al(b, C)] = Al [A2(a, b), Ag (a, C)]

W dalszym ciggu Dickstein wprowadzal dzielniki zera (str. 144), wielomiany
(nazywajac je funkcjami catkowitymsi). Dalsza czes$é ksigzki poswiecona byla
wektorom w rzeczywistej przestrzeni tréjwymiarowej, utozsamiajac je z kwa-
ternionami czystymi, tzn. zapisywanymi w postaci ai + bj + ck, gdzie 1, j, k
sg urojonymi jednostkami kwaternionowymi. W podobnym duchu napisana
byla ksigzka Whiteheada [94], z ta jednak réznica, ze Whitehead przede
wszystkim skupiatl si¢ na zastosowaniach wprowadzonej teorii do geometrii.

1.4. Rézne definicje algebry i jej zakres. Jeszcze w potowie XIX wieku
w zakres algebry nazywanej tez analizg algebraiczng (analyse algébrique),
wchodzita ogélna teoria utamkéw (théorie génerale des fractions), wielko-
Sci zespolone (quantités imaginaires), teoria réwnan (théorie des équations)
i szeregi (séries) [36]. Algebra byla wiec naukg niemal wylacznie o réwna-
niach algebraicznych i algorytmach ich rozwigzywania, choé juz wczeéniej
pojawialy si¢ ogélniejsze definicje. Np. Clairaut [17] pojmowal algebre jako
rodzaj jezyka stuzacego do rozwigzywania probleméw. Joseph Alfred Serret
[79] uwazal, ze algebra to analiza réwnan: [’Algébre est, @ proprement par-
ler, UAnalyse des équations. Serret rozréznia trzy dzialy algebry: 1. ogdlna
teoria réwnan; 2. rozwigzywanie réwnan numerycznych; 3. algebraiczne roz-
wigzywanie réwnan.

Innego zdania na temat algebry byl Jézef-Maria Hoene-Wronski [78]:
Algebra jest naukg o prawach, arytmetyka za$ o faktach vwazZanych na licz-
bach.

Zadziwiajaco ogblng, jak na owe czasy, definicje algebry podal D. F. Gre-
gory [39]: Algebra is a science which treats the combination of operations
defined not by their nature, that is, by what they are or what they do, but by
laws of combination to which they are subject (Algebra jest naukg, ktéra roz-
waza kombinacje dzialant zdefiniowanych nie przez ich nature, tzn. przez to,
czym sq 1 jak funkcjonujg, ale poprzez prawa zaleznosci, ktérym podlegajg).

Louis Poinsot (1777-1859) uwazal, ze Algebra wyzsza jest tq czeScig na-
uki, ktora opiera si¢ catkowicie na teoryi porzgdku i kombinacyj, ktéra zaj-
muje sie wylgcznie zbadaniem natury i@ skladu formul uwazZanych w sobie
samych, jako czystych symboli i bez Zadnej idei wartosci albo ilosci. Do téjto
czeSci nalezy odniesé teorye glebokq zrownari, rozne teorye wyrazZen urojo-
nych, i calq sztuke przeksztalcen algebraicznych, i jest to nawet jedyna czesé
wysoka nauki, ktéra zastuguje, wlasciwie mowige, na imie Algebry [78].
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W blizszych nam czasach definicje algebry ulegly zmianie, choé¢ nadal
réznig si¢ miedzy sobg i s3 odbiciem pogladéw na matematyke ich autora.
Przetom XIX i XX wieku przyniést rozwdj teorii aksjomatycznych, gléwnie
w algebrze. Pojawialy sie formalne definicje réznych algebr ogélnych takich
jak grupy, piercienie, ciala, moduly, kraty, algebry z dodatkows struktura,
np. porzadkiem, norma lub metryks, albo ogélniej topologia. Czasopisma
z tego okresu peine byly prac poréwnujacych rézne aksjomatyczne definicje,
np. grupy. Jednakze przelom w pogladach na przedmiot i zakres algebry
nastgpit z chwilg ukazania si¢ ksigzki van der Waerdena [87]. Do jego ksigzki
[87] jeszcze powrécimy. Byla to niewatpliwie rewolucja w matematyce. Oa
tego czasu termin modern algebra przeciwstawiany jest terminowi classical
algebra. Klasyczng algebrg zaczgto wiec nazywaé numeryczne i algebraiczne
rozwigzywanie rownan wraz z cala algebra wielomianéw, algebre wspdiczesng
przeciwstawiajac algebrze klasycznej. W jakims$ stopniu podzial ten pozostat
do dzis.

Oystein Ore (1931) pisal: Algebra deals with the formal combinations of
symbols according to prescribed rules (Algebra rozwaza formalne kombinacje
symboli stosownie do przepisanych reguf).

Hermann Weyl mial do$¢ krytyczny stosunek do algebry swoich czaséw,
jak mozna sadzi¢ z jego wypowiedzi z 1935 roku: The pure algebraist can
do nothing with his numbers except perform upon them the four species, ad-
dition, subtraction, multiplication, and division (Czysty algebraik nie moze
wykonaé niczego na swoich liczbach, précz czterech dzialar, dodawania, odej-
mowania, mnozenia i dzielenia).

Wkrétce termin modern algebra stal sie po prostu algebrg. Saunders Mac-
Lane pisat w 1939 roku [93]: Algebra tends to the study of the explicit struc-
ture of postulationally defined systems closed with respect to one or more
rational operations (Algebra dgzy do badania szczegélowej budowy aksjoma-
tycznie zdefiniowanych systeméw zamknietych wzgledem jednego lub kilku
danych dzialan). Jest to nic innego, jak wspoéliczesna definicja algebry ogdl-
nej albo uniwersalnej. Powyzsza definicja miedci si¢ w ramach ogélnej kon-
cepcji dyscypliny matematycznej (a mathematical science) rozumianej jako
formalny system dedukcyjny, sformutowanej przez Younga jeszcze w 1911
roku [115].

Bez wzgledu na przyjetg definicje algebry, ponizej bede omawial tylko
te wyniki, ktére zaliczane sg do algebry wedlug klasyfikacji przyjetej na
koniec XX wieku, tzn. wg AMS Classification Subject 2000. Powoduje to, ze
wiele wynikéw algebry, uzyskanych w wyniku potrzeb innych dyscyplin i tam
zastosowanych (algebraiczna teoria liczb, geometria algebraiczna), pomine
ponizej, mimo ze wyniki te s w swym duchu algebraiczne.

2. Kongres Paryski. Problemy Hilberta. Co ciekawe, Hilbert nie
przedstawil swoich wynikéw o niezmiennikach na I Kongresie w Zurychu
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(9-11 VIII 1897). Sam kongres tkwil gleboko w tematyce XIX wieku [84].
Z algebry bylo na nim niewiele. C. Reuschle méwil o pewnej metodzie teorii
niezmiennikéw, C. Stéphanos o skoficzenie wymiarowych algebrach lacznych,
P. Gordan o formach ternarnych, a G. Rados o formach kwadratowych. Inne
wyklady w sekcji arytmetyki i algebry zwigzane byly z teorig liczb lub z geo-
metrig algebraiczna. Podobnie, odbyty trzy lata pézniej IT Kongres w Paryzu
(6-12 VIII 1900) tkwil nie tylko czasowo, ale i tematycznie jeszcze w XIX
stuleciu [19]. Dla matematyki XX wieku byl to jednak kamien milowy, dzigki
problemom Hilberta, zapowiedZ nowych badan, precyzyjnie lub tylko sche-
matycznie wskazana problematyka badan na nowy, XX wiek. Wtedy jednak
nie zdawano sobie sprawy z roli, jaka odegraja w przyszlosci problemy Hil-
berta. W Paryzu tez bylo malo algebry. L. Autonne méwil o skonczonych
podgrupach liniowej grupy kwaternionowej, H. Hancock wyglosit wyktad
Remarks on Kronecker’s modular systems, czyli o kongruencjach w pierscie-
niach wielomianéw, R. Perrin méwil o kowariantach form binarnych, a tytutl
wyktadu L. E. Dicksona brzmial: The known systems of simple groups. Byla
to zapowiedZ waznego miejsca probleméw Dicksona w teorii grup XX wieku.
Wydaje sig, ze rozwiazanie przez Hilberta problemu niezmiennikéw nie zo-
stalo wtedy jeszcze docenione przez matematykéw.

3. Od Kongresu w Paryzu do I wojny $wiatowej. III Kongres
(Heidelberg, 8-13 VIII 1904) tez tkwil tematycznie gleboko w XIX wieku
[85]. W tytule wykladu P. Gordana byly réwnania stopnia 6, ale dotyczyl
on geometrii algebraicznej. E. B. Wilson w wyktadzie On Products in Addi-
tive Fields zastanawial sie nad sposobami zdefiniowania mnozenia elemen-
téw w skoficzenie wymiarowej przestrzeni liniowej. F. HoCevar mial wyklad
Uber die Bestimmung der linearen Teiler einer algebraischen Form, A. Loe-
wy: Uber reduzible Gruppen linearer homogener Substitutionen. A. Wiman
opisal réwnania stopnia 9 z grupg metacykliczna. Na IV Kongresie (Rzym,
6-11 IV 1908) C. Stéphanos méwil o kowariantach dla form algebraicznych,
P. Gordan o tym samym co w Heidelbergu, A. O. Nicoletti podal nowe do-
wody twierdzen o sprowadzaniu form dwuliniowych do postaci kanonicznej,
modyfikujac dowody K. Weierstrasssa i G. Frobeniusa [7]. Ostatni kongres
przed I wojng $wiatowsa, V Kongres (Cambridge, 22-28 VIII 1912) alge-
brze po$wigcil niewiele miejsca [59]. E. B. Elliot pewng znang tozsamos¢ dla
wielomianu jednej zmiennej przeniést na wiele zmiennych. Wyklad A. B.
Frizella Azioms of ordinal magnitudes wlaczono do sekcji algebry, zapewne
dlatego, ze trzecig grupe swoich aksjomatéw nazwal Group azioms. Jedyny
wazny wyklad z algebry wyglosil Josef Kiirschak na temat Uber Limesbil-
dung und allgemeine Korpertheorie. Jego praca zawiera formalng definicjg
ciala z warto$cig bezwzgledng i podstawowe wlasnosci takich ciat. Kiirschak
zauwaza, ze w schemacie tym mieszcza sie nie tylko liczby rzeczywiste i ze-
spolone, lecz takze liczby p-adyczne, skonstruowane przez K. Hensela w 1897
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roku poczatkowo w sposéb czysto arytmetyczny, pézniej, juz w XX wieku,
w sposdb topologiczny, jako uzupetnienie ciala liczb wymiernych w metryce
p-adycznej. Na kongresie tym uwage zwraca tez ciekawy wyklad Giono Lorii
o metodach wyciggania pierwiastka kwadratowego przez starozytnych Gre-
kéw.

Poczatek stuleci przynidst ksiazki Burnside’a [13] i Dicksona [23] poswie-
cone grupom skoficzonym. Odegraly one wazng role w dalszym rozwoju teo-
rii grup. W roku 1902 Burnside sformulowal dwa problemy, ktére pobudzity
intensywny rozwoéj teorii grup w XX wieku. Przypomnijmy, ze wykladnikiem
grupy nazywa si¢ najmniejszg wspélng wielokrotnosé rzedéw jej elementéw.

PROBLEM BURNSIDE’A. Czy kazda skoficzenie generowana grupa o skon-
czonym wykladniku jest skoficzona? Albo ogdlniej: czy kazda grupa o skon-
czonym wykladniku jest lokalnie skoficzona?

OGOLNY PROBLEM BURNSIDE’A. Czy kazda skoficzenie generowana, gru-
pa torsyjna jest skonczona? Ogolniej: czy kazda grupa torsyjna jest lokalnie
skonczona?

Burnside dal odpowiedZ? pozytywna na pierwszy problem dla wyklad-
nikéw 2 i 3. W roku 1905 udowodnil, ze kazda podgrupa o skoficzonym
wyktadniku grupy GL(n, C) jest skoficzona.

Z pewnym uproszczeniem mozna powiedzieé, ze wiek XIX w algebrze
skoficzyl si¢ w czasie I wojny $wiatowej. Za formalny poczatek XX wieku
w algebrze mozna uznaé prace Adolfa Fraenkela z teorii pierScieni [34], [35)].
Osiagniecia algebry w XIX wieku podsumowal Felix Klein w swoich wykla-
dach [48]. Jego ocena jest bardziej niz powSciagliwa. Trzeba przyznaé, ze
poswiecil on algebrze niewiele miejsca. Wydaje sig, ze Klein nie docenial
roli algebry. Np. algebrze i teorii Galois po$wiecil nieproporcjonalnie mato
miejsca: o Galois i jego teorii napisal na kilku tylko stronach (loc. cit., tom I,
88-93); krdtka informacja o teorii permutacji u Galois zajela trzy strony (ibi-
dem 336-338). Nie znajdujemy natomiast u Kleina jakiejkolwiek wzmianki
o Ruffinim. Wynikowi Ruffiniego i Abela pos$wiecil zaledwie wzmianke (ibi-
dem, 102), cytujac tylko Abela. Wydaje sig, ze na opiniach Kleina zawazyty
jego zainteresowania naukowe, dos¢ dalekie od algebry.

Stan algebry abstrakcyjnej sto lat temu moze zilustrowaé nastepujacy
fakt. Dopiero na poczatku XX wieku J. H. Maclagan-Wedderburn udowod-
nil twierdzenie o rozkladzie grupy skoficzonej na produkt [91]. Luke w jego
dowodzie usunal dopiero R. Remak [72]. Z drugiej strony, kilka lat p6Zniej
Ernst Steinitz [81] opublikowat fundamentalng prace po$wigcong podstawo-
wym pojeciom i wlasno$ciom cial.

4. Nowe idee — Emmy Noether. To wlaénie Emmy Noether (1882-
1935) nalezy uznaé za wspéitworce algebry XX wieku. Emmy, cérka znanego
matematyka, Maxa Noethera, ktéry swoje najwazniejsze wyniki uzyskal
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w klasycznej geometrii algebraicznej, po ukonczeniu studiéw w Getyndze za-
jeta sie teorig niezmiennikéw [22]. Okres getyngenski jej pracy obejmuje lata
1915-1933. Dwa ostatnie lata zycia spedzila w USA, w Bryn Mawr. Okres
amerykanski zakonczyla nieoczekiwana, gwaltowna $mier¢ Emmy, w kilka
godzin po operacji guza. Niewatpliwie zainteresowania Emmy Noether teorig
niezmiennikéw wigzaly sie w Davidem Hilbertem i jego stynnym wynikiem,
choé nie mozna, jak sadze, nie doceniaé roli jej ojca. Jak czytamy w spi-
sie getyngenskich wykladéw, w roku akademickim 1916/17 profesor Hilbert
wyktadal teorie niezmiennikéw z pomocg panny Noether. W krétkim cza-
sie skupila ona woké! siebie grono mlodych ludzi. Méwiono o nich Noether
1 jej chiopcy. Pierwszy jej wyklad odbyl si¢ w okresie od 22 wrzesnia do 20
grudnia 1919 roku i po$wiecony byl geometrii analitycznej. W roku 1921/22
prowadzila czterogodzinny wyktad, ktéry obejmowal niezmienniki algebra-
iczne i rézniczkowe, algebre wyzsza (w tym twierdzenie o skoficzonosci liczby
podstawowych niezmiennikéw i teorie ciat), elementarng i algebraiczna teo-
rie liczb. Opinie o jej wyktadach byly zréznicowane. Bywala niezbyt dobrze
przygotowana, wyklady byly bardzo schematyczne, ale tez pelne pomystéw
i mogly by¢ traktowane bardziej jako programy badawcze, anizeli syste-
matyczny wyklad takiego czy tez innego dzialu matematyki. W notatkach
jednego z jej stuchaczy czytamy: Wyklad zakoriczyt sie 0 12.50, Bogu dzigki!
Kto$ inny pisal, ze jej wyklady nie byly dla niego przezyciem [22]. Van der
Waerden pisal (loc. cit.): Ona nie miata Zadnych uzdolniert dydaktycznych.

Matematyk XIX wieku powiedzialby, ze teoria niezmiennikéw jest pomo-
stem miedzy algebrg i geometrig. Dzi§ mozna uznad ja za dziedzing wspdlng
dla teorii reprezentacji, geometrii algebraicznej, algebry przemiennej i kom-
binatoryki algebraicznej.

Ulubionym studentem Emmy byl van der Waerden. Jego stynna ksigzka
[87] byla w znacznym stopniu inspirowana przez wyktady i seminaria Emmy
Noether. Praca na seminariach byla dla niej i jej ,chlopcéw” podstawowym
sposobem rozwijania algebry. Do jej uczniéw nalezalo m. in. trzynastu dok-
torantéw, a wérdd nich Max Deuring, Ernst Witt, Otto Schilling, Chiungtze
Tsen, Hans Fitting, Jacob Levitzki, Heinrich Grell, Fritz Seidelmann. Emmy
Noether rozwijala wraz z uczniami gléwnie teorig pierscieni z teorig idealéw,
oraz teori¢ algebr nad cialami. Z kazdym z tych nazwisk historia algebry
zwigzala wazne pojecia (np. radykal Levitzkiego, pierScien Witta, waluacje
Schillinga) lub tez wazne twierdzenia (np. twierdzenie Tsena).

5. Lata dwudzieste i trzydzieste XX stulecia. Przelomem w na-
uczaniu algebry stala si¢ cytowana juz ksigzka van der Waerdena [87], wy-
dana w 1930 roku. Na ujecie materialu wplynely niewatpliwie wyklady i wy-
niki Emila Artina i Davida Hilberta, ale przede wszystkim wyklady i semi-
naria Emmy Noether. Ksigzka ta stala si¢ odtad wzorcowym podrecznikiem



Algebra w XX wieku 45

algebry uniwersyteckiej, stuzacym nieprzerwanie kilku generacjom matema-
tykéw. O popularnosci i znaczeniu tego dziela moze choéby $wiadczyé fakt,
ze w roku 1976 ukazalo sie pierwsze jego wydanie po rosyjsku mimo, ze uply-
nelo woéwczas juz prawie p6t wieku od pierwszego wydania. A bynajmniej
nie byto to wydanie w celach historycznych. Pierwszy tom mial dotychczas
ponad osiem wydan, a drugi — ponad pieé. Obok wielu zalet i eleganckiego
wykladu ksiazka van der Waerdena miala i wady, np. zawierala niewiele algo-
rytméw algebry. Sposréd podanych algorytméw wymienié nalezy algorytm
rozkladu wielomianu o wspélczynnikach calkowitych na czynniki pierwsze,
czy tez algorytm wyznaczania grupy Galois. Mimo to ksigzka ta stala si¢ na
wiele dziesiatkéw lat wzorcem uniwersyteckiego wykladu algebry.

Pod koniec lat trzydziestych zaczely wychodzi¢ pierwsze tomy dziela
Bourbakiego. Ogdlnosé i abstrakcyjnosé wykladu osiagnely tu swoje apo-
geum. Dowody twierdzen sa egzystencjalne, brak jakichkolwiek przykiadéw
w tekscie i algorytméw. To, co przez cale stulecia bylo standardem naucza-
nia matematyki, tzn. dobrze dobrane przyklady, przestalo si¢ liczyé. Jak
pisal Emil Artin (BAMS 1953) w recenzji II ksiegi (Algebra) Bourbakiego,
w wykladzie teorii Galois zaplacono wysokg cene za to, Ze nie dopuszcza
sie uzycia teorii liczb czy tez pojecia grupy dualnej do skoriczonej grupy
abelowej. W szczegdlnosci nie mozna podac prawie Zadnego przykladu nad
cialem Q liczb wymiernych, bo nie ma mozliwosci udowodnienia, Ze dany
wielomian jest nieprzywiediny. Tendencje wyzej opisane, jak tez oba dziela,
van der Waerdena i Bourbakiego, wplynely w istotny sposéb na zawartosé
podrecznikéw algebry w ostatnich sze$édziesigciu latach.

Fizyk P. Jordan, prébujac znalezé algebraiczne podstawy mechaniki
kwantowej, istotnie rézne od standardowego ujecia w jezyku macierzy her-
mite’owskich, wprowadzil w latach trzydziestych klas¢ przemiennych algebr
nielacznych, zdefiniowanych przez relacje (z?y)z = z%(yz) podobna do al-
ternatywnoséci (taczno$éé dla trzech elementéw, jezeli dwa z nich sa réwne).
Algebry te staly sie obiektem intensywnych badan w drugiej polowie XX
wieku.

6. Od lat trzydziestych do pieédziesigtych. Kongresy. VIII Kon-
gres w Bolonii (3-10 IX 1828) byt poczatkiem triumfu algebry nieprzemien-
nej [8]. Wéréd trzydziestu jeden odczytéw w sekcji I-A (Algebra i Teoria
liczb) dwadziedcia dotyczylo algebry. Wystapienie Emmy Noether mialo ty-
tul: Hyperkompleze Grissen und Darstellungstheorie in Arithmetischer Auf-
fassung. Wtérowali jej G. Kothe (Struktur der Ringe die die Durchschnitts-
minimalbedingungen erfillen) i A. Speiser (Probleme der Gruppentheorie).
O. C. Hazlett, uczefi Leonharda E. Dicksona, kontynuowal badanie aryt-
metyki cial nieprzemiennych, rozpoczete jeszcze w XIX wieku przez Adolfa
Hurwitza, a kontynowane przez tegoz Dicksona (Algebras and their arithme-
tics, 1923), przedstawiajac wyklad na temat Integers as matrices. R. Fueter
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moéwil o funkcjach zmiennej kwaternionowej, a L.-G. du Pasquier o arytme-
tyce pewnych algebr kwaternionowych. ,Nieprzemienny charakter” sekcji
I-A podkreélila préba H. W. Turnbulla ze Szkocji zbudowania ogélnej teorii
ulamkéw lancuchowych w pier§cieniach nieprzemiennych: Matriz continued
fractions. Badan tych péZniej nie kontynuowano, cho¢ wydaja si¢ interesu-
jace. Algebra nieprzemienna pojawita sie juz na VII Kongresie w Toronto
w roku 1924. IX Kongres w Zurychu (1932) nie wyréznil si¢ niczym specjal-
nym. Udowodnione w tym czasie przez Kurta Gédla (1931) twierdzenie o nie-
zupelnosci arytmetyki liczb naturalnych okazalo sie by¢é podstawowym dla
rozwoju algebry. Upadl program formalizmu Hilberta i niczym nie uzasad-
niona wiara, ze wszystko w matematyce da sie zaksjomatyzowaé. W szcze-
gblnoéci dotyczylo to wszystkich systeméw dedukcyjnych, ktére zawieraja
zwyklg arytmetyke liczb naturalnych. Odkrycie to spowodowalo odejscie od
systeméw dedukcyjnych co, jak sadze, wyszlo algebrze tylko na dobre. Na-
tomiast X Kongresowi w Oslo (1936) nalezy po$wigci¢ wigcej uwagi, choéby
dlatego, ze nastepny, XI Kongres odby! sie dopiero w 1950 roku (Cam-
bridge, Mass.). Jedyny wyklad plenarny z algebry mial Oystein Ore: On
the decomposition theorems of algebra (|20], tom I, 297-307). Byl to wykiad
programowy, omawiajacy aktualne osiagniecia w algebrze. Przede wszystkim
jednak byta to apoteoza Emmy Noether. Ore wskazywal na to, ze oprocz ak-
sjomatycznej syntezy (aziomatic synthesis) wazne sg w algebrze zagadnienia
zupelnosci, a wiec pelny opis systemu algebraicznego (algebraic system — dzis
preferujemy termin: algebra uniwersalna albo ogdlna), spelniajacego dany
uklad aksjomatéw. Np. twierdzenie Ernsta Steinitza opisujace budowe do-
wolnego ciala jest przykladem takiego twierdzenia. Ore zwracal tez uwage na
znaczenie pojecia izomorfizmu w algebrze. Przedstawial w swym programie
ogdblny schemat rozkladu danej algebry na produkt algebr mniej ztozonych,
jak pisal. Podkre$lal role warunku wprowadzonego przez Emme Noether:
kazdy wstepujacy ciag idealéw stabilizuje sie po skonczonej liczbie krokéw
(Teilerkettensatz). Nieco pdzniej doceniono role warunku wprowadzonego
do algebry przez Emila Artina: kazdy zstgpujacy ciag idealéw stabilizuje
sie po skoficzonej liczbie krokéw. Duza cze$é swojego wykladu programo-
wego poswiecil Ore pojeciu kraty (lattice), wywodzacemu si¢ od Dedekinda
(Dualgruppe). Co ciekawe, terminologia teorii krat nie byla wtedy jeszcze
ustalona. Uzywano wymiennie terminéw lattice i structure. Zainteresowanie
kratami wywolane zostalo dzigki waznym osiaggnigciom w tej dziedzinie Gar-
reta Birkhoffa, Marshala Stone’a i Alfreda Tarskiego (algebry Boole’a). Na
Kongresie tym po raz pierwszy pojawil si¢ nowy dzial algebry, algebra topo-
logiczna. Przez analogie do intensywnie rozwijajacej si¢ w latach trzydzie-
stych teorii grup topologicznych, uwage matematykéw zaczely zwracac inne
algebry z topologiami. Pierwszym znaczacym wynikiem w tej dziedzinie bylo
wykazanie przez L. S. Pontrjagina [57] w roku 1932, ze liczby rzeczywiste
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i zespolone s3 jedynymi spéjnymi i lokalnie zwartymi ciatlami topologicznymi
(por. tez [95], [96]). W Sztokholmie Kurt Mahler przedstawit wyniki doty-
czace nowego pojecia, pseudonormy w pierécieniu, a Olga Taussky zastana-
wiala sie, kiedy przestrzen euklidesowa jest cialem topologicznym w zwy-
klej topologii. Natomiast George Polya powrécit do dziewietnastowiecznych
badan, zastosowan algebry w teorii wigzan chemicznych: Kombinatorische
Anzahlbestimmung fiir Permutationsgruppen und chemische Verbindungen.
Badania takie zapoczatkowali Arthur Cayley i William Kingdom Clifford
w latach siedemdziesiatych XIX wieku.

W latach trzydziestych algebra stopniowo przyswajala metody teorii
mnogoéci, wykorzystywane juz wczesniej w innych dzialach matematyki
(funkcje rzeczywiste, topologia). Np. Zorn [116] wykorzystal zasade maksi-
mum (zwang dzi§ w Polsce Lematem Kuratowskiego-Zorna, a w USA Lema-
tem Zorna) do dowodu istnienia idealéw maksymalnych, istnienia cial rze-
czywiscie domknietych czy tez cial algebraicznie domknietych. Teichmiiller
[83] podal rézne warunki réwnowazne pewnikowi wyboru, np. twierdzenie
Zermelo (kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowaé), czy tez warunek D (vide
[83]): dla kazdej rodziny skoriczonych podzbiorow zbioru X, zawierajgcej zbior
pusty, istnieje maksymalny podzbiér M zbioru X, ktérego kazdy skoriczony
podzbior nalezy do tej rodziny. Dzi§ dowody wykorzystujace wymienione
twierdzenia mozna znalezé w kazdym podreczniku algebry. W omawianym
okresie dopiero je odkrywano.

Jeszcze przed II wojng $wiatowa narodzita si¢ algebra homologiczna, wy-
dzielajac sie jako odrebna dyscyplina z intensywnie rozwijajacej si¢ topologii
algebraicznej. Jednak fundamentalne prace Eilenberga i Mac Lane’a na ten
temat ukazaty sie dopiero po wojnie ([28], [29]). W pracy [28] dali oni pocza-
tek teorii kategorii, ktdra poczatkowo byla narzedziem algebry, pézniej stala
sie jezykiem matematyki, tak jak teoria mnogosci na poczatku XX wieku,
aby wreszcie oddzielié sie swoich korzeni dajac nowa dyscypling teorig kate-
gorii. Znacznie pézniej, bo w latach pieédziesiatych i szes¢dziesigtych, uka-
zaly sie pierwsze monografie Cartana, Eilenberga i Mac Lane'a ([15], [54]).
Zenon Borewicz poinformowal mnie przed laty, ze poczatki algebry homolo-
gicznej stworzyl niezaleznie w okresie wojny D. K. Faddiejev z Leningradu.
Powolywat sie na skrypt Faddiejeva z lat czterdziestych, w ktérym zostaty
wylozone podstawy tej teorii.

Kohomologie grup i ich zwiazek z rozszerzeniami grup badat juz Reinhold
Baer w latach trzydziestych.

Okres II wojny $wiatowej kierowal zainteresowania matematykéw ku
kryptologii. Wiadomo np. ze Adrian Albert skupil wokét siebie algebraikow
zajmujacych sie ta tematyka. Generalnie jednak nie wiele do dzi$ wiadomo
na ten temat, mimo publikacji obszernych dziet [44]. Udzial polskich krypto-
logéw byl w tym wyscigu znaczacy ([71], [100]), ale do dzi$ nie odnotowany,
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nie liczac §ladowych publikacji. Co ciekawe, algebra w okresie migdzywojen-
nym nie byla w Polsce rozwijana, a wyklady uniwersyteckie ograniczaly si¢
do jej elementarnego zakresu.

Podstawy teorii pierscieni topologicznych stworzyl Kaplansky [45] (por.
tez [95], [96]).

Pierwszy kongres po II wojnie $wiatowej, XI Kongres odbyt si¢ w USA
(Cambridge, Massachusetts, 30 VIII - 6 IX 1950). Liczba zgloszonych odczy-
téw z algebry byta tak duza, ze postanowiono wydzieli¢c w ramach kongresu
osobng konferencje poswigcong algebrze [60]. Oto tytuly odczytéw plenar-
nych:

GROUPS AND UNIVERSAL ALGEBRA
G. BIRKHOFF, Some problems in lattice theory
S. MACLANE, Cohomology theory of abelian groups
R. BAER, The cohomology theory of a pair of groups
C. CHEVALLEY, The Betti numbers of the exceptional simple Lie groups

STRUCTURE THEORY OF RINGS AND ALGEBRAS

A. A. ALBERT, Power-associative algebras

R. BRAUER, On the representation of groups of finite order

N. JACOBSON, Representation theory for Jordan rings

J. DIEUDONNE, Les idéauz minimauz dans les anneauz associatifs

T. NAKAYAMA, On two topics in the structural theory of rings (Galois
theory of rings and Frobenius algebras)

ARITHMETIC ALGEBRA

E. ARTIN, Modern development of algebraic number theory and class
field theory

W. KRULL, Jacobsonsches Radikal und Hilbertscher Nullstellensatz

M. EICHLER, Arithmetics of orthogonal groups

M. KRASNER, Généralisations non-abéliennes de la théorie locale des
corps des classes

ALGEBRAIC GEOMETRY

O. ZARISKI, The fundamental ideas of abstract algebraic geometry

A. WEIL, Number theory and algebraic geometry

Warto zwr6cié uwage, ze odczyty z dwdch ostatnich sekcji nie bylyby dzis
zaliczone do algebry. Sekcja Arytmetyka algebraiczna stanowi dzis czesé alge-
braicznej teorii liczb. Geometria algebraiczna juz pieédziesiat lat temu trak-
towana byla jako odrebna dyscyplina. Co ciekawe, wyklad Kaplanskiego To-
pological algebra wigczono do réwnolegle odbywajacej sie konferencji z ana-
lizy, w sekcji Algebraic tendencies in analysis. W sekcji tej znalazl si¢ tez
wyklad Paula R. Halmosa o teorii miary i Rogera Godementa o problemach
teorii reprezentacji grup. Uwage zwraca nie tylko duza liczba réznorodnych
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wynikéw z algebry, lecz takze wiele pojeé algebry, ktére rozwinely sie w ta-
kim stopniu, aby znaleZé swoje miejsce na kongresie. Np. wygloszono od-
czyty pos$wigcone grupoidom, pélgrupom (Paul J. Dubreil), kwazigrupom,
lupom Moufanga. Trevor Evans przedstawil problem sléw w algebrze ogdl-
nej. Liczne prace poswiecono teorii grup, w tym grupom uporzadkowanym
(F. Loonstra). Jednak najwiecej wynikéw dotyczylo pierscieni (np. piercie-
nie alternatywne, potegowo-taczne, Jordana itd.) i ich uogélnien (pétpier-
Scienie, radykal Jacobsona dla pélpierscienia itd.). Po raz pierwszy zaczeto
odkrywaé analogony teorii Galois w sytuacjach réznych od klasycznej (Na-
kayama, Teoria Galois algebr; Thrall, Teoria Galois dla algebr przeksztalcen
liniowych). Klasyczna teori¢ Galois dla skoficzonego rozszerzenia typu Ga-
lois L ciala K mozna sformulowaé jako antyizomorfizm kraty cial lezacych
miedzy L i K z kratg podgrup grupy Galois tego rozszerzenia. Ogélny sche-
mat odpowiedniosci Galois pochodzi od Rigueta [73]. W ostatnim pétwieczu
odkryto wiele odpowiednio$ci Galois w algebrze i poza nig (liniowe réwnania
rézniczkowe). W czeéci algebraicznej kongresu znalazly swoje miejsce takze
tematy klasyczne: przestrzenie liniowe i macierze, teoria cial i réwnania.

7. Ekspansja algebry w drugiej polowie XX stulecia. Domina-
cja teorii grup i algebry homologicznej. Nastepny, XII Kongres odbyt
si¢ w Amsterdamie (2-9 IX 1954). Dwa odczyty plenarne po$wigcone byly
algebrze [61]: Richard Brauer (On the structure of groups of finite order)
udowodnil, ze w kazdej grupie parzystego rzedu N istnieje wlaSciwa pod-
grupa rzedu h > V/N. Natomiast Jean Dieudonné (Le calcul différentiel
dans les corps de caractéristigue p > 0) zdefiniowal obiekt, ktéry nazwal
formalng grupg Liego, uzywajac do konstrukeji formalnych szeregéw pote-
gowych o wspélczynnikach z ciata charakterystyki dodatniej. Odczyty z alge-
bry obejmowaly duze spektrum tematéw, m.in. pierécienie nielaczne (Ernst-
August Behrens), pierscienie péiproste, algebry Jordana (Nathan Jacobson),
pélgrupy, kraty, grupy skonczone itp. Uwage zwracaja proby przeniesienia
klasycznych wynikéw z teorii liczb na pierScienie skoficzone (Erich Lam-
precht, Allgemeine Gaussche Summen in endlichen Ringen). Polski akcent
to odczyt Stanistawa Krystyna Zaremby Spacing problems in abelian groups
dotyczacy pewnego zagadnienia kombinatorycznego, motywowanego proble-
mami teorii kodowania.

XIIT Kongres w Edynburgu (14-21 VIII 1958) algebrze poswiecil nie-
wiele czasu [62]. Wéréd dziewigtnastu odczytéw plenarnych byl tylko jeden
z algebry. Helmut Wielandt dokonat przegladu wynikéw w teorii grup skon-
czonych: Entwicklungslinien in der Strukturtheorie der endlichen Gruppen.
Jednak sensacja tego kongresu bylo obalenie XIV Problemu Hilberta przez
Masayoshi Nagate, ktéry dla dowolnego ciata skonstruowal podgrupe grupy
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liniowej przestrzeni wymiaru 16 nad tym cialem, ktérej pierscien niezmien-
nikéw nie jest skonczenie generowany nad tym cialem. Pdzniejsze lata przy-
niosty dalsze studia nad zagadnieniami wokél XIV Problemu Hilberta [58].

XIV Kongres odby! sie znowu w Sztokholmie (15-22 VIII 1962). Sposréd
tematéw algebraicznych dominowala na nim teoria grup skonczonych [63].
Wiréd szesnastu wykladéw plenarnych tylko jeden dotyczyt algebry. Jacques
Tits wyglosil wyklad: Groupes simples et géométries associées. Aleksiej Iva-
nowicz Kostrikin (Algebry Liego i grupy skoriczone) udowodnil prawdziwos¢
Ograniczonego Problemu Burnside’a dla wykladnika pierwszego p. Pytanie
brzmialo: Czy w klasie wszystkich grup skonczonych z zadang liczba k ge-
neratoréw i tozsamoécia P = 1 istnieje taka maksymalna grupa B(k,p), ze
kazda grupa z tej klasy jest jej grupg ilorazowa? Dowéd Kostrikina dtugo bu-
dzit watpliwoéci. Cwieré wieku pézniej peiny jego dowdd ukazal sie w wersji
ksigzkowej [51]. Do dowodu postuzyta technika oparta na grupach i alge-
brach Liego. Innym waznym wynikiem przedstawionym w Sztokholmie byty
dwa twierdzenia Johna G. Thompsona (Two results about finite groups):
A. Kazda grupa skonczona nieparzystego rzedu jest rozwigzalna; B. Jezeli
istnieje automorfizm rzedu pierwszego skoficzonej grupy G bez nietrywial-
nych punktéw statych, to G jest nilpotentna. Wynik A udowodnili wspélnie
Walter Feit i John G. Thompson [33]. Wyniki te doprowadzag Thompsona
do Medalu Fieldsa (1970). Trzeba bylo jednak jeszcze trochg¢ popracowac.
Szkic dowodu twierdzenia A zajal ponad 250 stron [33).

Juz pod koniec XIX wieku wiedziano (William Burnside, Leonhard E.
Dickson), dzigki twierdzeniom Camille Jordana i Otto Holdera, Ze opis grup
skoficzonych sprowadza sie¢ do opisu skoficzonych grup prostych, poprzez
budowe kolejnych rozszerzen. Pojecie grupy prostej pochodzi od C. Jordana
(1869). Czesé grup prostych wystepuje w dwudziestu seriach, znanych jesz-
cze w XIX wieku (grupy alternujace A, dla n # 4, wynik przypisywany Ga-
lois dla n = 5; projektywna specjalna grupa liniowa PSL(n,q), tzn. grupa
macierzy nxn o sktadowych z ciala g-elementowego i wyznaczniku 1, podzie-
lona przez jej centrum, poza przypadkiem, gdy n = 21 g = 2,3; itd). Grupy
proste nie wystepujace w zadnej ze znanych serii (znane byly juz wszyst-
kie serie [40]) nosza nazwe sporadycznych grup prostych. Mathieu (1861)
odkryl dwie grupy proste sporadyczne My; i M,, a pézniej dalsze grupy
noszace jego nazwisko, tzn. Maa, Moz, Mas (1873). Np. My, jest czterokrot-
nie tranzytywng grupa permutacji jedenastu elementéw. Wczesng historig
teorii grup skoficzonych mozna znalezé¢ w [102]. Do roku 1966 nie znano
innych grup sporadycznych, précz grup Mathieu. Dopiero Z. Janko [43] za-
poczatkowal serie kolejnych przykladéw grup sporadycznych. A wigc przez
prawie sto lat nie bylo nowych przyktadéw grup sporadycznych! Odkrycie
to pobudzilo innych badaczy. W krétkim czasie zaczeto odkrywaé kolejne
sporadyczne grupy proste (Conway, Fischer, Hall, Harada, Held, Higman,
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Lyons, McKay, Norton, O’nan, Rudvalis, Sims, Smith, Wales). Ostatecznie
okazalo si¢ w latach osiemdziesiatych, ze jest dokladnie 26 grup sporadycz-
nych. Dalsze wyniki teorii grup przedstawiono na XV Kongresie (Moskwa,
1966). John G. Thompson wyglosil wyklad: Characterizations of finite sim-
ple groups. A. 1. Malcew méwil O niektérych zagadnieniach z pogranicza
algebry i logiki. Rozwijajaca si¢ juz od pewnego czasu teoria modeli znala-
zla zastosowania w algebrze [74]. Pierwszym spektakularnym zastosowaniem
tych metod (ultrapotegi cial z waluacjami) w algebrze i teorii liczb byt wynik
Axa i Kochena [9], wyjadniajacy status Hipotezy Artina: dla kazdej liczby
naturalnej d istnieje taki skoficzony zbiér liczb pierwszych A(d), ze jezel
tylko liczba pierwsza p nie lezy w tym zbiorze, to kazda forma f nad cia-
lem Qp, n > d? zmiennych, ma nietrywialne zero w Qp- Zapoczatkowane
w ten sposob zastosowanie teorii modeli w algebrze trwa do dzi$, pozwalajac
na uzyskiwanie glebokich wynikéw, ktérych na razie nie mozna udowodnié
klasycznymi metodami algebry. Przypomina to troche sytuacje dotyczaca
opisu niezmiennikéw w XIX wieku i nieoczekiwany wynik Hilberta. Tu sy-
tuacja jest podobna. Opisany jest nieefektywnie zakres prawdziwosci tej
hipotezy. Pé7niejsze wyniki, uzyskane w inny sposéb, podaly pewne osza-
cowania liczby elementéw zbioru wyjatkowego A(d). Kongres Moskiewski
wskazal tez inne trendy w algebrze [64]. Hyman Bass (Whitehead groups
and Grothendieck groups of group rings) przedstawil rezultaty rodzacej sie
K-teorii, wkrétce ujete w formie monografii [10]. E. R. Kolchin w wykladzie
Some problems in differential algebra przedstawil podstawy algebry réznicz-
kowej, w szczegblnosci wspominajac o teorii Galois cial z rézniczkowaniami.
Teoria ta opisana jest w kolejnych wydaniach jego ksiazki [50]. Algebraiczne
ujecie tej tematyki zapoczatkowal Irving Kaplansky w [46]. E. S. Golod i I.
R. Szafarewicz udowodnili w 1964 roku, ze jezeli skonczona p-grupa o mini-
malnej liczbie generatoréw d okreSlona jest przez r relacji, to r > (%1)2,
podajac réwnoczesnie przyklad nieskonczonej, ale skonczenie generowanej p-
grupy, ktéra nie spelnia tej nieréwnosci dla r i d. W Moskwie Golod méwit
O niektdrych problemach typu Burnside’a, podajac negatywne rozwigzanie
Ogélnego Problemu Burnside’a. Skonstruowal on nieskonczenie wymiarowsg
algebre nad ustalonym cialem K, majaca d > 2 generatoréw, ktérej kazda
podalgebra generowana przez mniej niz d elementéw jest nilpotentna. Wy-
prowadzil stad istnienie nieskoficzonej p-grupy majacej d > 2 generatoréw
i takiej, ze kazda jej podgrupa generowana przez mniej niz d elementéw jest
skoficzona. W nastepnych dziesiecioleciach byly konstruowane dalsze przy-
klady tego typu, z dodatkowymi wlasnosciami budowanej grupy. W szczeg6l-
nosci, w roku 1968 P. S. Novikov i S. I. Adjan skonstruowali kontrprzyktady
do Problemu Burnside’a dla grup z nieparzystym wykladnikiem n > 4380.
Wynik ten byl pézniej poprawiany przez wielu autoréw.

Dopiero jednak na XVI Kongresie (Nicea, 1-10 IX 1970} uhonorowano
intensywny rozwdéj algebry przyznaniem Medalu Fieldsa J. G. Thompsonowi
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[3]. Richard Brauer [3] w swoim wystapieniu (On the work of John Thomp-
som) pisal m.in.: Wyznaczyl on minimalne grupy proste, tzn. te grupy proste,
ktorych wiasciwe podgrupy sq rozwigzalne, stwierdzajac dalej, ze wiele waz-
nych wnioskéw pokazuje, Ze teraz mozina odpowiedzie¢ na pytania dotyczgce
grup skoriczonych, ktére do tej pory byly daleko poza zasiggiem [dotychcza-
sowych metod]. Wymienig jeden: skoriczona grupa jest rozwigzalna wtedy
i tylko wtedy, gdy kaida jej wlasciwa podgrupa generowana przez dwa ele-
menty jest rozwigzalna. Mozna sprébowaé to udowodnié, aby zobaczyé, jak
gleboki jest ten wynik. [...] A oto tematyka wykladéw plenarnych w Nicei.
Walter Feit, ktéry niestety nie dostal Medalu Fieldsa, choé naf zastuzyt,
przedstawit aktualny stan wiedzy o skonczonych grupach prostych (The
current situation in the theory of finite simple groups), méwiac, ze praca
bedzie dotyczyé tylko jednego problemu. ZnaleZé sensowny opis wszystkich
niecyklicznych [skoficzonych| grup prostych. Praca zawierala m.in. opis grup
prostych odkrytych przez Fischera, Griessa i innych. Natomiast Novikov
otrzymal Medal Fieldsa za rozstrzygniecie Problemu Burnside’a. Richard
G. Swan pos$wiecit wyklad intensywnie rozwijajacej si¢ K-teorii (Algebraic
K-theory). Liczba waznych wynikéw po$wieconych skoficzonym grupom pro-
stym byla imponujaca, jesli jeszcze zwrécié uwage na range nazwisk:

RICHARD BRAUER, Blocks and characters

J. H. CoNnwAY, The subgroup structure of the exceptional simple groups

GEORGE GLAUBERMAN, Local and global properties of finite groups

DANIEL GORENSTEIN, Centralizers of involutions in finite simple groups

D. G. HIGMAN, A survey of some questions and results about rank 3
permutation groups

ZVONIMIR JANKO, A class of non-solvable finite groups

MICHIO SUZUKI, Characterizations of some finite simple groups

J. G. THOMPSON, Quadratic pairs

Niemniej wazne byly wyniki z innych dzialéw algebry, gléwnie z teo-
rii pierécieni. S. I. Adjan swéj wyklad Identités dans les groupes poswiecit
oméwieniu aktualnego stanu problemu Burnside’a (wyniki wlasne, Novikova,
Kostrikina i innych). Ponadto wyloszono wyklady na temat:

S. A. AMITSUR, Some results on rings with polynomial identities

P. M. COHN, Free ideal rings and free products of rings

MAX KOECHER, Jordan algebras and differential geometry

A. 1. KOSTRIKIN, Variations modulaires sur un théme de Cartan

B. H. NEUMANN, Properties of countable character

A. PFISTER, Sums of squares in real function fields

Przedstawiono réwniez wyniki z algebry homologicznej i teorii cial. Zna-
mienny byl tym razem brak wyktadéw dotyczacych algebry ogdlne;.

Pod koniec lat szedédziesiatych coraz bardziej ujawnialy si¢ potrzeby
praktyki komputerowej. Poniewaz nie mozna w nieskonczono$é zwigkszaé
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mozliwosci obliczeniowych komputeréw, nalezy przeanalizowaé istniejace al-
gorytmy, w tym algorytmy algebry pod katem ich zlozonosci obliczeniowej,
co przeklada si¢ bezposrednio na czas pracy komputera. Pierwsze udane
préby w tym kierunku pochodza jeszcze od Derricka Henry Lehmera z lat
trzydziestych. Lehmer szukal algorytméw pozwalajacych np. na mozliwie
szybkie mnozenie duzych liczb. Tematyka ta powrécita w latach szeSédzie-
sigtych. Zaczeto analizowaé pod katem zlozono$ci znane algorytmy algebry.
Volker Strassen odkryl w 1968 roku, ze do pomnozenia dwoch macierzy 2 x 2
wystarczy siedem, a nie osiem mnozen, jak by to wynikalto ze znanych wzo-
ré6w. Fudamentalna praca na ten temat [82] ukazala si¢ w roku 1973. Liczba
operacji potrzebnych do pomnozenia dwdch macierzy n x n jest, jak latwo
zauwazyé, rzedu O(n3). Z algorytmu Strassena wynika, ze w istocie rzad
wielkosci jest mniejszy i wynosi O(n'°87). Wynik ten wielokrotnie popra-
wiano. Jak mi powiedzial Strassen na Kongresie Algebry w Nowosybirsku
(21-26 VIII 1989), mozna si¢ tu wszystkiego spodziewaé. W pierwszej po-
lowie XX wieku wyniki tego typu zaliczano do algebry. PéZniej zakwalifiko-
wano by je do metod numerycznych algebry. Jezeli jednak siegnaé do pracy
[82], nie ma watpliwoéci, ze jest to algebra: autor uzywa iloczynéw tenso-
rowych. W ostatnich trzydziestu latach XX wieku przeanalizowano takze
inne podstawowe algorytmy algebry pod katem ich ztozonosci obliczeniowej.
W ten spos6b powrdcono do niektérych algorytméw znanych jeszcze w XIX
wieku i wtedy uwazanych za nieprzydatne w praktyce. W ostatnich dzie-
siecioleciach zrodzila si¢ z tych badan odrebna dyscyplina. Bada ona np.
ztozonoéé¢ réznych algorytméw w teorii grup, w zaleznosci od rzedu grupy
lub innych wielko$ci zwigzanych z grupa (liczba podgrup, elementéw danego
rzedu itp.).

8. Ostatnie ¢éwieréwiecze XX wieku. XVII Kongres (Vancouver,
1974) nie wniést zbyt wiele do algebry. Na nastepnym XVIII Kongresie (Hel-
sinki, 15-23 VIII 1978) tez nie bylo wiele na tematy algebraiczne [65]. W dal-
szym ciggu dominowala teoria grup. Jeden z wykladéw plenarnych mial
Daniel Gorenstein (The classification of finite simple groups). Uzupelnialy
go wyklady Michaela Aschbachera (A survey of the classification program
for finite simple groups of even characteristic) i Charlesa C. Simsa ( Group-
theoretic algorithms, a survey). Précz tego byly wazne wyklady z teorii pier-
écieni (Melvin Hochster, Cohen-Maccaulay rings and modules), a ponadto
z algebraicznej K-teorii (Wilberd van der Kallen, V. P. Platonov).

XIX Kongres, majacy si¢ odby¢ w 1982 roku w Warszawie, op6znit sig
o rok z powodu stanu wojennego w Polsce i ostatecznie odby! sie w terminie
16-24 VIII 1983. Opdznienie to zostalo zrekompensowane w postaci obszer-
nej dwutomowej publikacji [66]. Algebre reprezentowaly dwa tematy: grupy
skoniczone i algebry. Robert L. Griess, Jr. w wykladzie: The sporadic simple
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groups and construction of the Monster méwil o niemal zakonczonej klasyfi-
kacji skonczonych grup prostych. Dalsze wyklady z teorii grup: M. Gromov,
Infinite groups as geometric objects; A. Ju. Olszanski, On a geometric me-
thod in the combinatorial group theory. Pozostale wyklady w sekcji algebry
dotyczyly réznego typu algebr:

J. C. JANTZEN, Enveloping algebras of semisimple Lie algebras

A. JOSEPH, Primitive ideals in enveloping algebras

C. M. RINGEL, Idecomposable representations of finite-dimensional al-
gebras

E. 1. ZELMANOV, On the theory of Jordan algebras

Dwa wyklady dotyczyly K-teorii: C. Soulé, K-théorie et zéros aux points
entiers de fonctions zeta; R. P. Stanley, Combinatorial applications of the
hard Lefschetz theorem.

XX Kongres odby! sie w Berkeley (3-11 VIII 1986). Program z alge-
bry byl doéé bogaty [67]. Algebrze byly poswiecone dwa odczyty plenarne.
Arnold Schénhage (Equation solving in terms of computational complexity)
swbj wystep poswiecit juz w pelni uksztaltowanej dyscyplinie, algebraicz-
nej teorii ztozonosci algorytméw. A. A. Suslin opisal Algebraic K-Theory of
fields. Na sekcji algebry wygloszono osiem godzinnych wykladéw:

MAURICE AUSLANDER, The what, where, and why of almost split sequen-
ces

G. V. BELYJ, On commutant of the absolute Galois group

WALTER BORHO, Nilpotent orbits, primitive ideals, and characteristic
classes (a survey)

MICHEL BROUE, Théorie locale des blocs d’un groupe fini

PETER GABRIEL, Darstellungen endlichdimensionaler Algebren

A. S. MERKURIEV, Milnor K-theory and Galois cohomology

V. L. Poprov, Modern developments in invariant theory

ROBERT LEE WILSON, Simple Lie algebras over fields of prime charac-
teristic

XXI Kongres [68] odby! sie w Kyoto (21-29 VIII 1990). W algebrze do-
minowala K-teoria. Jednym z medalistéw Fieldsa byl Wiadimir Drinfeld,
nagrodzony na dowdéd Hipotezy Langlandsa dla grupy GL(2, F,(t)) i za wy-
- niki dotyczace grup kwantowych. Nie s to zagadnienia algebry, choé niewat-
pliwie algebra jest waznym narzedziem w wymienionych tematach. Pojecie
modut Drinfelda weszlo na stale do algebry. Wér6d wykladéw plenarnych
znalazly si¢ trzy wyklady z algebry: .

SPENCER BLOCH, Algebraic K-Theory, motives, and algebraic cycles

YASUTAKA IHARA, Braids, Galois groups, and some algebras in mathe-
matics

VAUGHAN F. R. JONES, Von Neumann algebras in mathematics

W sekeji Algebra znalazlo sig osiem wykladéw po 45 minut:
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JON F. CARLSON, Cohomology of modules over group algebras

ROSTISLAV I. GRIGORCHUK, On growth in group theory

CRAIG HUNEKE, Absolute integral closure and big Cohen-Macaulay al-
gebras

ALEXANDER R. KEMER, Identities of associative algebras

PauL C. ROBERTS, Intersection theory and the homological conjectures
in commutative algebra

KLAaus W. ROGGENKAMP, The isomorphism problem for integral group
rings of finite groups

ROBERT W. THOMASON, The local to global principle in algebraic K-
theory

EriM 1. ZELMANOV, On the restricted Burnside problem

Dtugoscig elementu g w skohczenie generowanej grupie G nazywa sie
minimalng liczbe generatoréw, ktérych iloczynem jest g. Funkcja wzrostu
w takiej grupie zlicza liczbe elementéw, ktérych diugos$é nie przekracza n.
W naturalny sposéb zdefiniowang klase réwnowaznosci funkcji wzrostu (za-
leznych od zbioru generatoréw) nazywa si¢ stopniem wzrostu grupy. W ter-
minach stopnia wzrostu mozna wyrazi¢ wiele wlasnoéci grupy. Grigorchuk
rozwiazal problem Milnora dotyczacy stopnia wzrostu grupy.

Roggenkamp rozwazal problem izomorfizmu dla grup skonficzonych: czy
dla. grup skonczonych G i H z izomorfizmu ich pierécieni grupowych nad
pierécieniem Z liczb calkowitych wynika izomorfizm G z H? Zagadnienie
ma bogata literature.

Zelmanov przedstawil najnowsze badania Ograniczonego Problemu
Burnside’a (w [51] mozna znalezé wczedniejsze wyniki).

XXII Kongres [69] odby! si¢ znéw w Zurychu (3-11 VIII 1994), niemal
w stulecie I Kongresu. Tematyka wykladéw z algebry byla podobna do te-
matyki poprzedniego kongresu. Zelmanov otrzymal Medal Fieldsa za wyniki
dotyczace Ograniczonego Problemu Burnside’a. Kontynuujac badania Ko-
strikina rozstrzygnal on Ograniczony Problem Burnside’a dla wykladnikéw
postaci p™ (p — liczba pierwsza). Podobnie jak Kostrikin, uzyl algebr Liego,
przy okazji znacznie upraszczajac dowdéd w przypadku n = 1. Przypadek
p = 2 okazal si¢ bardzo skomplikowany; wymagal uzycia kwadratowych
rozszerzen pierScieni Jordana.

W sekcji algebry wygloszono nastepujace wyklady:

PETER LITTELMANN, The path model for representations of symmetrical
Kac-Moody algebras

ALEXANDER LUBOTZKY, Subgroup growth

JEAN-FRANCOIS MESTRE, Constructions polynomiales et théorie de Ga-
lois

RAMAN PARIMALA, Study of quadratic forms — Some connections with
geometry
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GERALD W. SCHWARZ, Invariant differential operators

ANDREI SUSLIN, Algebraic K-theory and motivic cohomology

MICHEL VAN DEN GERGH, Modules of covariants

Wyklad Littelmanna dotyczyl pewnej waznej klasy algebr Liego. Mestre
nawigzal do klasycznego pytania Emmy Noether: czy kazda grupa skoficzona
jest grupg Galois pewnego wielomianu o wspolczynnikach wymiernych. Po
zakonczeniu klasyfikacji skonczonych grup sporadycznych pojawity sie liczne
konstrukcje wielomianéw, ktérych grupa Galois jest zadana grupa spora-
dyczna. Powyzsze wyklady dotyczyly na ogél nie tylko algebry. Np. odczyt
Schwarza réwnie dobrze mozna zakwalifilkowaé do geometrii algebraiczne;j.

Ostatni w XX wieku, XXIII Kongres odby! si¢ w Berlinie (18-27 VIII
1998). Najwazniejszym wynikiem uhonorowanym na tym kongresie byl do-
woéd Wielkiego Twierdzenia Fermata podany przez Andrew Wilesa [70].
Ograniczenie wieku medalistéw do czterdziestki nie pozwolilo na przyznanie
mu Medalu Fieldsa. Tytulem rekompensaty Wiles dostal srebrng plakietke
z odpowiednim napisem.

Richard E. Borcherds otrzymal Medal Fieldsa za dowéd hipotezy Mon-
strous Moonshine (Monstrualne Urojenie). Mianowicie John McKay zauwa-
zyl, ze miedzy wspdlczynnikami eliptycznej funkcji modularnej j(7) a wy-
miarami nieprzywiedlnych reprezentacji grupy Monster (najwigksza wérdd
grup sporadycznych) zachodzg proste zaleznosci arytmetyczne. Na tej pod-
stawie J. H. Conway i S. Norton (1979) sformulowali hipoteze Monstrous
Moonshine. Znéw, tak jak poprzednio, nie jest to wynik z czystej algebry.
Ponadto na sekcji algebry wygloszono osiem wykladéw:

ERriCc M. FRIEDLANDER, Geometry of infinitesimal group schemes

SERGE!I V. IVANOV, On the Burnside problem for groups of even expo-
nent

WILLIAM M. KANTOR, Simple groups in computational group theory

GUNTER MALLE, Spetses

ALEKSANDER V. PUKHLIKOV, Birational automorphisms of higher-di-
mensional algebraic varietes

IDUN REITEN, Tilting theory and quasitilted algebras

JEREMY RICKARD, The Abelian defect group conjecture

ANER SHALEV, Simple groups, permutation groups, and probability

Wydaje sig, ze wykltady Friedlandera i Pukhlikova mogly by byé réwniez
zakwalifikowane do geometrii algebraicznej. Kantor dowiddl, ze istniejg al-
gorytmy w teorii grup skonczonych (np. wyznaczanie p-grup Sylowa, ciagu
kompozycyjnego itd.), ktére maja wzrost wielomianowy. Stwarza to dobre
podstawy do przyszlych obliczen numerycznych w teorii grup. Malle roz-
wazal pewne grupy symmetrii, ktére okazaly si¢ grupami Weyla. Wyklad
Reitena dotyczy! reprezentacji algebr artinowskich, a wyklad Shaleva po-
Swigcony byl najnowszym wynikom w teorii grup skoficzonych, uzyskanych
dzieki metodom probabilistycznym.
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Oprécz cytowanych wykladéw zwigzanych z algebra, na kazdym kongre-
sie byly krétkie komunikaty. Na kongresach w II polowie XX wieku bylo ich
po kilkadziesiat.

Po wojnie algebra w Polsce zaczela si¢ rozwijaé gléwnie w Toruniu, gdzie
powstal prezny oSrodek, zajmujacy si¢ m.in. algebra homologiczna i teorig
pierécieni, skupiony wokét Stanistawa Balcerzyka, jego wspélpracownikéw
i uczniéw. Pod koniec lat pigédziesiatych wok6t Edwarda Marczewskiego
skupila sie¢ we Wroclawiu liczna grupa matematykéw zajmujacych sie alge-
bra ogdlng (zwang tez uniwersalng). R6znorodne dzialy algebry rozwijane
sg obecnie w Katowicach, Warszawie i Wroclawiu. Nie zamierzam jednak
omawiaé rozwoju algebry w Polsce; bylby to temat na odrebny artykul.

9. Nauczanie algebry. Program Emila Artina. Potrzebe zmian
w nauczaniu, nie tylko algebry, widzial juz w roku 1954 André Weil [92].
Pisat on: Wydaje sie, Ze obliczenia numeryczne i wszystkie pomysty z nimi
zwigzane bedg zajmowaé coraz wazniejsze miejsce w nauczaniu elementar-
nym, anizeli ma to dotychczas miejsce. Odniéstbym te wypowiedZ réwniez
do nauczania matematyki na poziomie uniwersyteckiem.

Program wykladu algebry uniwersyteckiej zaproponowal Emil Artin [5].

Na konferencji w Bombaju, w roku 1960, poswigconej nauczaniu mate-
matyki, Emil Artin przedstawil program nauczania algebry na uniwersyte-
tach [5]. I choé¢ minglo od tego czasu prawie p6l wieku, to wydaje sie, ze
program ten jest nadal aktualny i zastuguje na przypomnienie. Relacja Ar-
tina to opis jego doSwiadczen zebranych na uniwersytetach amerykanskich
i niemieckich. Jak stwierdza Artin, program wykladu algebry abstrakcyjnej
dla zaawansowanych studentéw zaleze¢ bedzie od wielu szczegbtéw, takich
jak przygotowanie studentéw, wyposazenie biblioteki i innych warunkéw lo-
kalnych. W przypadku wykladu algebry jeste$my w szczesliwym potozeniu,
pisze Artin, gdyz ewentualny spér moze dotyczy¢ jedynie podejécia aksjo-
matycznego. Jezeli zrezygnowaé z takiego ujecia, to, zdaniem Artina, caly
kurs traci sens i staje si¢ nieudolny. Oponenci tej metody wskazuja cze-
sto na trudnosci studentéw. Artin uwaza, ze wtedy nalezy zwolnié tempo
wyktadu. Jestem przeciwny podrecznikom prawdopodobnie z powodu mojego
europejskiego przygotowania, pisze Artin. Na moich wyktadach polecam je-
dynie tylko kilka ksigzek, ktore student mozZe wykorzystaé. Nienawidze wy-
ktadow, w ktérych mam si¢ przekopywaé rozdzial po rozdziale przez dang
ksigike. Zywosé i swiezosé wyktadu, pomyslane jako bodziec dla studentéw,
ucterpiatyby ogromnie. Idgc na kompromis pisze na tablicy wiecej niz zwy-
kle tak, aby student mdgl w domu zrekonstruowaé wszystkie szczegdly bez
trudnosci. W dalszym ciggu Artin zwraca uwage na to, Ze obecnie algebra
stala sie narzedziem uzywanym w réznych dzialach matematyki. Algebraicy
powinni wiec mie¢ na uwadze potrzeby innych dyscyplin takich, jak topo-
logia, analiza i geometria algebraiczna. Planowanie wykladu powinno byé
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wiec uzaleznione od lokalnych warunkéw uniwersytetu. A oto szczegbélowy
program wykladu proponowany przez Artina.

1. Przypomnienie podstawowych pojeé¢ teorii mnogosci, oznaczenia, re-
lacje réwnowaznosci, porzadki.

2. Wstep do podstawowych pojeé algebry: zbiory z dzialaniami.

3. Pojecie grupy. Rozklad na warstwy wzgledem podgrupy. Grupy z ope-
ratorami. Homomorfizmy. Podstawowe twierdzenie o homomorfizmie. Poje-
cie pier§cienia, modutu nad pierscieniem.

4. Pojecie ciata jako szczegllny przypadek pierScienia (niekoniecznie
przemiennego), przestrzenie liniowe. Material uzalezniony od tego, ile wcze-
$niej bylo na ten temat. Tym niemniej powinien by¢ dokonany przeglad
podstawowych faktéw z algebry liniowe;.

5. Idealy w pierécieniach przemiennych. Pierscienie ilorazowe. Idealy
maksymalne i pierwsze. Radykatl ideatu.

6. Konstrukcje nowych obiektéw algebraicznych.

(a) Cialo ulamkéw pierscienia catkowitego lub, ogélniej, piercien Rg
utamkéw pierscienia R wzgledem zbioru multyplikatywnego S.

(b) Konstrukcja pier§cienia R[X], gdzie X jest zmienng, a R jest pieicie-
niem lub konstrukcja pierécienia péigrupowego R[S], gdzie S jest pSlgrupa.

(c) Rozwiazywanie réwnan f =0, f € S C F[X], gdzie F jest cialem.

(d) Konstrukcja algebraicznego domknigcia ciata.

(e) Odwzorowania wieloliniowe i iloczyny tensorowe moduléw jako wstep
do topologii lub algebry homologiczne;j.

(7) PierScienie gléwnych ideatéw (PID) i pierScienie z jednoznacznoscia
rozkladu (UFD).

(8) Twierdzenie Gaussa: jezeli R jest piericieniem z jednoznacznoscia
rozkladu, to R[X] tez ma te wilasnosé.

(9) Rozszerzenia cial przemiennych.

(10) Teoria Galois w oparciu o twierdzenie Dedekinda o liniowej nieza-
leznosci automorfizméw.

(11) Elementy teorii waluacji.

Spodréd innych tematéw, ktére mozna by szerzej rozwingé, wymienia
Artin teorie grup, algebr, pierécienie i moduly noetherowskie, algebre homo-
logiczng i geometrie algebraiczng. Artin uwaza, ze mozna bezpiecznie zrezy-
gnowad z omawiania dydaktycznej strony wykladu. Czesto bowiem najlepiej
przygotowany wyklad moze byé zaprzepaszczony poprzez kiepska prezenta-
cje. Z drugiej strony, znani sg bardzo dobrzy studenci notorycznie stabych
wykladowcow.

Oczywiscie program Artina mozna by dzi§ rozszerzy¢ o nowe hasta, ale
wydaje sig, ze w ogblnym zarysie jest on nadal aktualny. Zresztg na polskich
uniwersytetach, nawet i dzi$, nie wszedzie wyklada sie algebre nawet w takim
zakresie, jak to proponowal Artin.
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Juz w XIX wieku zaczely pojawiaé si¢ podreczniki akademickie algebry.
Wazna role odegrala wtedy ksigzka Serreta [79], ktéra stala sig¢ standardo-
wym podrecznikiem we Francji az do roku 1900. Poniewaz nie opisywala
ona osiggnie¢ C. Jordana w teorii grup, ani rozwoju teorii cial wraz z teorig
Galois, wiec powszechne uzycie jej spowodowalo automatycznie opdZznienie
kilku generacji matematykéw francuskich. Dieudonné [25a] méwil o szoku
i zdziwieniu swoim i jego mlodszych kolegéw, gdy ukazala si¢ ksigzka van
der Waerdena, [87): Ksztalcitem sie w Ecole Normale, ale nie wiedziatem, co
to jest ideal, a jedynie wiedziatem, co to jest grupa! Mimo, ze uwaga Dieu-
donnégo ma nieco glebszy wydzwigk, to problem na pewno mial zwigzek
z kolejnymi wznowieniami ksigzki Serreta [79]. Podrecznik Webera [89] stu-
zyt do czasu ukazania sig ksiazki [87] i miat polskie wydanie w roku 1925 [90].
Byly réwniez w uzyciu inne podreczniki algebry ([11], [18], [24], [55]), zeby
wymienié tylko kilka przykladéw. W II polowie XX wieku cieszyl si¢ uzna-
niem podrecznik [41] urodzonego w Warszawie Nathana Jacobsona, a takze
dobrze znana w Polsce ksigzka G. Birkhoffa i S. Mac Lane’a [12], wydana
po raz pierwszy w roku 1954. Nieco pdzniej duza kariere zrobil podrecznik
S. Langa [53]. Zdaniem Abhyankara [2] Algebra O. Perrona [56] jest ostat-
nim podrecznikiem zawierajacym liczne algorytmy dla wielomianéw wielu
zmiennych.

W okresie miedzywojennym byly w Polsce trzy podreczniki algebry (nie
liczac ksiazek o wyznacznikach autorstwa B. Iwaszkiewicza i M. Kernera
(1934), Sleszynskiego (1926) i S. K. Zaremby (1909)): wspomniany podrecz-
nik Webera [90], bardzo dobry podrecznik Stanistawa Ruziewicza i Eusta-
chego Zylifiskiego [77], oraz wydany w roku 1934 podrecznik [114] Witolda
Wilkosza. Wyklad algebry Wactawa Sierpinskiego [80] ukazal si¢ dopiero
w roku 1946.

Wybranie tylko kilku najnowszych i najprezniej rozwijajacych sie dyscy-
plin matematycznych przez polskich matematykéw po odzyskaniu niepod-
leglodci w 1918 r. stalo sig Zrédlem wielu sukceséw matematyki polskie;j.
Z drugiej jednak strony spowodowalo zaniedbanie innych dyscyplin, w tym
takze algebry, nie tylko w zakresie badan, ale réwniez w zakresie nauczania.
Straty te stopniowo odrobiono po II wojnie $wiatowej. Obecnie, przynaj-
mniej na niektérych uniwersytetach, obserwuje si¢ systematyczne ogranicza-
nie zakresu wykladanej algebry i powrét do poziomu nauczania z IT polowy
XIX wieku, na rzecz réznych dzialéw matematyki stosowanej. Nie wrézy to.
dobrze polskiej algebrze.

9. Co dalej? Dzi$ trudno jednoznacznie przewidzieé, jaka tematyka be-
dzie dominowaé w algebrze XXI wieku. Z pewnoscia nadal intensywnie be-
dzie si¢ rozwijaé teoria grup skonczonych. Teoretycznie wiadomo, jak zbu-
dowana jest kazda grupa skoniczona. Zapewne powszechne beda programy
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komputerowe pozwalajace na operacje w danej grupie, grupy kolejnych rze-
déw zostang stablicowane, a ich opis bedzie dostgpny w internecie. Nalezy
oczekiwad, ze zostanie wreszcie uporzadkowana ogromnie rozbudowana i roz-
proszona teoria piercieni. Wymaga to przygotowania monografii, albo serii
monografii w stylu Jacobsona [42] czy tez innych jego ksiazek (np. o pier-
cieniach Jordana). Byé moze wzorem teorii grup nastapi wigksze zainte-
resowanie pierScieniami skoniczonymi i préba ich opisu. Nalezy oczekiwacl
rozwoju tych dzialéw algebry, ktére maja znaczenie w informatyce i teorii
kodowania. Mozna si¢ spodziewaé, ze bedg nowe opracowania w zakresie al-
gebry homologicznej i jej zastosowan. Zapewne powstang nowe monografie
po$wiecone K-teorii. Sledzac tematyke ostatnich kongreséw mozna z du-
7ym prawdopodobiefistwem przewidzie¢ badania w najblizszym czasie. Na
wzér Monstrualnego Urojenia moga sie pojawi¢ hipotezy uzyskane dzieki
duzej liczbie przykladéw numerycznych. Moga powstaé zupetnie nowe pro-
blemy motywowane rozwojem innych dyscyplin, zaréwno matematycznych,
jak i niematematycznych. Na wiele klasycznych pytan wspélczesna algebra
nie zna odpowiedzi. Np. jak opisaé wszystkie automorfizmy pierécienia wie-
lomianéw wielu zmiennych (grupa Cremony). By¢ moze pomocne okaza si¢
wyniki wigzgce wlasno$ci topologiczne obiektu z jego wlasnosciami dyskret-
nymi. Dla grup s to wyniki znane (np. kazda zwarta grupa zerowymiarowa
jest proskoficzona). Zapewne nastapi renesans niektérych nieco zapomnia-
nych dzialéw algebry, np. algebry uniwersalnej czy tez opisu operacji alge-
braicznych w klasycznych obiektach (ciala, pierScienie). Mlodzieficze prace
Norberta Wienera z lat dwudziestych XX wieku dotyczyly operacji w cia-
tach. Byé moze przyda si¢ w zastosowaniach numerycznych mozliwo$é zde-
finiowania ciala przy pomocy jednej operacji (Wiener). Na uporzadkowanie
czeka tez bardzo rozbudowana teoria moduléw i ich rézne uogélnienia. Za-
pewne nadal beda si¢ rozwijaé bardzo specjalne dzialy algebry liniowej. Czas
pokaze, w jakim kierunku rozwinie sie algebra, bowiem nie wszystko mozna
przewidzied.

Do rozwoju algebry w XX wieku przyczynilo sie wielu matematykéw,
z ktérych kazdy wnidst co§ nowego. Moja cegietka w tej budowli jest pierwsza
w $wiecie monografia [95] po§wiecona cialom topologicznym, ktérej znacznie
rozszerzone wydanie [96] ukazalo si¢ u Marcela Dekkera w 1988 roku.
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Do konica roku 1999 1989 1979 1969 1959 1949
Liczba prac 1598 1010 572 278 109 30
Liczba autoréw 337 225 137 68 29 10
Srednia: praca/autor 687 6.05 530 489 433 341
Odchylenie standardowe: praca/autor 15.34 1291 11.26 1049 8388 5.70
Srednia: autorzy/praca 145 135 1.27 120 114 1.10
Odchylenie standardowe: autorzy/praca 1.63 150 1.40 131 128 03
Procentowy udzial prac n wspélautoréw

n=1 66% 73% 78% 84% 88% 91%

n=2 26% 22% 18% 13% 11% 8%

n=3 7% 4% 3% 2% 1% 1%

n>3 1% 1% 1% 1% 0% 0%
Liczba autor6w majgcych wspélne prace 253 153 82 34 11 3

- ich procentowy udzial 5% 68% 60% 4%% 39% 28%

Srednia: wspétautor/autor 294 226 167 120 0.83 0.49
Srednia: wspétautorzy /autor majacy ;

wspblng prace 392 333 279 242 214 1.74

Tabela 2: Zestawienie danych do konca danej dekady;
liczby calkowite oznaczaja tysiace.



