
ROCZNIKI POLSKIEGO TOW ARZYSTW A MATEMATYCZNEGO 
Seria II: WIADOMOŚCI MATEMATYCZNE XL (2004)

W itold W ięsław (Wrocław)

Algebra w X X  wieku. Rys historyczny

1. Algebra do X X  wieku. Istnieje niewiele publikacji poświęconych hi­
storii algebry. Jeszcze mniej jest większych opracowań na ten temat. Kończą 
się one najczęściej na XIX wieku. Na szczęście ostatnio wydana książka [4] 
znacznie poprawia istniejący stan rzeczy. Zarys historii algebry do lat czter­
dziestych XX wieku można znaleźć w książce [88] van der Waerdena. Nie 
jest to pełny wykład historii algebry, ale wybór najważniejszych zagadnień 
uwzględniający upodobania autora. O historii algebry w różnych okresach jej 
rozwoju pisałem już wcześniej. Omówienie historii poszczególnych działów 
algebry można znaleźć w następujących artykułach: zarys historii algebry 
([99], [103], [106], [108]); początki teorii grup ([98], [99], [102], [103], [106]); 
teoria równań algebraicznych ([98], [103], [106], [110], [113]); algebra liniowa 
([97], [106], [109], [113]); początki teorii pierścieni ([99], [106], [107], [108], 
[111], [112]); teoria niezmienników [107]; algebra w Polsce ([101], [105]). Bo­
gatym źródłem historii algebry są sprawozdania z kongresów i podręczniki 
(vide Bibliografia).

Nie zamierzam przedstawiać tu szczegółowej historii algebry w XX wieku. 
Pragnę jedynie wskazać na tendencje w rozwoju tej dyscypliny w ostatnim 
stuleciu na tle jej dotychczasowego rozwoju. Bibliografia zawiera jedynie 
najbardziej charakterystyczne pozycje. Pominąłem w niej wiele bardzo waż­
nych prac i książek z XX wieku, chcąc jedynie odnotować pewne nazwiska. 
Istnieją osobne tomy Mathematical Reviews poświęcone wybranym tematom 
(teoria grup, pierścienie itd).

1.1. Początki. Algebra pojawiła się już w Starożytności. Ponieważ rozwi­
jała się wówczas głównie geometria, z konieczności wszystkie odkrycia mate­
matyczne formułowane były w jej języku. Wielu odkryć w zakresie algebry 
dokonał Euklides (ok. 365-ok. 300) lub jego poprzednicy. H. G. Zeuthen 
nazwał je w 1886 roku algebrą geometryczną [49]. O. Neugebauer i B. L. van 
der Waerden upowszechnili tę nazwę i utrwaliła się ona w matematyce. Były 
to geometryczne interpretacje różnych wzorów algebraicznych, które umiano 
przedstawić tylko w takiej postaci, np. wzoru (a + b)2 =  a2 +  2ab +  b2. Do­
piero jednak Diofantos w Arytmetyce (połowa III w.) zbudował to, co dziś
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nazywamy algebrą. Od swych prapoczątków, tzn. od Arytmetyki Diofan- 
tosa [26] i Algebry i almukabaly al-Chorezmiego [16] (IX w.), algebra była 
nauką o rozwiązywaniu równań algebraicznych, jednego lub kilku. Uczeni is­
lamu, przede wszystkim al Chorezmi (783-850), abu Kamil (850-930) i Omar 
Chajjam (ok. 1037-1122) rozwinęli idee Greków z Aleksandrii budując to, co 
dziś można by nazwać algebrą werbalną. Posługiwano się nią do rozwiązywa­
nia zadań praktycznych sprowadzających się do równań stopnia pierwszego 
i drugiego. Podjęto też próby rozwiązywania równań stopnia trzy i cztery, 
sprowadzając rozwiązania takich równań do przecięć stożkowych. To już jest 
algebra w całej swej rozciągłości, ale uprawiana słownie, bez jakiejkolwiek 
symboliki. Średniowieczna Europa będzie te idee kontynuować, a w póź­
niejszych wiekach, stopniowo i powoli pojawią się pierwsze symbole. W ten 
sposób algebra zacznie w XVI wieku wchodzić w okres rozwoju jej symbo­
liki, a w konsekwencji, w okres rozwoju algebry symbolicznej, albo literowej. 
Nastąpi to, nie bez zahamowań, w wieku XVII. Koniec tego stulecia to 
już niemal współczesna algebra, przynajmniej w zakresie symboliki. W  uję­
ciu XVII i XVIII stulecia algebra to nauka o rozwiązywaniu równań. Rene 
des Cartes (Descartes), zwany po polsku Kartezjuszem, wykazał, że pomysł 
wprowadzenia współrzędnych, zrealizowany przez astronoma marokańskiego 
al Marakishi w XIII wieku w postaci wykresów funkcji definiowanych przy 
pomocy wielomianów trygonometrycznych [47], dopiero dzięki uniwersal­
nej symbolice literowej mógł być skuteczny. Zauważyli oni, że geometrię 
można zalgebraizować, utożsamiając punkty płaszczyzny z parami liczb rze­
czywistych, wprowadzając w ten sposób metody algebraiczne do geometrii 
i geometryczne widzenie algebry. Al Marakishi nie wywarł jednak żadnego 
wpływu na rozwój matematyki, a jego pomysłu nie doceniono, zapewne dla­
tego, że nie było jeszcze uniwersalnego narzędzia w postaci symboliki ma­
tematycznej; w szczególności nie umiano zapisywać równań w postaci sym­
bolicznej i dokonywać formalnie ich przekształceń. Odkrycie metody współ­
rzędnych pobudziło rozwój algebry, wzmocniony dodatkowo wprowadzeniem 
i ujednoliceniem symboliki literowej w XVI i XVII wieku, której jeszcze 
w XIX wieku próbowano nadawać sens filozoficzno-mistyczny (J.-M. Hoene- 
Wroński). Kartezjusz w swojej Geometrie [21] ilustruje na przykładach, jak 
rozkładać wielomiany na czynniki i jak wyznaczać ich wymierne pierwiastki 
w przypadku, gdy wielomian ma współczynniki całkowite. Bez dowodu od­
notowany jest też fakt, zwany w literaturze twierdzeniem Bezouta: a jest 
pierwiastkiem wielomianu /  o współczynnikach rzeczywistych wtedy i tylko 
wtedy, gdy x — a dzieli / .  Inny podstawowy fakt dla pierścienia wielomia­
nów jednej zmiennej o współczynnikach liczbowych odnotowuje C. F. Gauss 
w swoim Dzienniku ( Tagebuch) pod datą 19 sierpnia 1796 ([37], por. też 
[106], str. 324): jeżeli wielomiany P  i Q są względnie pierwsze, to istnieją
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takie wielomiany t i u, żetP  +  uQ =  1. Dziś prawie każdy student matema­
tyki wie, a przynajmniej powinien wiedzieć, że cala arytmetyka pierścienia 
wielomianów jest konsekwencją tego twierdzenia.

1.2. Kolejne stulecia XVI-XVIII. Nowoczesna algebra, wykraczająca 
poza zapomniane osiągnięcia Diofantosa i późniejsze odkrycia uczonych Indii 
i islamu, w tym al-Chorezmiego, zaczęła się rodzić już pod koniec XV wieku 
we Włoszech w związku z próbami rozwiązywania równań stopnia 3. Wiek 
XVI, to ostateczne rozwiązanie tego problemu (N. Tartaglia, G. Cardano 
i inni). Pod koniec tego stulecia Franęois Viete pisze fundamentalne dla a] - 
gebry prace, zapoczątkowując systematyczne użycie uniwersalnej symboliki 
w algebrze [86], Odkrycie przez matematyków włoskich XVI w. (Scipione del 
Ferro, N. Tartaglia, G. Cardano, L. Ferrari) algorytmów opartych na rozwa­
żaniach geometrycznych, pozwalających obliczyć pierwiastki równań stopnia 
3 i 4 przez pierwiastniki (tzn. wykonując na współczynnikach wielomianu je­
dynie działania algebraiczne: dodawanie, odejmowanie, mnożenie, dzielenie 
i obliczanie pierwiastków różnych stopni) dawało nadzieję na to, że odkryte 
zostaną analogiczne algorytmy dla równań dowolnego stopnia n. Próby ta­
kie podjęto w XVIII w. (L. Euler, E. W. von Tschirnhaus, J. L. Lagrange). 
Lagrange w 1770 napisał duży traktat [52], w którym przeanalizował do­
tychczasową wiedzę na ten temat, nie uzyskując co prawda istotnie nowych 
wyników, ale zauważając, że w tego typu rozważaniach bardzo przydają się 
permutacje. Pomysł Lagrange’a -  permutowanie pierwiastków wielomianu -  
podchwycą wkrótce inni matematycy. Algebra stopniowo zaczyna więc roz­
szerzać swój zakres, ale jeszcze przez kilkadziesiąt lat będą w niej dominować 
wielomiany jako podstawowy obiekt badań.

Gdyby chcieć krótko, w uproszczony sposób, opisać główne kroki w roz­
woju algebry, to można by to ująć następująco. Wieki XVI-XVII to rozwój 
symboliki i umiejętności operowania tymi symbolami. Algebra jest nauką
0 rozwiązywaniu równań. Wiek XVIII, próby Eulera (i innych) udowodnie­
nia zarówno zasadniczego twierdzenia algebry, jak też wykazania, że każde 
równanie stopnia 5 jest rozwiązalne przez pierwiastniki dowodzą, jak silna
1 bezkrytyczna była wiara w sukces nowej metody -  algebry literowej jako 
narzędzia. Wiek XVIII to utrwalenie i rozwinięcie nauki o równaniach i roz­
wiązanie jej podstawowych problemów: dowód zasadniczego twierdzenia al­
gebry i dowód niemożliwości, podany przez profesora medycyny, Paolo Ruffi- 
niego (1799), nie istnieje algorytm pozwalający rozwiązać dowolne równanie 
stopnia co najmniej 5, jak to ma miejsce dla równań niższego stopnia [75]. 
Później Ruffini podał jeszcze pięć innych dowodów swojego twierdzenia, np.
[76]. Nie bardzo dano wtedy temu wiarę, jednak w końcu się z tym oswo­
jono, a Niels Henrik Abel potwierdził to w nieco inny sposób dopiero w 1826 
roku [1]. C.F. Gauss w 1799 w swojej rozprawie doktorskiej [38] podał do­
wód Zasadniczego Twierdzenia Algebry, uściślając i modyfikując, jak pisał
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do swego przyjaciela, Far kasa Bólyai, dotychczas znane dowody. Twierdze­
nie udowodnił w wersji rzeczywistej, tzn. wykazał, że każdy wielomian jed­
nej zmiennej o współczynnikach rzeczywistych jest iloczynem wielomianów 
stopnia 1 i stopnia 2 o ujemnych wyróżnikach. Warto przypomnieć, że za 
ten dowód Gauss uzyskał na uniwersytecie w Helmstedt doktorat in absen- 
tia. Podwaliny ogólnej teorii pozwalającej rozstrzygać w konkretnym przy­
padku, czy dane równanie algebraiczne jest rozwiązalne przez pierwiastniki, 
dał Evariste Galois (1811-1832). Naszkicowana przez niego teoria, zwana 
dziś teorią Galois (albo ściślej klasyczną teorią Galois), została w pełni zro­
zumiana i doceniona dopiero w drugiej połowie XIX wieku. Jej uproszczenie 
zawdzięczamy Richardowi Dedekindowi (1831-1916), a współczesną wersję 
Emilowi Artinowi (1898-1962).

1.3. Wiek XIX. Nadal rozwija się algebra jako nauka o równaniach. 
Wprowadza się w związku z tym nowe pojęcia. Są to pojęcia algebry zwanej 
abstrakcyjną, tzn. pojęcia grupy, ciała, potem pierścienia, przestrzeni linio­
wej i modułu nad pierścieniem. Tylko dwa pierwsze utrwaliły się w świa­
domości matematyków drugiej połowy XIX wieku. Inne kształtowały się 
w związku z potrzebami teorii niezmienników. W dalszym ciągu wielomiany 
odgrywały ważną rolę w algebrze. Wiek XIX w algebrze można więc nazwać 
wiekiem kontynuacji i tworzenia podstawowych pojęć algebry abstrakcyjnej, 
którą dziś wolimy nazywać algebrą klasyczną.

Dziewiętnastowieczne badania teorii niezmienników wpłynęły w sposób 
istotny na rozwój algebry w tym okresie. Przypomnijmy jej podstawy (Syl- 
vester, Cayley, Salmon i inni).

Niech F  będzie formą stopnia k, zmiennych x\, X 2 , . . . ,  xn, o współczyn­
nikach z ciała C liczb zespolonych, tzn. wielomianem jednorodnym stopnia 
k tych zmiennych, GLn(C) n-wymiarową grupą liniową (grupa odwracal­
nych macierzy n x n o składowych zespolonych), a SLn(C) specjalną grupą 
liniową, tzn. grupą macierzy n x n o wyznaczniku 1. Macierz g =  (aij) 6 
GLn(C) działa na zmiennych x i , X 2 ,  • •. , £ n przez przekształcenie liniowe, 
tzn.

n

g\xi) — /  v ajjXj.
3 =  1

Wówczas, definiując g{F)(x i , . . .  , xn) = F(g(xi ) , . . .  ,g{xn)) dla formy F  
stopnia k, otrzymujemy przekształcenie liniowe zbioru form stopnia k zmien­
nych xi,X2, . . .  , xn w siebie. Niech E będzie przestrzenią liniową takich 
form. Niezmiennikiem nazywamy funkcję /  określoną na E , która jest wie­
lomianem względem współrzędnych przestrzeni E (tzn. wielomianem wzglę­
dem współczynników form F) i która jest niezmiennicza względem działania 
grupy G (grupa liniowa, specjalna liniowa lub też ustalona podgrupa jednej 
z nich): f((g(F))  =  f (F)  dla każdego g z G i każdego F  z przestrzeni E.
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Niekiedy rozpatruje się ogólniejszą sytuację: powyższy warunek zastępuje 
się przez f(g(F)) =  det(g)f(F).  Postawowy problem tej teorii brzmiał: czy 
zawsze istnieje taki skończony zbiór niezmienników, przy pomocy którego 
można wyznaczyć pozostałe.

Druga połowa XIX wieku była okresem zmagania się z problemem nie­
zmienników, tzn. z próbą opisu wszystkich niezmienników. Wyznaczano nie­
zmienniki różnych przestrzeni form. Liczba publikacji poświęconych teorii 
niezmienników była ogromna. Wśród najważniejszych nazwisk wymienić na­
leży Arthura Cayleya (1821-1895), Jamesa Josepha Sylvestra (1814-1897), 
Georga Salmona (1819-1904), Paula Gordana (1837-1912) i wielu innych. 
Problem niezmienników rozwiązał w pełni David Hilbert (1862-1943) w roku 
1890. Rezygnując z opisu algorytmów służących do wyznaczania niezmienni­
ków (a to właśnie chciano przez pół wieku uzyskać), udowodnił, że dla grupy 
liniowej pierścień niezmienników jest skończenie generowany (por. [107]). Ale 
nie o to chodziło Cayley’owi i Sylvestrowi, oni chcieli znać algorytmy pozwa­
lające skonstruować taki zbiór wielomianów. Hilbert zapoczątkował jednak 
nowy kierunek w rozwoju algebry, a nawet więcej, bo nowy trend w mate­
matyce: ważne są nie tylko algorytmy, ale także twierdzenia egzystencjalne, 
rozstrzygające, że coś istnieje albo nie istnieje.

W drugiej połowie XIX wieku, w związku z definicjami różnych obiek­
tów algebraicznych, pojawiły się próby definiowania obiektów spełniających 
odpowiedni układ aksjomatów. Było to, w jakimś stopniu, naśladowanie 
Hamiltona i jego definicji kwaternionów. Owe próby definiowania ogólnych 
obiektów algebraicznych prowadzono bez względu na to, czy pojawiły się 
one wcześniej w praktyce matematycznej, czy też nie. Zaczęła powstawać 
algebra ogólna, czyli uniwersalna. Próba Whiteheada [94] nie była specjal­
nie udana. Książka ta była poświęcona budowaniu algebraicznych podstaw 
logiki i geometrii. Podstawowym twierdzeniem które pokazało, że pojęcie 
wymiaru przestrzeni liniowej jest dobrze zdefiniowane (tzn. nie zależy od 
wyboru bazy), było tzw. twierdzenie Steinitza o wymianie (1910). Tym­
czasem Whitehead [94] wcześniej dowiódł twierdzenia o wymianie. Dowód 
jest poprawny. Autor używał jednak przestarzałej już wtedy terminologii 
Grassmanna. Wydaje się więc, że uściślenie pojęć algebry liniowej, którego 
dokonał Whitehead, nie zostało w jego epoce dostrzeżone. A później uży­
wano już innej terminologii i o jego książce zapewne zapomniano. Mamy tu 
też polskie akcenty. Tematyką tą interesował się S. Dickstein, pozostawiając 
publikacje na ten temat, np. książkę [25]. Podobnie jak Dickstein [25], rów­
nież Whitehead wydał tylko pierwszy tom swojego dzieła [94]. Obie książki, 
Dicksteina [25] i cytowany tom Whiteheada [94], traktowały o ogólnej teorii 
działań, ich autorzy mogą więc być uważani za prekursorów algebry ogólnej, 
czyli uniwersalnej. W  obu książkach autorzy zajmowali się ogólną teorią 
działań binarnych, tzn. funkcji, które każdej parze elementów danego zbioru
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A przyporządkowują element tego zbioru, a więc funkcji f  : A x A —> A. 
Jeden z rozdziałów u Dicksteina [25] miał tytuł: Teorya działań formalnych. 
Autor cytował tam Grassmanna i Hankela. Definiował tam np. (str. 74) 
prawo rozdzielności (odpowiednio, prawostronne i lewostronne) działania A 2 
względem działania A\ w postaci równości:

A 2[A1(a,b),c] =  A 1[A2(a,ć) ,A2(b,c)}
A2[a,Ai(b,c)\ -  Ai[A2(a,b), A 2(a,c)].

W dalszym ciągu Dickstein wprowadzał dzielniki zera (str. 144), wielomiany 
(nazywając je funkcjami całkowitymi). Dalsza część książki poświęcona była 
wektorom w rzeczywistej przestrzeni trójwymiarowej, utożsamiając je z kwa- 
temionami czystymi, tzn. zapisywanymi w postaci ai +  bj +  ck, gdzie i, j, k 
są urojonymi jednostkami kwaternionowymi. W  podobnym duchu napisana 
była książka Whiteheada [94], z tą jednak różnicą, że Whitehead przede 
wszystkim skupiał się na zastosowaniach wprowadzonej teorii do geometrii.

1.4. Różne definicje algebry i jej zakres. Jeszcze w połowie XIX wieku 
w zakres algebry nazywanej też analizą algebraiczną (analyse algebriąue), 
wchodziła ogólna teoria ułamków (theorie generale des fractions), wielko­
ści zespolone (ąuantites imaginaires), teoria równań (theorie des eąuations) 
i szeregi (senes) [36]. Algebra była więc nauką niemal wyłącznie o równa­
niach algebraicznych i algorytmach ich rozwiązywania, choć już wcześniej 
pojawiały się ogólniejsze definicje. Np. Clairaut [17] pojmował algebrę jako 
rodzaj języka służącego do rozwiązywania problemów. Joseph Alfred Serret 
[79] uważał, że algebra to analiza równań: lAlgebre est, a proprement par­
ter, rAnalyse des eąuations. Serret rozróżnia trzy działy algebry: 1. ogólna 
teoria równań; 2. rozwiązywanie równań numerycznych; 3. algebraiczne roz­
wiązywanie równań.

Innego zdania na temat algebry był Józef-Maria Hoene-Wroński [78]: 
Algebra jest nauką o prawach, arytmetyka zaś o faktach uważanych na licz­
bach.

Zadziwiająco ogólną, jak na owe czasy, definicję algebry podał D. F. Gre- 
gory [39]: Algebra is a science which treats the combination of operations 
defined not by their naturę, that is, by what they are or what they do, but by 
laws of combination to which they are subject (Algebra jest nauką, która roz­
waża kombinacje działań zdefiniowanych nie przez ich naturę, tzn. przez to, 
czym są i jak funkcjonują, ale poprzez prawa zależności, którym podlegają).

Louis Poinsot (1777-1859) uważał, że Algebra wyższa jest tą częścią na­
uki, która opiera się całkowicie na teoryi porządku i kombinacyj, która zaj­
muje się wyłącznie zbadaniem natury i składu formuł uważanych w sobie 
samych, jako czystych symboli i bez żadnej idei wartości albo ilości. Do tejto 
części należy odnieść teoryę głęboką zrównań, różne teorye wyrażeń urojo­
nych, i całą sztukę przekształceń algebraicznych, i jest to nawet jedyna część 
wysoka nauki, która zasługuje, właściwie mówiąc, na imię Algebry [78].
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W bliższych nam czasach definicje algebry uległy zmianie, choć nadal 
różnią się między sobą i są odbiciem poglądów na matematykę ich autora. 
Przełom XIX i XX wieku przyniósł rozwój teorii aksjomatycznych, głównie 
w algebrze. Pojawiały się formalne definicje różnych algebr ogólnych takich 
jak grupy, pierścienie, ciała, moduły, kraty, algebry z dodatkową strukturą, 
np. porządkiem, normą lub metryką, albo ogólniej topologią. Czasopisma 
z tego okresu pełne były prac porównujących różne aksjomatyczne definicje, 
np. grupy. Jednakże przełom w poglądach na przedmiot i zakres algebry 
nastąpił z chwilą ukazania się książki van der Waerdena [87]. Do jego książki 
[87] jeszcze powrócimy. Była to niewątpliwie rewolucja w matematyce. Oa 
tego czasu termin modem algebra przeciwstawiany jest terminowi classical 
algebra. Klasyczną algebrą zaczęto więc nazywać numeryczne i algebraiczne 
rozwiązywanie równań wraz z całą algebrą wielomianów, algebrę współczesną 
przeciwstawiając algebrze klasycznej. W jakimś stopniu podział ten pozostał 
do dziś.

Oystein Ore (1931) pisał: Algebra deals with the formal combinations of 
symbols according to prescńbed rules (Algebra rozważa formalne kombinacje 
symboli stosownie do przepisanych reguł).

Hermann Weyl miał dość krytyczny stosunek do algebry swoich czasów, 
jak można sądzić z jego wypowiedzi z 1935 roku: The pure algebraist can 
do nothing with his numbers except perform upon them the four species, ad- 
dition, subtraction, multiplication, and diuision (Czysty algebraik nie może 
wykonać niczego na swoich liczbach, prócz czterech działań, dodawania, odej­
mowania, mnożenia i dzielenia).

Wkrótce termin modem algebra stał się po prostu algebrą. Saunders Mac- 
Lane pisał w 1939 roku [93]: Algebra tends to the study of the ezplicit struc- 
ture of postulationally defined systems closed with respect to one or morę 
rational operations (Algebra dąży do badania szczegółowej budowy aksjoma- 
tycznie zdefiniowanych systemów zamkniętych względem jednego lub kilku 
danych działań). Jest to nic innego, jak współczesna definicja algebry ogól­
nej albo uniwersalnej. Powyższa definicja mieści się w ramach ogólnej kon­
cepcji dyscypliny matematycznej (a mathematical science) rozumianej jako 
formalny system dedukcyjny, sformułowanej przez Younga jeszcze w 1911 
roku [115].

Bez względu na przyjętą definicję algebry, poniżej będę omawiał tylko 
te wyniki, które zaliczane są do algebry według klasyfikacji przyjętej na 
koniec XX wieku, tzn. wg AMS Classification Subject 2000. Powoduje to, że 
wiele wyników algebry, uzyskanych w wyniku potrzeb innych dyscyplin i tam 
zastosowanych (algebraiczna teoria liczb, geometria algebraiczna), pominę 
poniżej, mimo że wyniki te są w swym duchu algebraiczne.

2. Kongres Paryski. Problem y Hilberta. Co ciekawe, Hilbert nie 
przedstawił swoich wyników o niezmiennikach na I Kongresie w Zurychu
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(9-11 VIII 1897). Sam kongres tkwił głęboko w tematyce XIX wieku [84]. 
Z algebry było na nim niewiele. C. Reuschle mówił o pewnej metodzie teorii 
niezmienników, C. Stephanos o skończenie wymiarowych algebrach łącznych, 
P. Gordan o formach ternarnych, a G. Rados o formach kwadratowych. Inne 
wykłady w sekcji arytmetyki i algebry związane były z teorią liczb lub z geo­
metrią algebraiczną. Podobnie, odbyty trzy lata później II Kongres w Paryżu 
(6-12 VIII 1900) tkwił nie tylko czasowo, ale i tematycznie jeszcze w XIX 
stuleciu [19]. Dla matematyki XX wieku był to jednak kamień milowy, dzięki 
problemom Hilberta, zapowiedź nowych badań, precyzyjnie lub tylko sche­
matycznie wskazana problematyka badań na nowy, XX wiek. Wtedy jednak 
nie zdawano sobie sprawy z roli, jaką odegrają w przyszłości problemy Hil­
berta. W Paryżu też było mało algebry. L. Autonne mówił o skończonych 
podgrupach liniowej grupy kwaternionowej, H. Hancock wygłosił wykład 
Remarks on Kronecher’s modular systems, czyli o kongruencjach w pierście­
niach wielomianów, R. Perrin mówił o kowariantach form binarnych, a tytuł 
wykładu L. E. Dicksona brzmiał: The known systems of simple groups. Była 
to zapowiedź ważnego miejsca problemów Dicksona w teorii grup XX wieku. 
Wydaje się, że rozwiązanie przez Hilberta problemu niezmienników nie zo­
stało wtedy jeszcze docenione przez matematyków.

3. Od Kongresu w  Paryżu do I w ojny światowej. III Kongres 
(Heidelberg, 8-13 VIII 1904) też tkwił tematycznie głęboko w XIX wieku 
[85]. W  tytule wykładu P. Gordana były równania stopnia 6, ale dotyczył 
on geometrii algebraicznej. E. B. Wilson w wykładzie On Products in Addi- 
tive Fields zastanawiał się nad sposobami zdefiniowania mnożenia elemen­
tów w skończenie wymiarowej przestrzeni liniowej. F. Hoćevar miał wykład 
Uber die Bestimmung der linearen Teiler einer algebraischen Form, A. Loe- 
wy: Uber reduzible Gruppen linearer homogener Substitutionen. A. Wiman 
opisał równania stopnia 9 z grupą metacykliczną. Na IV Kongresie (Rzym, 
6-11 IV 1908) C. Stephanos mówił o kowariantach dla form algebraicznych, 
P. Gordan o tym samym co w Heidelbergu, A. O. Nicoletti podał nowe do­
wody twierdzeń o sprowadzaniu form dwuliniowych do postaci kanonicznej, 
modyfikując dowody K. Weierstrasssa i G. Frobeniusa [7]. Ostatni kongres 
przed I wojną światową, V Kongres (Cambridge, 22-28 VIII 1912) alge­
brze poświęcił niewiele miejsca [59]. E. B. Elliot pewną znaną tożsamość dla 
wielomianu jednej zmiennej przeniósł na wiele zmiennych. Wykład A. B. 
Frizella Axioms of ordinal magnitudes włączono do sekcji algebry, zapewne 
dlatego, że trzecią grupę swoich aksjomatów nazwał Group axioms. Jedyny 
ważny wykład z algebry wygłosił Josef Kiirschak na temat Uber Limesbil- 
dung und allgemeine Kórpertheorie. Jego praca zawiera formalną definicję 
ciała z wartością bezwzględną i podstawowe własności takich ciał. Kiirschak 
zauważa, że w schemacie tym mieszczą się nie tylko liczby rzeczywiste i ze­
spolone, lecz także liczby p-adyczne, skonstruowane przez K. Hensela w 1897
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roku początkowo w sposób czysto arytmetyczny, później, już w XX wieku, 
w sposób topologiczny, jako uzupełnienie ciała liczb wymiernych w metryce 
p-adycznej. Na kongresie tym uwagę zwraca też ciekawy wykład Giono Lorii 
o metodach wyciągania pierwiastka kwadratowego przez starożytnych Gre­
ków.

Początek stuleci przyniósł książki Burnside’a [13] i Dicksona [23] poświę­
cone grupom skończonym. Odegrały one ważną rolę w dalszym rozwoju teo­
rii grup. W roku 1902 Burnside sformułował dwa problemy, które pobudziły 
intensywny rozwój teorii grup w XX wieku. Przypomnijmy, że wykładnikiem 
grupy nazywa się najmniejszą wspólną wielokrotność rzędów jej elementów.

PROBLEM B u r n s id e ’a . Czy każda skończenie generowana grupa o skoń­
czonym wykładniku jest skończona? Albo ogólniej: czy każda grupa o skoń­
czonym wykładniku jest lokalnie skończona?

O g ó l n y  P r o b l e m  B u r n s id e ’a . Czy każda skończenie generowana gru­
pa torsyjna jest skończona? Ogólniej: czy każda grupa torsyjna jest lokalnie 
skończona?

Burnside dał odpowiedź pozytywną na pierwszy problem dla wykład­
ników 2 i 3. W roku 1905 udowodnił, że każda podgrupa o skończonym 
wykładniku grupy GL(n, C) jest skończona.

Z pewnym uproszczeniem można powiedzieć, że wiek XIX w algebrze 
skończył się w czasie I wojny światowej. Za formalny początek XX wieku 
w algebrze można uznać prace Adolfa Fraenkela z teorii pierścieni [34], [35]. 
Osiągnięcia algebry w XIX wieku podsumował Felix Klein w swoich wykła­
dach [48]. Jego ocena jest bardziej niż powściągliwa. Trzeba przyznać, że 
poświęcił on algebrze niewiele miejsca. Wydaje się, że Klein nie doceniał 
roli algebry. Np. algebrze i teorii Galois poświęcił nieproporcjonalnie mało 
miejsca: o Galois i jego teorii napisał na kilku tylko stronach (loc. eit., tom I, 
88-93); krótka informacja o teorii permutacji u Galois zajęła trzy strony (ibi­
dem 336-338). Nie znajdujemy natomiast u Kleina jakiejkolwiek wzmianki 
o Ruffinim. Wynikowi Ruffiniego i Abela poświęcił zaledwie wzmiankę (ibi­
dem, 102), cytując tylko Abela. Wydaje się, że na opiniach Kleina zaważyły 
jego zainteresowania naukowe, dość dalekie od algebry.

Stan algebry abstrakcyjnej sto lat temu może zilustrować następujący 
fakt. Dopiero na początku XX wieku J. H. Maclagan-Wedderburn udowod­
nił twierdzenie o rozkładzie grupy skończonej na produkt [91]. Lukę w jego 
dowodzie usunął dopiero R. Remak [72]. Z drugiej strony, kilka lat później 
Ernst Steinitz [81] opublikował fundamentalną pracę poświęconą podstawo­
wym pojęciom i własnościom ciał.

4. Nowe idee — Em m y N oether. To właśnie Emmy Noether (1882- 
1935) należy uznać za współtwórcę algebry XX wieku. Emmy, córka znanego 
matematyka, Maxa Noethera, który swoje najważniejsze wyniki uzyskał
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w klasycznej geometrii algebraicznej, po ukończeniu studiów w Getyndze za­
jęła się teorią niezmienników [22]. Okres getyngeński jej pracy obejmuje lata 
1915-1933. Dwa ostatnie lata życia spędziła w USA, w Bryn Mawr. Okres 
amerykański zakończyła nieoczekiwana, gwałtowna śmierć Emmy, w kilka 
godzin po operacji guza. Niewątpliwie zainteresowania Emmy Noether teorią 
niezmienników wiązały się w Davidem Hilbertem i jego słynnym wynikiem, 
choć nie można, jak sądzę, nie doceniać roli jej ojca. Jak czytamy w spi­
sie getyngeńskich wykładów, w roku akademickim 1916/17 profesor Hilbert 
wykładał teorię niezmienników z pomocą panny Noether. W  krótkim cza­
sie skupiła ona wokół siebie grono młodych ludzi. Mówiono o nich Noether 
i jej chłopcy. Pierwszy jej wykład odbył się w okresie od 22 września do 20 
grudnia 1919 roku i poświęcony był geometrii analitycznej. W roku 1921/22 
prowadziła czterogodzinny wykład, który obejmował niezmienniki algebra­
iczne i różniczkowe, algebrę wyższą (w tym twierdzenie o skończoności liczby 
podstawowych niezmienników i teorię ciał), elementarną i algebraiczną teo­
rię liczb. Opinie o jej wykładach były zróżnicowane. Bywała niezbyt dobrze 
przygotowana, wykłady były bardzo schematyczne, ale też pełne pomysłów 
i mogły być traktowane bardziej jako programy badawcze, aniżeli syste­
matyczny wykład takiego czy też innego działu matematyki. W notatkach 
jednego z jej słuchaczy czytamy: Wykład zakończył się o 12.50, Bogu dzięki! 
Ktoś inny pisał, że jej wykłady nie były dla niego przeżyciem [22]. Van der 
Waerden pisał (loc. cit.): Ona nie miała żadnych uzdolnień dydaktycznych.

Matematyk XIX wieku powiedziałby, że teoria niezmienników jest pomo­
stem między algebrą i geometrią. Dziś można uznać ją za dziedzinę wspólną 
dla teorii reprezentacji, geometrii algebraicznej, algebry przemiennej i kom- 
binatoryki algebraicznej.

Ulubionym studentem Emmy był van der Waerden. Jego słynna książka 
[87] była w znacznym stopniu inspirowana przez wykłady i seminaria Emmy 
Noether. Praca na seminariach była dla niej i jej „chłopców” podstawowym 
sposobem rozwijania algebry. Do jej uczniów należało m. in. trzynastu dok­
torantów, a wśród nich Max Deuring, Ernst Witt, Otto Schilling, Chiungtze 
Tsen, Hans Fitting, Jacob Levitzki, Heinrich Greli, Fritz Seidelmann. Emmy 
Noether rozwijała wraz z uczniami głównie teorię pierścieni z teorią ideałów, 
oraz teorię algebr nad ciałami. Z każdym z tych nazwisk historia algebry 
związała ważne pojęcia (np. radykał Levitzkiego, pierścień Witta, waluacje 
Schillinga) lub też ważne twierdzenia (np. twierdzenie Tsena).

5. Lata dwudzieste i trzydzieste X X  stulecia. Przełomem w na­
uczaniu algebry stała się cytowana już książka van der Waerdena [87], wy­
dana w 1930 roku. Na ujęcie materiału wpłynęły niewątpliwie wykłady i wy­
niki Emila Artina i Davida Hilberta, ale przede wszystkim wykłady i semi­
naria Emmy Noether. Książka ta stała się odtąd wzorcowym podręcznikiem
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algebry uniwersyteckiej, służącym nieprzerwanie kilku generacjom matema­
tyków. O popularności i znaczeniu tego dzieła może choćby świadczyć fakt, 
że w roku 1976 ukazało się pierwsze jego wydanie po rosyjsku mimo, że upły­
nęło wówczas już prawie pół wieku od pierwszego wydania. A bynajmniej 
nie było to wydanie w celach historycznych. Pierwszy tom miał dotychczas 
ponad osiem wydań, a drugi -  ponad pięć. Obok wielu zalet i eleganckiego 
wykładu książka van der Waerdena miała i wady, np. zawierała niewiele algo­
rytmów algebry. Spośród podanych algorytmów wymienić należy algorytm 
rozkładu wielomianu o współczynnikach całkowitych na czynniki pierwsze, 
czy też algorytm wyznaczania grupy Galois. Mimo to książka ta stała się na 
wiele dziesiątków lat wzorcem uniwersyteckiego wykładu algebry.

Pod koniec lat trzydziestych zaczęły wychodzić pierwsze tomy dzieła 
Bourbakiego. Ogólność i abstrakcyjność wykładu osiągnęły tu swoje apo­
geum. Dowody twierdzeń są egzystencjalne, brak jakichkolwiek przykładów 
w tekście i algorytmów. To, co przez całe stulecia było standardem naucza­
nia matematyki, tzn. dobrze dobrane przykłady, przestało się liczyć. Jak 
pisał Emil Artin (BAMS 1953) w recenzji II księgi (Algebra) Bourbakiego, 
w wykładzie teorii Galois zapłacono wysoką cenę za to, że nie dopuszcza 
się użycia teorii liczb czy też pojęcia grupy dualnej do skończonej grupy 
abelowej. W szczególności nie można podać prawie żadnego przykładu nad 
ciałem Q liczb wymiernych, bo nie ma możliwości udowodnienia, że dany 
wielomian jest nieprzywiedlny. Tendencje wyżej opisane, jak też oba dzieła, 
van der Waerdena i Bourbakiego, wpłynęły w istotny sposób na zawartość 
podręczników algebry w ostatnich sześćdziesięciu latach.

Fizyk P. Jordan, próbując znaleźć algebraiczne podstawy mechaniki 
kwantowej, istotnie różne od standardowego ujęcia w języku macierzy her- 
mite’owskich, wprowadził w latach trzydziestych klasę przemiennych algebr 
niełącznych, zdefiniowanych przez relację (x2y)x =  x2(yx) podobną do al­
ternatywności (łączność dla trzech elementów, jeżeli dwa z nich są równe). 
Algebry te stały się obiektem intensywnych badań w drugiej połowie XX 
wieku.

6. Od lat trzydziestych do pięćdziesiątych. Kongresy. VIII Kon­
gres w Bolonii (3-10 IX 1828) był początkiem triumfu algebry nieprzemien- 
nej [8]. Wśród trzydziestu jeden odczytów w sekcji I-A  (Algebra i Teoria 
liczb) dwadzieścia dotyczyło algebry. Wystąpienie Emmy Noether miało ty­
tuł: Hyperkompleze Gróssen und Darstellungstheorie in Arithmetischer Auf- 
fassung. Wtórowali jej G. Kóthe (Struktur der Ringe die die Durchschnitts- 
minimalbedingungen erfiillen) i A. Speiser (Probleme der Gruppentheorie) .
O. C. Hazlett, uczeń Leonharda E. Dicksona, kontynuował badanie aryt­
metyki ciał nieprzemiennych, rozpoczęte jeszcze w XIX wieku przez Adolfa 
Hurwitza, a kontynowane przez tegoż Dicksona (Algebras and their arithme- 
tics, 1923), przedstawiając wykład na temat Integers as matrices. R. Fueter
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mówił o funkcjach zmiennej kwaternionowej, a L.-G. du Pasąuier o arytme­
tyce pewnych algebr kwaternionowych. „Nieprzemienny charakter” sekcji 
I-A  podkreśliła próba H. W. Turnbulla ze Szkocji zbudowania ogólnej teorii 
ułamków łańcuchowych w pierścieniach nieprzemiennych: Matrix continued 
fractions. Badań tych później nie kontynuowano, choć wydają się interesu­
jące. Algebra nieprzemienna pojawiła się już na VII Kongresie w Toronto 
w roku 1924. IX Kongres w Zurychu (1932) nie wyróżnił się niczym specjal­
nym. Udowodnione w tym czasie przez Kurta Godła (1931) twierdzenie o nie- 
zupełności arytmetyki liczb naturalnych okazało się być podstawowym dla 
rozwoju algebry. Upadł program formalizmu Hilberta i niczym nie uzasad­
niona wiara, że wszystko w matematyce da się zaksjomatyzować. W  szcze­
gólności dotyczyło to wszystkich systemów dedukcyjnych, które zawierają 
zwykłą arytmetykę liczb naturalnych. Odkrycie to spowodowało odejście od 
systemów dedukcyjnych co, jak sądzę, wyszło algebrze tylko na dobre. Na­
tomiast X Kongresowi w Oslo (1936) należy poświęcić więcej uwagi, choćby 
dlatego, że następny, XI Kongres odbył się dopiero w 1950 roku (Cam­
bridge, Mass.). Jedyny wykład plenarny z algebry miał Oystein Ore: On 
the decomposition theorems of algebra ([20], tom I, 297-307). Był to wykład 
programowy, omawiający aktualne osiągnięcia w algebrze. Przede wszystkim 
jednak była to apoteoza Emmy Noether. Ore wskazywał na to, że oprócz ak- 
sjomatycznej syntezy (axiomatic synthesis) ważne są w algebrze zagadnienia 
zupełności, a więc pełny opis systemu algebraicznego (algebraic system- dziś 
preferujemy termin: algebra uniwersalna albo ogólna), spełniającego dany 
układ aksjomatów. Np. twierdzenie Ernsta Steinitza opisujące budowę do­
wolnego ciała jest przykładem takiego twierdzenia. Ore zwracał też uwagę na 
znaczenie pojęcia izomorfizmu w algebrze. Przedstawiał w swym programie 
ogólny schemat rozkładu danej algebry na produkt algebr mniej złożonych, 
jak pisał. Podkreślał rolę warunku wprowadzonego przez Emmę Noether: 
każdy wstępujący ciąg ideałów stabilizuje się po skończonej liczbie kroków 
(Teilerkettensatz). Nieco później doceniono rolę warunku wprowadzonego 
do algebry przez Emila Artina: każdy zstępujący ciąg ideałów stabilizuje 
się po skończonej liczbie kroków. Dużą część swojego wykładu programo­
wego poświęcił Ore pojęciu kraty ( lattice), wywodzącemu się od Dedekinda 
(Dualgruppe). Co ciekawe, terminologia teorii krat nie była wtedy jeszcze 
ustalona. Używano wymiennie terminów lattice i structure. Zainteresowanie 
kratami wywołane zostało dzięki ważnym osiągnięciom w tej dziedzinie Gar- 
reta Birkhoffa, Marshala Stone’a i Alfreda Tarskiego (algebry Boole’a). Na 
Kongresie tym po raz pierwszy pojawił się nowy dział algebry, algebra topo­
logiczna. Przez analogię do intensywnie rozwijającej się w latach trzydzie­
stych teorii grup topologicznych, uwagę matematyków zaczęły zwracać inne 
algebry z topologiami. Pierwszym znaczącym wynikiem w tej dziedzinie było 
wykazanie przez L. S. Pontrjagina [57] w roku 1932, że liczby rzeczywiste
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i zespolone są jedynymi spójnymi i lokalnie zwartymi ciałami topologicznymi 
(por. też [95], [96]). W Sztokholmie Kurt Mahler przedstawił wyniki doty­
czące nowego pojęcia, pseudonormy w pierścieniu, a Olga Taussky zastana­
wiała się, kiedy przestrzeń euklidesowa jest ciałem topologicznym w zwy­
kłej topologii. Natomiast George Polya powrócił do dziewiętnastowiecznych 
badań, zastosowań algebry w teorii wiązań chemicznych: Kombinatońsche 
Anzahlbestimmung fur Permutationsgruppen und chemische Verbindungen. 
Badania takie zapoczątkowali Arthur Cayley i William Kingdom ClifFord 
w latach siedemdziesiątych XIX wieku.

W latach trzydziestych algebra stopniowo przyswajała metody teorii 
mnogości, wykorzystywane już wcześniej w innych działach matematyki 
(funkcje rzeczywiste, topologia). Np. Zorn [116] wykorzystał zasadę maksi­
mum (zwaną dziś w Polsce Lematem Kuratowskiego-Zorna, a w USA Lema­
tem Zorna) do dowodu istnienia ideałów maksymalnych, istnienia ciał rze­
czywiście domkniętych czy też ciał algebraicznie domkniętych. Teichmiiller 
[83] podał różne warunki równoważne pewnikowi wyboru, np. twierdzenie 
Zermelo (każdy zbiór można dobrze uporządkować), czy też warunek D (vide 
[83]): dla każdej rodziny skończonych podzbiorów zbioru X, zawierającej zbiór 
pusty, istnieje maksymalny podzbiór M zbioru X, którego każdy skończony 
podzbiór należy do tej rodziny. Dziś dowody wykorzystujące wymienione 
twierdzenia można znaleźć w każdym podręczniku algebry. W omawianym 
okresie dopiero je odkrywano.

Jeszcze przed II wojną światową narodziła się algebra homologiczna, wy­
dzielając się jako odrębna dyscyplina z intensywnie rozwijającej się topologii 
algebraicznej. Jednak fundamentalne prace Eilenberga i Mac Lane’a na ten 
temat ukazały się dopiero po wojnie ([28], [29]). W pracy [28] dali oni począ­
tek teorii kategorii, która początkowo była narzędziem algebry, później stała 
się językiem matematyki, tak jak teoria mnogości na początku XX wieku, 
aby wreszcie oddzielić się swoich korzeni dając nową dyscyplinę teorię kate­
gorii. Znacznie później, bo w latach pięćdziesiątych i sześćdziesiątych, uka­
zały się pierwsze monografie Cartana, Eilenberga i Mac Lane’a ([15], [54]). 
Zenon Borewicz poinformował mnie przed laty, że początki algebry homolo­
gicznej stworzył niezależnie w okresie wojny D. K. Faddiejev z Leningradu. 
Powoływał się na skrypt Faddiejeva z lat czterdziestych, w którym zostały 
wyłożone podstawy tej teorii.

Kohomologie grup i ich związek z rozszerzeniami grup badał już Reinhold 
Baer w latach trzydziestych.

Okres II wojny światowej kierował zainteresowania matematyków ku 
kryptologii. Wiadomo np. że Adrian Albert skupił wokół siebie algebraików 
zajmujących się tą tematyką. Generalnie jednak nie wiele do dziś wiadomo 
na ten temat, mimo publikacji obszernych dzieł [44]. Udział polskich krypto- 
logów był w tym wyścigu znaczący ([71], [100]), ale do dziś nie odnotowany,
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nie licząc śladowych publikacji. Co ciekawe, algebra w okresie międzywojen­
nym nie była w Polsce rozwijana, a wykłady uniwersyteckie ograniczały się 
do jej elementarnego zakresu.

Podstawy teorii pierścieni topologicznych stworzył Kaplansky [45] (por. 
też [95], [96]).

Pierwszy kongres po II wojnie światowej, XI Kongres odbył się w USA 
(Cambridge, Massachusetts, 30 VIII -  6 IX 1950). Liczba zgłoszonych odczy­
tów z algebry była tak duża, że postanowiono wydzielić w ramach kongresu 
osobną konferencję poświęconą algebrze [60]. Oto tytuły odczytów plenar­
nych:
G r o u p s  a n d  u n iv e r s a l  a l g e b r a

G. BlRKHOFF, Some problems in lattice theory
S. M a c L a n e , Cohomology theory of abelian groups
R . B a e r , The cohomology theory of a pair of groups
C . C h e v a l l e y , The Betti numbers of the ezceptional simple Lie groups

S t r u c t u r e  t h e o r y  o f  r in g s  a n d  a l g e b r a s  
A. A. A l b e r t , Power-associatiue algebras
R . B r a u e r , On the representation of groups of finite order
N. JACOBSON, Representation theory for Jordan rings
J . DlEUDONNE, Les ideaux minimaux dans les anneaux associatifs
T . N a k a y a m a , On two topics in the structural theory of rings (Galois 

theory of rings and Frobenius algebras)
A r i t h m e t ic  a l g e b r a

E . ARTIN, Modem deuelopment of algebraic number theory and class 
field theory

W . K r u l l , Jacobsonsches Radikal und Hilbertscher Nullstellensatz 
M . ElCHLER, Arithmetics of orthogonal groups
M. KRASNER, Generalisations non-abeliennes de la theorie locale des 

corps des classes
A l g e b r a i c  g e o m e t r y

O . Z a r i s k i , The fundamental ideas of abstract algebraic geometry 
A . W e i l , Number theory and algebraic geometry
Warto zwrócić uwagę, że odczyty z dwóch ostatnich sekcji nie byłyby dziś 

zaliczone do algebry. Sekcja Arytmetyka algebraiczna stanowi dziś część alge­
braicznej teorii liczb. Geometria algebraiczna już pięćdziesiąt lat temu trak­
towana była jako odrębna dyscyplina. Co ciekawe, wykład Kapłańskiego To- 
pological algebra włączono do równolegle odbywającej się konferencji z ana­
lizy, w sekcji Algebraic tendencies in analysis. W  sekcji tej znalazł się też 
wykład Paula R. Halmosa o teorii miary i Rogera Godementa o problemach 
teorii reprezentacji grup. Uwagę zwraca nie tylko duża liczba różnorodnych
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wyników z algebry, lecz także wiele pojęć algebry, które rozwinęły się w ta­
kim stopniu, aby znaleźć swoje miejsce na kongresie. Np. wygłoszono od­
czyty poświęcone grupoidom, półgrupom (Paul J. Dubreil), kwazigrupom, 
lupom Moufanga. Trevor Evans przedstawił problem słów w algebrze ogól­
nej. Liczne prace poświęcono teorii grup, w tym grupom uporządkowanym 
(F. Loonstra). Jednak najwięcej wyników dotyczyło pierścieni (np. pierście­
nie alternatywne, potęgowo-łączne, Jordana itd.) i ich uogólnień (półpier- 
ścienie, radykał Jacobsona dla półpierścienia itd.). Po raz pierwszy zaczęto 
odkrywać analogony teorii Galois w sytuacjach różnych od klasycznej (Na- 
kayama, Teoria Galois algebry Thrall, Teoria Galois dla algebr przekształceń 
liniowych). Klasyczną teorię Galois dla skończonego rozszerzenia typu Ga­
lois L ciała K  można sformułować jako antyizomorfizm kraty ciał leżących 
między L i K  z kratą podgrup grupy Galois tego rozszerzenia. Ogólny sche­
mat odpowiedniości Galois pochodzi od Rigueta [73]. W ostatnim półwieczu 
odkryto wiele odpowiedniości Galois w algebrze i poza nią (liniowe równania 
różniczkowe). W części algebraicznej kongresu znalazły swoje miejsce także 
tematy klasyczne: przestrzenie liniowe i macierze, teoria ciał i równania.

7. Ekspansja algebry w  drugiej połow ie X X  stulecia. Dom ina­
cja  teorii grup i algebry hom ologicznej. Następny, XII Kongres odbył 
się w Amsterdamie (2-9 IX 1954). Dwa odczyty plenarne poświęcone były 
algebrze [61]: Richard Brauer (On the structure of groups of finite order) 
udowodnił, że w każdej grupie parzystego rzędu N  istnieje właściwa pod­
grupa rzędu h > \/N. Natomiast Jean Dieudonne (Le calcul differentiel 
dans les corps de caracteristiąue p > 0) zdefiniował obiekt, który nazwał 
formalną grupą Liego, używając do konstrukcji formalnych szeregów potę­
gowych o współczynnikach z ciała charakterystyki dodatniej. Odczyty z alge­
bry obejmowały duże spektrum tematów, m.in. pierścienie niełączne (Ernst- 
August Behrens), pierścienie półproste, algebry Jordana (Nathan Jacobson), 
półgrupy, kraty, grupy skończone itp. Uwagę zwracają próby przeniesienia 
klasycznych wyników z teorii liczb na pierścienie skończone (Erich Lam- 
precht, Allgemeine Gaussche Summen in endlichen Ringen). Polski akcent 
to odczyt Stanisława Krystyna Zaremby Spacing problems in abelian groups 
dotyczący pewnego zagadnienia kombinatorycznego, motywowanego proble­
mami teorii kodowania.

XIII Kongres w Edynburgu (14-21 VIII 1958) algebrze poświęcił nie­
wiele czasu [62]. Wśród dziewiętnastu odczytów plenarnych był tylko jeden 
z algebry. Helmut Wielandt dokonał przeglądu wyników w teorii grup skoń­
czonych: Entwicklungslinien in der Strukturtheorie der endlichen Gruppen. 
Jednak sensacją tego kongresu było obalenie XIV Problemu Hilberta przez 
Masayoshi Nagatę, który dla dowolnego ciała skonstruował podgrupę grupy
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liniowej przestrzeni wymiaru 16 nad tym ciałem, której pierścień niezmien­
ników nie jest skończenie generowany nad tym ciałem. Późniejsze lata przy­
niosły dalsze studia nad zagadnieniami wokół XIV Problemu Hilberta [58].

XIV Kongres odbył się znowu w Sztokholmie (15-22 VIII 1962). Spośród 
tematów algebraicznych dominowała na nim teoria grup skończonych [63]. 
Wśród szesnastu wykładów plenarnych tylko jeden dotyczył algebry. Jacąues 
Tits wygłosił wykład: Groupes simples et geometries associees. Aleksiej Iva- 
nowicz Kostrikin (Algebry Liego i grupy skończone) udowodnił prawdziwość 
Ograniczonego Problemu Burnside’a dla wykładnika pierwszego p. Pytanie 
brzmiało: Czy w klasie wszystkich grup skończonych z zadaną liczbą k ge­
neratorów i tożsamością xp =  1  istnieje taka maksymalna grupa B(fc,p), że 
każda grupa z tej klasy jest jej grupą ilorazową? Dowód Kostrikina długo bu­
dził wątpliwości. Ćwierć wieku później pełny jego dowód ukazał się w wersji 
książkowej [51]. Do dowodu posłużyła technika oparta na grupach i alge­
brach Liego. Innym ważnym wynikiem przedstawionym w Sztokholmie były 
dwa twierdzenia Johna G. Thompsona ( Two results about finite groups): 
A. Każda grupa skończona nieparzystego rzędu jest rozwiązalna; B. Jeżeli 
istnieje automorfizm rzędu pierwszego skończonej grupy G bez nietrywial- 
nych punktów stałych, to G jest nilpotentna. Wynik A udowodnili wspólnie 
Walter Feit i John G. Thompson [33]. Wyniki te doprowadzą Thompsona 
do Medalu Fieldsa (1970). Trzeba było jednak jeszcze trochę popracować. 
Szkic dowodu twierdzenia A zajął ponad 250 stron [33].

Już pod koniec XIX wieku wiedziano (William Burnside, Leonhard E. 
Dickson), dzięki twierdzeniom Camille Jordana i Otto Hóldera, że opis grup 
skończonych sprowadza się do opisu skończonych grup prostych, poprzez 
budowę kolejnych rozszerzeń. Pojęcie grupy prostej pochodzi od C. Jordana 
(1869). Część grup prostych występuje w dwudziestu seriach, znanych jesz­
cze w XIX wieku (grupy alternujące An dla n /  4, wynik przypisywany Ga- 
lois dla n =  5; projektywna specjalna grupa liniowa PSL(n,q)} tzn. grupa 
macierzy n x n  o składowych z ciała g-elementowego i wyznaczniku 1 , podzie­
lona przez jej centrum, poza przypadkiem, gdy n =  2  i q =  2,3; itd). Grupy 
proste nie występujące w żadnej ze znanych serii (znane były już wszyst­
kie serie [40]) noszą nazwę sporadycznych grup prostych. Mathieu (1861) 
odkrył dwie grupy proste sporadyczne Mu  i M 1 2 , a później dalsze grupy 
noszące jego nazwisko, tzn. M 2 2 , M 2 3 , M 24 (1873). Np. Mu  jest czterokrot­
nie tranzytywną grupą permutacji jedenastu elementów. Wczesną historię 
teorii grup skończonych można znaleźć w [102]. Do roku 1966 nie znano 
innych grup sporadycznych, prócz grup Mathieu. Dopiero Z. Janko [43] za­
początkował serię kolejnych przykładów grup sporadycznych. A więc przez 
prawie sto lat nie było nowych przykładów grup sporadycznych! Odkrycie 
to pobudziło innych badaczy. W krótkim czasie zaczęto odkrywać kolejne 
sporadyczne grupy proste (Conway, Fischer, Hall, Harada, Held, Higman,
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Lyons, McKay, Norton, 0 ’nan, Rudvalis, Sims, Smith, Wales). Ostatecznie 
okazało się w latach osiemdziesiątych, że jest dokładnie 26 grup sporadycz­
nych. Dalsze wyniki teorii grup przedstawiono na XV Kongresie (Moskwa, 
1966). John G. Thompson wygłosił wykład: Characteńzations offinite sim- 
ple groups. A. I. Malcew mówił O niektórych zagadnieniach z pogranicza 
algebry i logiki. Rozwijająca się już od pewnego czasu teoria modeli znala­
zła zastosowania w algebrze [74]. Pierwszym spektakularnym zastosowaniem 
tych metod (ultrapotęgi ciał z waluacjami) w algebrze i teorii liczb był wynik 
Axa i Kochena [9], wyjaśniający status Hipotezy Artina: dla każdej liczby 
naturalnej d istnieje taki skończony zbiór liczb pierwszych A(d), że jeżeli 
tylko liczba pierwsza p nie leży w tym zbiorze, to każda forma /  nad cia­
łem Qp, n > d2 zmiennych, ma nietrywialne zero w Qp. Zapoczątkowane 
w ten sposób zastosowanie teorii modeli w algebrze trwa do dziś, pozwalając 
na uzyskiwanie głębokich wyników, których na razie nie można udowodnić 
klasycznymi metodami algebry. Przypomina to trochę sytuację dotyczącą 
opisu niezmienników w XIX wieku i nieoczekiwany wynik Hilberta. Tu sy­
tuacja jest podobna. Opisany jest nieefektywnie zakres prawdziwości tej 
hipotezy. Późniejsze wyniki, uzyskane w inny sposób, podały pewne osza­
cowania liczby elementów zbioru wyjątkowego A(d). Kongres Moskiewski 
wskazał też inne trendy w algebrze [64]. Hyman Bass ( Whitehead groups 
and Grothendieck groups of group ńngs) przedstawił rezultaty rodzącej się 
A-teorii, wkrótce ujęte w formie monografii [10]. E. R. Kolchin w wykładzie 
Some problems in differential algebra przedstawił podstawy algebry różnicz­
kowej, w szczególności wspominając o teorii Galois ciał z różniezkowaniami. 
Teoria ta opisana jest w kolejnych wydaniach jego książki [50]. Algebraiczne 
ujęcie tej tematyki zapoczątkował Irving Kaplansky w [46]. E. S. Gołod i I.
R. Szafarewicz udowodnili w 1964 roku, że jeżeli skończona p-grupa o mini- 
malnej liczbie generatorów d określona jest przez r relacji, to r >  (—jp) , 
podając równocześnie przykład nieskończonej, ale skończenie generowanej p- 
grupy, która nie spełnia tej nierówności dla r i d. W Moskwie Gołod mówił
0  niektórych problemach typu Bumside’a, podając negatywne rozwiązanie 
Ogólnego Problemu Burnside’a. Skonstruował on nieskończenie wymiarową 
algebrę nad ustalonym ciałem K , mającą d > 2 generatorów, której każda 
podalgebra generowana przez mniej niż d elementów jest nilpotentna. Wy­
prowadził stąd istnienie nieskończonej p-grupy mającej d > 2 generatorów
1 takiej, że każda jej podgrupa generowana przez mniej niż d elementów jest 
skończona. W  następnych dziesięcioleciach były konstruowane dalsze przy­
kłady tego typu, z dodatkowymi własnościami budowanej grupy. W szczegól­
ności, w roku 1968 P. S. Novikov i S. I. Adjan skonstruowali kontrprzykłady 
do Problemu Burnside’a dla grup z nieparzystym wykładnikiem n > 4380. 
Wynik ten był później poprawiany przez wielu autorów.

Dopiero jednak na XVI Kongresie (Nicea, 1-10 IX 1970) uhonorowano 
intensywny rozwój algebry przyznaniem Medalu Fieldsa J. G. Thompsonowi
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[3]. Richard Brauer [3] w swoim wystąpieniu (On the work of John Thomp­
son) pisał m.in.: Wyznaczył on minimalne grupy proste, tzn. te grupy proste, 
których właściwe podgrupy są rozwiązalne, stwierdzając dalej, że wiele waż­
nych wniosków pokazuje, że teraz można odpowiedzieć na pytania dotyczące 
grup skończonych, które do tej pory były daleko poza zasięgiem [dotychcza­
sowych metod]. Wymienię jeden: skończona grupa jest rozwiązalna wtedy 
i tylko wtedy, gdy każda jej właściwa podgrupa generowana przez dwa ele­
menty jest rozwiązalna. Można spróbować to udowodnić, aby zobaczyć, jak 
głęboki jest ten wynik. [...] A oto tematyka wykładów plenarnych w Nicei. 
Walter Feit, który niestety nie dostał Medalu Fieldsa, choć nań zasłużył, 
przedstawił aktualny stan wiedzy o skończonych grupach prostych (The 
current situation in the theory of finite simple groups), mówiąc, że praca 
będzie dotyczyć tylko jednego problemu. Znaleźć sensowny opis wszystkich 
niecyklicznych [skończonych] grup prostych. Praca zawierała m.in. opis grup 
prostych odkrytych przez Fischera, Griessa i innych. Natomiast Novikov 
otrzymał Medal Fieldsa za rozstrzygnięcie Problemu Burnside’a. Richard
G. Swan poświęcił wykład intensywnie rozwijającej się A-teorii (Algebraic 
K-theory). Liczba ważnych wyników poświęconych skończonym grupom pro­
stym była imponująca, jeśli jeszcze zwrócić uwagę na rangę nazwisk:

R ic h a r d  B r a u e r , Blocks and characters
J . H . C o n w a y , The subgroup structure of the exceptional simple groups 
G e o r g e  G l a u b e r m a n , Local and global properties of finite groups 
D a n ie l  G o r e n s t e in , Centralizers of involutions in finite simple groups
D . G . HiGMAN, A suruey of some ąuestions and results about rank 3 

permutation groups
ZV0NIMIR JANKO, A class of non-solvable finite groups 
M ic h io  S u z u k i , Characterizations of some finite simple groups 
J. G. T h o m p s o n , Quadratic pairs
Niemniej ważne były wyniki z innych działów algebry, głównie z teo­

rii pierścieni. S. I. Adjan swój wykład Identites dans les groupes poświęcił 
omówieniu aktualnego stanu problemu Burnside’a (wyniki własne, Novikova, 
Kostrikina i innych). Ponadto wyłoszono wykłady na temat:

S. A . AMITSUR, Some results on rings with polynomial identities
P . M . C o h n , Free ideał rings and free products of rings 
M a x  K o e c h e r , Jordan algebras and differential geometry
A. I. K o s t r i k i n , Variations modulaires sur un theme de Carian
B. H. N e u m a n n , Properties of countable character 
A. P f i s t e r , Sums of sąuares in real function fields 
Przedstawiono również wyniki z algebry homologicznej i teorii ciał. Zna­

mienny był tym razem brak wykładów dotyczących algebry ogólnej.
Pod koniec lat sześćdziesiątych coraz bardziej ujawniały się potrzeby 

praktyki komputerowej. Ponieważ nie można w nieskończoność zwiększać
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możliwości obliczeniowych komputerów, należy przeanalizować istniejące al­
gorytmy, w tym algorytmy algebry pod kątem ich złożoności obliczeniowej, 
co przekłada się bezpośrednio na czas pracy komputera. Pierwsze udane 
próby w tym kierunku pochodzą jeszcze od Derricka Henry Lehmera z lat 
trzydziestych. Lehmer szukał algorytmów pozwalających np. na możliwie 
szybkie mnożenie dużych liczb. Tematyka ta powróciła w łatach sześćdzie­
siątych. Zaczęto analizować pod kątem złożoności znane algorytmy algebry. 
Volker Strassen odkrył w 1968 roku, że do pomnożenia dwóch macierzy 2x2  
wystarczy siedem, a nie osiem mnożeń, jak by to wynikało ze znanych wzo­
rów. Fudamentalna praca na ten temat [82] ukazała się w roku 1973. Liczba 
operacji potrzebnych do pomnożenia dwóch macierzy n x n jest, jak łatwo 
zauważyć, rzędu 0 (n 3). Z algorytmu Strassena wynika, że w istocie rząd 
wielkości jest mniejszy i wynosi O(nlog7). Wynik ten wielokrotnie popra­
wiano. Jak mi powiedział Strassen na Kongresie Algebry w Nowosybirsku 
(21-26 VIII 1989), można się tu wszystkiego spodziewać. W pierwszej po­
łowie XX wieku wyniki tego typu zaliczano do algebry. Później zakwalifiko­
wano by je do metod numerycznych algebry. Jeżeli jednak sięgnąć do pracy 
[82], nie ma wątpliwości, że jest to algebra: autor używa iloczynów tenso­
rowych. W ostatnich trzydziestu latach XX wieku przeanalizowano także 
inne podstawowe algorytmy algebry pod kątem ich złożoności obliczeniowej. 
W ten sposób powrócono do niektórych algorytmów znanych jeszcze w XIX 
wieku i wtedy uważanych za nieprzydatne w praktyce. W ostatnich dzie­
sięcioleciach zrodziła się z tych badań odrębna dyscyplina. Bada ona np. 
złożoność różnych algorytmów w teorii grup, w zależności od rzędu grupy 
lub innych wielkości związanych z grupą (liczba podgrup, elementów danego 
rzędu itp.).

8. Ostatnie ćw ierćwiecze X X  wieku. XVII Kongres (Vancouver, 
1974) nie wniósł zbyt wiele do algebry. Na następnym XVIII Kongresie (Hel­
sinki, 15-23 V III1978) też nie było wiele na tematy algebraiczne [65]. W dal­
szym ciągu dominowała teoria grup. Jeden z wykładów plenarnych miał 
Daniel Gorenstein ( The classification of finite simple groups). Uzupełniały 
go wykłady Michaela Aschbachera (A suruey of the classification program 
for finite simple groups of even characteristic) i Charlesa C. Simsa ( Group- 
theoretic algońthms, a suruey). Prócz tego były ważne wykłady z teorii pier­
ścieni (Melvin Hochster, Cohen-Maccaulay rings and modules), a ponadto 
z algebraicznej K-teorii (Wilberd van der Kallen, V. P. Płatonov).

XIX Kongres, mający się odbyć w 1982 roku w Warszawie, opóźnił się 
o rok z powodu stanu wojennego w Polsce i ostatecznie odbył się w terminie 
16-24 VIII 1983. Opóźnienie to zostało zrekompensowane w postaci obszer­
nej dwutomowej publikacji [66]. Algebrę reprezentowały dwa tematy: grupy 
skończone i algebry. Robert L. Griess, Jr. w wykładzie: The sporadic simple
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groups and construction of the Monster mówił o niemal zakończonej klasyfi­
kacji skończonych grup prostych. Dalsze wykłady z teorii grup: M. Gromov, 
Injinite groups as geometrie objects; A. Ju. Olszanski, On a geometrie me- 
thod in the combinatorial group theory. Pozostałe wykłady w sekcji algebry 
dotyczyły różnego typu algebr:

J. C. J a n t z e n , Enueloping algebras of semisimple Lie algebras 
A . J o s e p h , Primitiue ideals in enueloping algebras
C. M. RlNGEL, Ideeomposable representations of finite-dimensional al­

gebras
E. I. Z e l m a n o v , On the theory of Jordan algebras 
Dwa wykłady dotyczyły K-teorii: C. Soule, K-theorie et zeros aux points 

entiers de fonctions zeta; R. P. Stanley, Combinatońal applications of the 
hard Lefschetz theorem,

XX Kongres odbył się w Berkeley (3-11 VIII 1986). Program z alge­
bry był dość bogaty [67]. Algebrze były poświęcone dwa odczyty plenarne. 
Arnold Schónhage (Eguation sohing in terms of computational complexity) 
swój występ poświęcił już w pełni ukształtowanej dyscyplinie, algebraicz­
nej teorii złożoności algorytmów. A. A. Suslin opisał Algebraic K-Theory of 
fields. Na sekcji algebry wygłoszono osiem godzinnych wykładów:

M a u r ic e  A u s l a n d e r , The what, where, and why of almost split seąuen- 
ces

G. V. B e l y j , On commutant of the absolute Galois group 
W a l t e r  B o r h o , Nilpotent orbits, primitiue ideals, and characteristic 

classes (a suruey)
M ic h e l  B r o u e , Theorie locale des blocs d’un groupe fini 
P e t e r  G a b r i e l , Darstellungen endlichdimensionaler Algebren 
A. S. M e r k u r j e v , Milnor K-theory and Galois cohomology 
V . L . PO POV, Modem deuelopments in inuariant theory 
R o b e r t  L e e  W il s o n , Simple Lie algebras over fields of prime charac­

teristic
XXI Kongres [68] odbył się w Kyoto (21-29 VIII 1990). W  algebrze do­

minowała K-teoria. Jednym z medalistów Fieldsa był Władimir Drinfeld, 
nagrodzony na dowód Hipotezy Langlandsa dla grupy GL(2, Fq(t)) i za wy­
niki dotyczące grup kwantowych. Nie są to zagadnienia algebry, choć niewąt­
pliwie algebra jest ważnym narzędziem w wymienionych tematach. Pojęcie 
moduł Drinfelda weszło na stałe do algebry. Wśród wykładów plenarnych 
znalazły się trzy wykłady z algebry:

S p e n c e r  B l o c h , Algebraic K-Theory, motiues, and algebraic cycles 
YASUTAKA I h a r a , Braids, Galois groups, and some algebras in mathe- 

matics
V a u g h a n  F. R. J o n e s , Von Neumann algebras in mathematics 
W sekcji Algebra znalazło się osiem wykładów po 45 minut:
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Jon F. Carlson, Cohomology of modules over group algebras
Rostislav I. Grigorchuk, On growth in group theory
CRAIG Huneke, Absolute integral closure and big Cohen-Macaulay al­

gebras
Alexander R. Kemer, Identities of associative algebras
Paul C. Roberts, Intersection theory and the homological conjectures 

in commutative algebra
Klaus W. Roggenkamp, The isomorphism problem for integral group 

rings of finite groups
Robert W. Thomason, The local to global principle in algebraic K- 

theory
Efim I. Zelmanov, On the restricted Burnside problem
Długością elementu g w skończenie generowanej grupie G nazywa się 

minimalną liczbę generatorów, których iloczynem jest g. Funkcja wzrostu 
w takiej grupie zlicza liczbę elementów, których długość nie przekracza n. 
W naturalny sposób zdefiniowaną klasę równoważności funkcji wzrostu (za­
leżnych od zbioru generatorów) nazywa się stopniem wzrostu grupy. W ter­
minach stopnia wzrostu można wyrazić wiele własności grupy. Grigorchuk 
rozwiązał problem Milnora dotyczący stopnia wzrostu grupy.

Roggenkamp rozważał problem izomorfizmu dla grup skończonych: czy 
dla grup skończonych G i H z izomorfizmu ich pierścieni grupowych nad 
pierścieniem Z liczb całkowitych wynika izomorfizm G z H? Zagadnienie 
ma bogatą literaturę.

Zelmanov przedstawił najnowsze badania Ograniczonego Problemu 
Burnside’a (w [51] można znaleźć wcześniejsze wyniki).

XXII Kongres [69] odbył się znów w Zurychu (3-11 VIII 1994), niemal 
w stulecie I Kongresu. Tematyka wykładów z algebry była podobna do te­
matyki poprzedniego kongresu. Zelmanov otrzymał Medal Fieldsa za wyniki 
dotyczące Ograniczonego Problemu Burnside’a. Kontynuując badania Ko- 
strikina rozstrzygnął on Ograniczony Problem Burnside’a dla wykładników 
postaci pn (p -  liczba pierwsza). Podobnie jak Kostrikin, użył algebr Liego, 
przy okazji znacznie upraszczając dowód w przypadku n =  1. Przypadek 
p =  2 okazał się bardzo skomplikowany; wymagał użycia kwadratowych 
rozszerzeń pierścieni Jordana.

W sekcji algebry wygłoszono następujące wykłady:
Peter Littelmann, The path model for representations of symmetrical 

Kac-Moody algebras
Alexander Lubotzky, Subgroup growth
Jean-François Mestre, Constructions polynomiales et théorie de Ga­

lois
Raman Parimala, Study of quadratic forms -  Some connections with 

geometry
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Gerald W . Schwarz, Inuariant differential operators 
Andrei Suslin, Algebraic K-theory and motivic cohomology 
Michel Van den Gergh, Modules of covariants 
Wykład Littelmanna dotyczył pewnej ważnej klasy algebr Liego. Mestre 

nawiązał do klasycznego pytania Emmy Noether: czy każda grupa skończona 
jest grupą Galois pewnego wielomianu o współczynnikach wymiernych. Po 
zakończeniu klasyfikacji skończonych grup sporadycznych pojawiły się liczne 
konstrukcje wielomianów, których grupą Galois jest zadana grupa spora­
dyczna. Powyższe wykłady dotyczyły na ogół nie tylko algebry. Np. odczyt 
Schwarza równie dobrze można zakwalifikować do geometrii algebraicznej.

Ostatni w XX wieku, XXIII Kongres odbył się w Berlinie (18-27 VIII 
1998). Najważniejszym wynikiem uhonorowanym na tym kongresie był do­
wód Wielkiego Twierdzenia Fermata podany przez Andrew Wilesa [70]. 
Ograniczenie wieku medalistów do czterdziestki nie pozwoliło na przyznanie 
mu Medalu Fieldsa. Tytułem rekompensaty Wiles dostał srebrną plakietkę 
z odpowiednim napisem.

Richard E. Borcherds otrzymał Medal Fieldsa za dowód hipotezy Mon- 
strous Moonshine (Monstrualne Urojenie). Mianowicie John McKay zauwa­
żył, że między współczynnikami eliptycznej funkcji modularnej j(r)  a wy­
miarami nieprzywiedlnych reprezentacji grupy Monster (największa wśród 
grup sporadycznych) zachodzą proste zależności arytmetyczne. Na tej pod­
stawie J. H. Conway i S. Norton (1979) sformułowali hipotezę Monstrous 
Moonshine. Znów, tak jak poprzednio, nie jest to wynik z czystej algebry. 
Ponadto na sekcji algebry wygłoszono osiem wykładów:

Eric M. Friedlander, Geometry of infinitesimal group schemes 
Sergei V. Ivanov, On the Bumside problem for groups of even expo- 

nent
W illiam M. Kantor, Simple groups in computational group theory 
Gunter Malle, Spetses
Aleksander V. Pukhlikov, Birational automorphisms of higher-di- 

mensional algebraic uarietes
Idun Reiten, Tilting theory and ąuasitilted algebras 
JeremY Rickard, The Abelian defect group conjecture 
Aner Shalev, Simple groups, permutation groups, and probability 
Wydaje się, że wykłady Friedlandera i Pukhlikova mogły by być również 

zakwalifikowane do geometrii algebraicznej. Kantor dowiódł, że istnieją al­
gorytmy w teorii grup skończonych (np. wyznaczanie p-grup Sylowa, ciągu 
kompozycyjnego itd.), które mają wzrost wielomianowy. Stwarza to dobre 
podstawy do przyszłych obliczeń numerycznych w teorii grup. Malle roz­
ważał pewne grupy symmetrii, które okazały się grupami Weyla. Wykład 
Reitena dotyczył reprezentacji algebr artinowskich, a wykład Shaleva po­
święcony był najnowszym wynikom w teorii grup skończonych, uzyskanych 
dzięki metodom probabilistycznym.
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Oprócz cytowanych wykładów związanych z algebrą, na każdym kongre­
sie były krótkie komunikaty. Na kongresach w II połowie XX wieku było ich 
po kilkadziesiąt.

Po wojnie algebra w Polsce zaczęła się rozwijać głównie w Toruniu, gdzie 
powstał prężny ośrodek, zajmujący się m.in. algebrą homologiczną i teorią 
pierścieni, skupiony wokół Stanisława Balcerzyka, jego współpracowników 
i uczniów. Pod koniec lat pięćdziesiątych wokół Edwarda Marczewskiego 
skupiła się we Wrocławiu liczna grupa matematyków zajmujących się alge­
brą ogólną (zwaną też uniwersalną). Różnorodne działy algebry rozwijane 
są obecnie w Katowicach, Warszawie i Wrocławiu. Nie zamierzam jednak 
omawiać rozwoju algebry w Polsce; byłby to temat na odrębny artykuł.

9. Nauczanie algebry. Program  Emila Artina. Potrzebę zmian 
w nauczaniu, nie tylko algebry, widział już w roku 1954 Andre Weil [92]. 
Pisał on: Wydaje się, że obliczenia numeryczne i wszystkie pomysły z nimi 
związane będą zajmować coraz ważniejsze miejsce w nauczaniu elementar­
nym, aniżeli ma to dotychczas miejsce. Odniósłbym tę wypowiedź również 
do nauczania matematyki na poziomie uniwersyteckiem.

Program wykładu algebry uniwersyteckiej zaproponował Emil Artin [5].
Na konferencji w Bombaju, w roku 1960, poświęconej nauczaniu mate­

matyki, Emil Artin przedstawił program nauczania algebry na uniwersyte­
tach [5]. I choć minęło od tego czasu prawie pół wieku, to wydaje się, że 
program ten jest nadal aktualny i zasługuje na przypomnienie. Relacja Ar­
tina to opis jego doświadczeń zebranych na uniwersytetach amerykańskich 
i niemieckich. Jak stwierdza Artin, program wykładu algebry abstrakcyjnej 
dla zaawansowanych studentów zależeć będzie od wielu szczegółów, takich 
jak przygotowanie studentów, wyposażenie biblioteki i innych warunków lo­
kalnych. W  przypadku wykładu algebry jesteśmy w szczęśliwym położeniu, 
pisze Artin, gdyż ewentualny spór może dotyczyć jedynie podejścia aksjo- 
matycznego. Jeżeli zrezygnować z takiego ujęcia, to, zdaniem Artina, cały 
kurs traci sens i staje się nieudolny. Oponenci tej metody wskazują czę­
sto na trudności studentów. Artin uważa, że wtedy należy zwolnić tempo 
wykładu. Jestem przeciwny podręcznikom prawdopodobnie z powodu mojego 
europejskiego przygotowania, pisze Artin. Na moich wykładach polecam je­
dynie tylko kilka książek, które student może wykorzystać. Nienawidzę wy­
kładów, w których mam się przekopywać rozdział po rozdziale przez daną 
książkę. Żywość i świeżość wykładu, pomyślane jako bodziec dla studentów, 
ucierpiałyby ogromnie. Idąc na kompromis piszę na tablicy więcej niż zwy­
kle tak, aby student mógł w domu zrekonstruować wszystkie szczegóły bez 
trudności. W dalszym ciągu Artin zwraca uwagę na to, że obecnie algebra 
stała się narzędziem używanym w różnych działach matematyki. Algebraicy 
powinni więc mieć na uwadze potrzeby innych dyscyplin takich, jak topo­
logia, analiza i geometria algebraiczna. Planowanie wykładu powinno być



58 W.  W i ę s ł a w

więc uzależnione od lokalnych warunków uniwersytetu. A oto szczegółowy 
program wykładu proponowany przez Artina.

1. Przypomnienie podstawowych pojęć teorii mnogości, oznaczenia, re­
lacje równoważności, porządki.

2. Wstęp do podstawowych pojęć algebry: zbiory z działaniami.
3. Pojęcie grupy. Rozkład na warstwy względem podgrupy. Grupy z ope­

ratorami. Homomorfizmy. Podstawowe twierdzenie o homomorfiźmie. Poję­
cie pierścienia, modułu nad pierścieniem.

4. Pojęcie ciała jako szczególny przypadek pierścienia (niekoniecznie 
przemiennego), przestrzenie liniowe. Materiał uzależniony od tego, ile wcze­
śniej było na ten temat. Tym niemniej powinien być dokonany przegląd 
podstawowych faktów z algebry liniowej.

5. Ideały w pierścieniach przemiennych. Pierścienie ilorazowe. Ideały 
maksymalne i pierwsze. Radykał ideału.

6. Konstrukcje nowych obiektów algebraicznych.
(a) Ciało ułamków pierścienia całkowitego lub, ogólniej, pierścień Rs 

ułamków pierścienia R względem zbioru multyplikatywnego S.
(b) Konstrukcja pierścienia R[X], gdzie X  jest zmienną, a R jest pieście- 

niem lub konstrukcja pierścienia półgrupowego R[S], gdzie S jest półgrupą.
(c) Rozwiązywanie równań /  =  0, /  € S C F[X], gdzie F  jest ciałem.
(d) Konstrukcja algebraicznego domknięcia ciała.
(e) Odwzorowania wieloliniowe i iloczyny tensorowe modułów jako wstęp 

do topologii lub algebry homologicznej.
(7) Pierścienie głównych ideałów (PID) i pierścienie z jednoznacznością 

rozkładu (UFD).
(8) Twierdzenie Gaussa: jeżeli R jest pierścieniem z jednoznacznością, 

rozkładu, to R[X] też ma tę własność.
(9) Rozszerzenia ciał przemiennych.
(10) Teoria Galois w oparciu o twierdzenie Dedekinda o liniowej nieza­

leżności automorfizmów.
(11) Elementy teorii waluacji.
Spośród innych tematów, które można by szerzej rozwinąć, wymienia 

Artin teorię grup, algebr, pierścienie i moduły noetherowskie, algebrę homo­
logiczną i geometrię algebraiczną. Artin uważa, że można bezpiecznie zrezy­
gnować z omawiania dydaktycznej strony wykładu. Często bowiem najlepiej 
przygotowany wykład może być zaprzepaszczony poprzez kiepską prezenta­
cję. Z drugiej strony, znani są bardzo dobrzy studenci notorycznie słabych 
wykładowców.

Oczywiście program Artina można by dziś rozszerzyć o nowe hasła, ale 
wydaje się, że w ogólnym zarysie jest on nadal aktualny. Zresztą na polskich 
uniwersytetach, nawet i dziś, nie wszędzie wykłada się algebrę nawet w takim 
zakresie, jak to proponował Artin.
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Już w XIX wieku zaczęły pojawiać się podręczniki akademickie algebry. 
Ważną rolę odegrała wtedy książka Serreta [79], która stała się standardo­
wym podręcznikiem we Francji aż do roku 1900. Ponieważ nie opisywała 
ona osiągnięć C. Jordana w teorii grup, ani rozwoju teorii ciał wraz z teorią 
Galois, więc powszechne użycie jej spowodowało automatycznie opóźnienie 
kilku generacji matematyków francuskich. Dieudonne [25a] mówił o szoku 
i zdziwieniu swoim i jego młodszych kolegów, gdy ukazała się książka van 
der Waerdena [87]: Kształciłem się w Ecole Normale, ałe nie wiedziałem, co 
to jest ideał, a jedynie wiedziałem, co to jest grupa! Mimo, że uwaga Dieu- 
donnego ma nieco głębszy wydźwięk, to problem na pewno miał związek 
z kolejnymi wznowieniami książki Serreta [79]. Podręcznik Webera [89] słu­
żył do czasu ukazania się książki [87] i miał polskie wydanie w roku 1925 [90]. 
Były również w użyciu inne podręczniki algebry ([11], [18], [24], [55]), żeby 
wymienić tylko kilka przykładów. W  II połowie XX wieku cieszył się uzna­
niem podręcznik [41] urodzonego w Warszawie Nathana Jacobsona, a także 
dobrze znana w Polsce książka G. Birkhoffa i S. Mac Lane’a [12], wydana 
po raz pierwszy w roku 1954. Nieco później dużą karierę zrobił podręcznik
S. Langa [53]. Zdaniem Abhyankara [2] Algebra O. Perrona [56] jest ostat­
nim podręcznikiem zawierającym liczne algorytmy dla wielomianów wielu 
zmiennych.

W okresie międzywojennym były w Polsce trzy podręczniki algebry (nie 
licząc książek o wyznacznikach autorstwa B. Iwaszkiewicza i M. Kernera 
(1934), Śleszyńskiego (1926) i S. K. Zaremby (1909)): wspomniany podręcz­
nik Webera [90], bardzo dobry podręcznik Stanisława Ruziewicza i Eusta­
chego Żylińskiego [77], oraz wydany w roku 1934 podręcznik [114] Witolda 
Wilkosza. Wykład algebry Wacława Sierpińskiego [80] ukazał się dopiero 
w roku 1946.

Wybranie tylko kilku najnowszych i najprężniej rozwijających się dyscy­
plin matematycznych przez polskich matematyków po odzyskaniu niepod­
ległości w 1918 r. stało się źródłem wielu sukcesów matematyki polskiej. 
Z drugiej jednak strony spowodowało zaniedbanie innych dyscyplin, w tym 
także algebry, nie tylko w zakresie badań, ale również w zakresie nauczania. 
Straty te stopniowo odrobiono po II wojnie światowej. Obecnie, przynaj­
mniej na niektórych uniwersytetach, obserwuje się systematyczne ogranicza­
nie zakresu wykładanej algebry i powrót do poziomu nauczania z II połowy 
XIX wieku, na rzecz różnych działów matematyki stosowanej. Nie wróży to 
dobrze polskiej algebrze.

9. C o dalej? Dziś trudno jednoznacznie przewidzieć, jaka tematyka bę­
dzie dominować w algebrze XXI wieku. Z pewnością nadal intensywnie bę­
dzie się rozwijać teoria grup skończonych. Teoretycznie wiadomo, jak zbu­
dowana jest każda grupa skończona. Zapewne powszechne będą programy
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komputerowe pozwalające na operacje w danej grupie, grupy kolejnych rzę­
dów zostaną stablicowane, a ich opis będzie dostępny w internecie. Należy 
oczekiwać, że zostanie wreszcie uporządkowana ogromnie rozbudowana i roz­
proszona teoria pierścieni. Wymaga to przygotowania monografii, albo serii 
monografii w stylu Jacobsona [42] czy też innych jego książek (np. o pier­
ścieniach Jor dana). Być może wzorem teorii grup nastąpi większe zainte­
resowanie pierścieniami skończonymi i próba ich opisu. Należy oczekiwać 
rozwoju tych działów algebry, które mają znaczenie w informatyce i teorii 
kodowania. Można się spodziewać, że będą nowe opracowania w zakresie al­
gebry homologicznej i jej zastosowań. Zapewne powstaną nowe monografie 
poświęcone if-teorii. Śledząc tematykę ostatnich kongresów można z du­
żym prawdopodobieństwem przewidzieć badania w najbliższym czasie. Na 
wzór Monstrualnego Urojenia mogą się pojawić hipotezy uzyskane dzięki 
dużej liczbie przykładów numerycznych. Mogą powstać zupełnie nowe pro­
blemy motywowane rozwojem innych dyscyplin, zarówno matematycznych, 
jak i niematematycznych. Na wiele klasycznych pytań współczesna algebra 
nie zna odpowiedzi. Np. jak opisać wszystkie automorfizmy pierścienia wie­
lomianów wielu zmiennych (grupa Cremony). Być może pomocne okażą się 
wyniki wiążące własności topologiczne obiektu z jego własnościami dyskret­
nymi. Dla grup są to wyniki znane (np. każda zwarta grupa zerowymiarowa 
jest proskończona). Zapewne nastąpi renesans niektórych nieco zapomnia­
nych działów algebry, np. algebry uniwersalnej czy też opisu operacji alge­
braicznych w klasycznych obiektach (ciała, pierścienie). Młodzieńcze prace 
Norberta Wienera z lat dwudziestych XX wieku dotyczyły operacji w cia­
łach. Być może przyda się w zastosowaniach numerycznych możliwość zde­
finiowania ciała przy pomocy jednej operacji (Wiener). Na uporządkowanie 
czeka też bardzo rozbudowana teoria modułów i ich różne uogólnienia. Za­
pewne nadal będą się rozwijać bardzo specjalne działy algebry liniowej. Czas 
pokaże, w jakim kierunku rozwinie się algebra, bowiem nie wszystko można 
przewidzieć.

Do rozwoju algebry w XX wieku przyczyniło się wielu matematyków, 
z których każdy wniósł coś nowego. Moją cegiełką w tej budowli jest pierwsza 
w świecie monografia [95] poświęcona ciałom topologicznym, której znacznie 
rozszerzone wydanie [96] ukazało się u Marcela Dekkera w 1988 roku.
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Do końca roku 1999 1989 1979 1969 1959 1949

Liczba prac 1598 1010 572 278 109 30

Liczba autorów 337 225 137 68 29 10

Średnia: praca/autor 6.87 6.05 5.30 4.89 4.33 3.41
Odchylenie standardowe: praca/autor 15.34 12.91 11.26 10.49 8.88 5.70

Średnia: autorzy/praca 1.45 1.35 1.27 1.20 1.14 1.10
Odchylenie standardowe: autorzy/praca 1.63 1.50 1.40 1.31 1.28 0.3

Procentowy udział prac n współautorów 
n =  1 66% 73% 78% 84% 88% 91%
n =  2 26% 22% 18% 13% 11% 8%
n =  3 7% 4% 3% 2% 1% 1%
n > 3 1% 1% 1% 1% 0% 0%

Liczba autorów mających wspólne prace 253 153 82 34 11 3
ich procentowy udział 75% 68% 60% 49% 39% 28%

Średnia: współautor/autor 2.94 2.26 1.67 1.20 0.83 0.49

Średnia: współautorzy/autor mający 
wspólną prace 3.92 3.33 2.79 2.42 2.14 1.74

Tabela 2: Zestawienie danych do końca danej dekady; 
liczby całkowite oznaczają tysiące.


