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Streszczenie. Praca dotyczy procedur rankingowych zbioru obiektow, ktdrych jakos¢ (uzyteczno$c)
zmienia si¢ w zalezno$ci od wystepowania warunkéw, ktérych rozktad prawdopodobienstwa na ogét
nie jest znany. Procedura polega na rekurencyjnym wyznaczaniu elementéw ekstremalnych zbioru na
podstawie przyjetej relacji preferencji jako$ciowych w warunkach niepewnosci. Efektem jej dziatania jest
podzial zbioru na jakosciowe klastry rankingowe, a w konsekwencji ranking elementdw analizowanego
zbioru w warunkach niepewnosci. W pracy rozwazono model preferencji Hurwicza i jego przypadki
szczegblne, omowiono wlasnosci uzyskiwanych rankingéw oraz metody ich wyznaczania.
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1. Wprowadzenie

Procedury konstruowania rankingéw w warunkach niepewnosci stanowig bardzo
wazny obszar w podejmowaniu optymalnych decyzji w sytuacji, gdy skutek podjetej
decyzji zalezy dodatkowo od wystepowania pewnych warunkdéw ,,zewnetrznych’,
ktorych rozklad prawdopodobienstwa na 0got nie jest znany. Podejmowanie decyzji
w warunkach niepewnosci jest rozumiane bardzo szeroko od sytuacji ,,catkowitej
niepewnosci warunkow” (brak znajomosci jakichkolwiek charakterystyk probabi-
listycznych) poprzez czg¢$ciowa znajomos¢ pewnych charakterystyk az po sytuacje
gdy znane sg rozktady prawdopodobienstwa wystepowania warunkéw. Zagadnienia
optymalizacji decyzji tego typu majg niezwykle bogata literature [1, 2, 3, 8, 9, 10,
11, 13, 14]. Nie dotyczy to jednak metod konstruowania rankingéw w warunkach
niepewnosci. Niniejsza praca odnosi si¢ do szczegélnego przypadku podejmowania
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decyzji w warunkach niepewnosci, polegajacego na skonstruowaniu rankingu
elementéw pewnego zbioru w kontekscie ich jakosci (uzytecznosci), zaleznej od
warunkow zewnetrznych, ktérych rozklad prawdopodobienstwa najczesciej nie jest
znany. W sensie ogdlnej koncepcji budowania procedur rankingowych ponizsze
rozwazania s kontynuacja pracy [5]. Klasyczne sformutowanie zadania optymali-
zacji decyzji w warunkach niepewnosci jest nastepujace [1, 2, 8, 9]:

Niech X bedzie niepustym zbiorem decyzji (obiektéw) podlegajacych ocenie.

N = {1,..., n,... N} — zbidr typéw (ich numerdw) warunkéw, w jakich moga
by¢ realizowane decyzje (oceniane obiekty).

Zakladamy, ze uzyteczno$¢ decyzji (obiektu) zalezy od tego, jakie warunki
wystepuja w trakcie jej realizacji, a ich rozktad prawdopodobienstwa wystepowania
niekoniecznie jest znany. O jakosci (uzytecznosci) obiektu mozemy zatem mowic
w ,,kategoriach warunkowych” lub w kontekscie wartosci oczekiwanej. Mozemy to
opisac nastepujaco:

Niech f:X XN —R oznacza warunkowa funkcje uzytecznosci decyzji
(obiektu).

Liczbe f(x, n) mozemy interpretowac jako warunkowa warto$¢ uzytecznosci
(jakosci) obiektu x w sytuacji, gdy wystapig warunki typu n € N. Formalnie zatem
do warunkowej oceny decyzji (obiektu) x € X mozemy wykorzysta¢ funkcje

F:X—>R" (1.1)
taka, Ze jej wartos¢: F(x): (Fl(x),...,F,,(x),...,FN(x))E RY
bedzie ,wektorowa oceng warunkows” decyzji x € X, gdzie

F;(x)zf(x,n), neN, xeX. (1.2)

Zatem zbior:
Y=F(X)={yeRN|y=f(x), xeX} (1.3)

bedacy obrazem zbioru X jest zbiorem warunkowych modeli jakosciowych obiektow
(decyzji) x € X. Problem rankingu elementéw zbioru X w warunkach niepewnosci
mozemy wiec sprowadzi¢ do rankingu elementéw zbioru Y. Wprowadzajac relacje R
poprzedzania w rankingu elementéw zbioru Y, otrzymamy zadanie optymalizacji
wielokryterialnej [2, 3, 6, 7] typu: (X, F, R), ktéra po uwzglednieniu (1.3) przyjmie
postac:

(Y, R). (1.4)
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2. Ogdlna koncepcja tworzenia rankingu w warunkach
niepewnosci

Kluczowym zagadnieniem w skonstruowaniu (wyznaczeniu) rankingu
elementéw zbioru Y, uwzgledniajacym specyfike ,,niepewnosci’, jest relacja ,,ran-
kingowego poprzedzania” RC Y XY [3,5, 16]. W pracy zostanie poddany analizie
przede wszystkim ,,model niepewnosci” Hurwicza [1, 2, 9]. W zagadnieniach po-
dejmowania decyzji w warunkach niepewnosci wazne znaczenie odgrywaja row-
niez relacja Pareto i relacja leksykograficzna [3], ktorych zastosowania w ogélnych
procedurach rankingowych omoéwiono szczegétowo w pracy [5].

Niech zatem Y — niepusty zbidr elementéw (obiektow), ktéry ma podlegac
procedurze rankingowej. R CY XY — relacja poprzedzania rozumiana naste-
pujaco: para (y, z) nalezy do relacji wtedy i tylko wtedy, gdy ,,element y jest przed
elementem z”. Zdanie ,,y jest przed z” (albo: ,,y poprzedza z”) najczesciej jest
rozumiane w kontekscie jakosciowym ,,y jest lepszy od z” [2, 3]. Relacja R bywa
nazywana relacjg preferencji poprzedzenia albo w skrocie relacja rankingowania.
Podstawa tworzenia kazdego algorytmu rankingowego sa tak zwane elementy eks-
tremalne zbioru w przestrzeni ze zdefiniowang relacja poprzedzania (jakosci) [3, 5,
13]. Elementy ekstremalne zbioru wykorzystywane w rankingowaniu to elementy
najmniejsze i minimalne (lub najwigksze i maksymalne) [3, 12, 14, 15, 16]. Wpro-
wadzmy nastepujace oznaczenia:

Yine — zbior elementéw najmniejszych zbioru Y przy relacji R,

Y min — zbior elementéw minimalnych zbioru Y przy relacji R.

Zbiory te w ogélnosci mozna zdefiniowac nastepujaco:
Yr ={er|(y,z)eR dla kazdego zeY\{y}}, (2.1)

Yi = {y € Y| nie istnieje z€ Y \{y}, ze(z,y)e R}. (2.2)

Element najmniejszy zbioru Y to taki, ktory poprzedza wszystkie pozostate
elementy ze zbioru Y. Element minimalny zbioru Y to taki element, ktory nie jest
poprzedzany przez zaden z pozostalych elementéw zbioru Y. Do utworzenia ran-
kingu elementéw zbioru Y mozemy wykorzysta¢ zbidr elementéw ekstremalnych
— w zaleznosci od potrzeb: zbidr elementéw najmniejszych (lub zbiér elementéw
minimalnych) w nastepujacy sposéb [5] — ze zbioru Y wybieramy elementy, ktore
poprzedzaja wszystkie pozostale elementy. Nastepnie ze zbioru pozostatych ele-
mentéw wybieramy kolejne elementy, ktore poprzedzaja wszystkie pozostate i tak,
az zbidr pozostalych elementdéw stanie si¢ pusty.
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Zapiszemy to nastepujaco, przyjmujac, ze Y~ (0)= D

1. Wyznacz Yi()=Y5 (2.3)
2. Wyznacz Y5 (2)= (Y \Y . (l))
3. Ogolnie zapiszemy: Y5 (k)= (Y\ UY,; (1)) k=123,.. (2.4)
nf

Algorytm konczy sie w kroku k = K takim, ze

K

UYL ()=Y. (2.5)

i=1
Podobng procedure mozemy zastosowac korzystajac z zaleznosci (2.2).
Otrzymamy wtedy (przyjmujac, ze Y (0)= @):

R
YR (k)=(\ U YE (z)) dla k=1,2,3,... (2.6)

Klastrem k-tego stopnia nazywa¢ bedziemy zbiér Y (k) lub Y% (k) dla
k=1,2,3...
Najprostszy przypadek jest oczywiscie wowczas, gdy wszystkie zbiory

Y5 (k) lub YE (k) s jednoelementowe, czyli przypadek, gdy

r(k)|=1 b |vE (k)|=1 dia k=1.. 2.7)

mf min

Mamy wtedy tak zwany ranking jednoznaczny (liniowy). Taka sytuacja wystepuje
miedzy innymi wtedy, gdy relacja jakosci (rankingowania) R jest relacjg liniowego
porzadku (zwrotna, antysymetryczna, przechodnia i spojna [12]).

W przypadku gdy relacja R jest relacja liniowego porzadku, symbolem
Y(R), lubY(R) . oznacza¢ bedziemy ranking zbioru Y (cigg podzbioréw (kla-
stréw) jednoelementowych) uzyskany przy relacji preferencji R [5].

W dalszej czgsci pracy rozwazania zwigzane z procedurami rankingowymi
w warunkach niepewnosci beda ilustrowane pewnym przykladem dotyczacym
rankingu zbioru dwudziestu obiektéw [5]. Zalozymy, ze jakos¢ (uzytecznosc)
tych obiektow jest uzalezniona od dwdch typow warunkow, ktére moga wystapic,
a ktérych rozkladu prawdopodobienstwa wystapienia nie znamy. Ponizsza tabela
przedstawia zbidr tych obiektéw (ponumerowanych indeksem m =1, ..., 20) oraz
odpowiadajace im wartosci warunkowej uzytecznosci (n = 1, 2).
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TABELA 1
Warunkowa uzytecznos¢ obiektow

m 112(3|4|5(6|7|8[9(10|11(12(13(14(15|16|17|18[19]20

m

»w o |(2|4(5|6|6|6|5|3[2|1|0|1|2|4|5|4|3[2]3]3

m

» 7171653 (2|1|1(1|2|4|6|6|5|4|3|2|4|5]|4

W przykladzie przyjeto zalozenie, ze im wartosci uzytecznosci sa wigksze,
tym ,,0gdlna jako$¢ obiektu” jest wyzsza. Przykltadowo, uzytecznos¢ obiektu nr 1
jest rowna dwa (o ile wystgpia warunki nr 1), lub jest rowna 7 (o ile wystapia
warunki typu 2). Ogélnie: warunkowym modelem jakosciowym obiektu nr m
bedzie element:

y"=(y)eR’, meM={1,..,20}. (2.8)
Zbiorem modeli jako$ciowych rozpatrywanych obiektow jest zatem zbior:
Y={y’”ER2|meM}. (2.9)

Rankingi jako$ciowe zbioru Y moga by¢ tworzone w oparciu o zaleznos¢ (2.1)
lub (2.2). O jednoznacznosci (liniowosci) rankingéw decyduja glownie wlasnosci
przyjetego modelu preferencji R. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze przeciwobraz jed-
noznacznego rankingu zbioru Y nie bedzie jednoznaczny w zbiorze X. Oznacza¢
to bedzie, ze co najmniej dwa roézne obiekty majg identyczny obraz w przestrzeni
jakosci (te same warto$ci wszystkich cech uwzglednianych w procesie modelowania
[2, 4, 5]).

3. Model preferencji rankingowych Hurwicza
ijego przypadki szczegdlne

Wsrod wielu metod i wielu modeli preferencji jakos$ciowych podejmowania
decyzji w warunkach niepewnosci szczegdlng role odgrywaja modele optymisty
i pesymisty oraz ich uogélnienie — model Hurwicza [1, 2, 8, 9].

Zbior Y = {F (x)=ye RN|xe X}, zgodnie z interpretacja (1.2) i (1.3), zo-

stanie poddany rankingowi jakosciowemu z wykorzystaniem odpowiedniej relacji
preferencji w warunkach niepewnosci. Zakladamy, ze rozktad prawdopodobien-
stwa wystepowania warunkéw, w ktérych beda realizowane decyzje, nie jest znany
[3,8,9].
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Relacja preferencji optymisty RO [2, 9] nazywac bedziemy nastepujaca relacje

o _ ns
R {(y,z)EYXY max y" > max z, } (3.1)

Model (relacja) R oznacza, ze z dwdch elementoéw (obrazéw warunkowej ja-
kosci decyzji) y lub z decydent woli y, poniewaz w sytuacji najbardziej sprzyjajacej
y przyniesie wigksza (co najmniej takg sama) uzyteczno$¢ niz z. Jest to ,filozofia”
dzialania decydenta optymisty (ryzykanta).

Przeciwienstwem modelu optymisty w kontekscie ,,sklonnos$ci” do ryzyka jest
model (relacja) pesymisty R” definiowany nastepujaco:

R = {(y,z)e Y x Y‘mi}glyn Zminz, } (3.2)

neN

Tu z kolei element y jest preferowany, poniewaz w warunkach nawet najbardziej
niesprzyjajacych przynosi wieksza uzyteczno$¢ niz element z.

Uogodlnieniem modeli (relacji) (3.1) i (3.2) jest model (relacja) Hurwicza, zde-
finiowany nastepujaco:

} (y,z)eYXYa( mi{Nyn) +(1—a)(nnqeil\r]1yn)2a(n2&xyn)+
R = (3.3)

: +(1—a)( minzn) ,

neN

gdzie a € [0, 1] — tzw. ,wspdlczynnik optymizmu” charakteryzujacy sktonnosci
decydenta do ryzyka [8]. Model (relacja) R/ jest tylko quasi-porzadkiem (nie jest
antysymetryczny) dla kazdego « € [0, 1], zatem najczedciej nie prowadzi do rankingu
jednoznacznego zbioru Y [1, 2, 9]. Stad tez w rozpatrywanym przykladzie przyjeto
mozliwos¢ zastosowania dodatkowej relacji leksykograficznej L, [5], w przypadku
gdy uzyskiwane klastry (2.4) beda mialy liczno$¢ wigksza od 1. W przyjetej leksyko-
grafii L, zalozono, ze warunki typu 1 ,,s3 wazniejsze” niz warunki typu 2. Moze to
by¢ np. konsekwencja tego, ze prawdopodobienstwo wystapienia warunkéw typu 1
jest wieksze niz typu 2, o ile znany jest rozklad lub jego oszacowanie. W przypadku
braku takiej przestanki moze by¢ przyjete (jako réwnowazne) uporzagdkowanie
alternatywne.

Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono ranking elementéw zbioru Y (podzial na
klastry rankingowe) odpowiednio dla optymisty i pesymisty. Z uwagi na wlasnosci
quasi-porzadkowe relacji R° [2] ranking zostal utworzony w oparciu o formute (2.1).
Z zapisu (3.1) wynika prosta metoda wyznaczania zbioréw elementéw najmniejszych
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optymisty [2] (szczegdly metody wyznaczania klastréw opisane zostang w kolejnym
punkcie pracy dotyczacym ogdlnych wlasnosci rankingdw w warunkach niepew-
nosci). Rezultaty zastosowanej metody pokazuje rysunek 1.

v

2 4 6 N
Rys. 1. Podziat zbioru Y na klastry optymisty

Na rysunkach 1 i 2 zaznaczono dodatkowo tak zwany paretowski punkt idealny
dla zbioru Y [5, 15] jako szczegolny punkt odniesienia. Redukujac (wydzielajac kolejne
klastry elementéw réwnowaznych) zbidr Y, mozna wyznaczac kolejne ,,zredukowane
punkty idealne” [5], ktérych parametry metryczne moga postuzy¢ do definiowania
kompleksowych charakterystyk jako$ciowych poszczegdlnych klastrow §wiadczacych
o globalnej ich jakosci. Elementy ,,podcieniowane” w poszczegélnych klastrach to te,
ktore dodatkowo s3 optymalne w sensie Pareto (4.8). Wyznaczone zgodnie z (2.4)
klastry beda mialy nastepujaca zawartos¢ (patrz definicja relacji optymisty):

Y O)=r5 ={1,2},

inf inf
vy @)=(r-1 (1)):; ={3,4,5,6,12,13} itd,
¥ (3)={7,14,15,19},
¥R (4)={11,16, 18,20},

inf
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¥ (5)={8,17},

Y (6)={9. 10}

Jak wida¢, otrzymali$my sze$¢ klastrow réwnowaznosci rankingowej w sensie
optymisty. Nie sg one jednoelementowe i wymagaja ,,dodatkowych rankingow we-
wnetrznych” na przyklad w oparciu o przyjeta leksykografie L, . Dostajemy w tej
sytuacji nastepujace uporzadkowania wewnatrz klastréw [5]:

i =Y OL.), =@ 1),

YR @)= ¥E @)L.)., =(4,5,6,3,13, 12),

inf

YE (3) =Y (3)(L.), =(15,7, 14, 19),

inf
Yiano (4)% erllefo (4)(L2 )inf = (167 207 189 11)’
Y ()= X ()LL), =(17,8),

YR (6)— Y (6)(L.)., =, 10).

Ranking konicowy optymisty w warunkach niepewnosci przyjmie zatem po-
stac:

Y(ROL,) =(2,1,4,5,6,3,13,12,15,7, 14,19, 16,20, 18, 11,17,8,9, 10).

Klaster o numerze 1, zawierajacy obiekty o numerach 1 i 2, jest klastrem naj-
lepszym (pierwszym w rankingu) z punktu widzenia optymisty, gdyz gwarantuje
najwyzsza uzytecznos¢ (w kwocie 7) pod warunkiem, ze wystapia warunki typu 2
(patrz 3.1), a na to liczy optymista. Drugi pod wzgledem jakosci jest klaster numer 2,
zawierajgcy obiekty o numerach: 3, 4, 5, 6, 12, 13 prowadzace do uzytecznosci w wy-
sokosci 6 jednostek (w tym sensie obiekty te sa rownowazne). W ramach klastréw
obiekty zostaly wewnetrznie uporzadkowane zgodnie z przyjeta leksykografia (1, 2).
Analogiczng interpretacj¢ decyzyjna maja kolejne klastry. Gdyby w pomocniczej
leksykografii przyjaé, ze ,wazniejsze” (na przyklad bardziej prawdopodobne) sg
warunki typu 2 niz typu 1, to ranking koncowy optymisty mialby postac:

Y(ROL,) =(2,1,3,13,12,4,5,6,14,19,15,7,20, 18, 11, 16, 17,8, 10, 9).

Na rysunku 2 przedstawiony zostal natomiast podziat zbioru Y na klastry pesy-
misty (3.2). Szczegdly metody wyznaczania klastrow pesymisty opisane sa (podobnie
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jak w przypadku ,,optymisty”) w kolejnym punkcie pracy. Metody wyznaczania
zawartosci klastréw (2.4) opierajg sie na klasycznych algorytmach wyznaczania
optymalnych decyzji w warunkach niepewnosci w zastosowaniu odpowiednio do
modelu optymisty i pesymisty [2, 8, 9]. Polegaja one na sformulowaniu i rozwiazaniu
prostych zadan optymalizacji z jednym, skalarnym kryterium.

Rys. 2. Podzial zbioru Y na klastry pesymisty

W omawianych wyzej algorytmach rankingowych kluczowa role odgrywaja
zawsze moduly wyznaczania zbioréw elementéw ekstremalnych Yy lub tez Y2
(2.4) i (2.6). W przypadku zbioréw skonczonych oraz specyficznych wlasnosci
relacji L., R, R” i R” sa to na ogét proste algorytmy optymalizacyjne ze skalarna
funkcja kryterium [2]. W przypadku rankingdw paretowskich bardzo efektywnymi
w praktyce algorytmami okazaly sie algorytmy inspirowane biologicznie.

4. Wlasnosci rankingéw w warunkach niepewnosci

Wihasnosci rankingéw w warunkach niepewnosci wynikajg gtéwnie z przyjete-
go modelu preferencji rankingowych. Praktyka pokazuje, ze najczgsciej stosowane
relacje w procedurach optymalizacji decyzji w warunkach niepewnosci to: relacja
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Hurwicza (R ' ), aw szczegdlnosci jej przypadki skrajne, czyli model optymisty (RO )

i pesymisty (RP ), oraz relacja Pareto (), leksykograficznego porzadku (L, ).

Relacja leksykograficzna (L, ) jest najczeéciej stosowana jako relacja pomocnicza
w sytuacjach, gdy utworzone klastry rankingowe nie s3 jednoelementowe. Relacja
ta jest tez bardzo chetnie wykorzystywana, jesli znany jest rozklad prawdopodo-
bienistwa wystepowania warunkéw lub jego przyblizenie (oszacowanie) [8, 9, 13].
Z kolei relacja Pareto rzadko jest stosowana w warunkach niepewnosci ze wzgledu
na bardzo ,restrykcyjne” zasady poprzedzania (obiekt y jest lepszy od obiektu z,
jesli uzytecznos¢ y jest wigksza od z w kazdych warunkach), co powoduje, ze klastry
typu (2.6) sa bardzo ,rozlegle”, chociaz decyzje optymalne w sensie Pareto (o ile
takie si¢ znajda w klastrach) sg szczegdlnie cenne.

Wiele bardzo interesujacych wlasnosci posiada model Hurwicza (3.3) [8, 9] oraz
model oparty na procedurze Savagea [2], uwzgledniajace w szczegdlnosci aspekt
ryzyka. Relacja Hurwicza (3.3) jest tylko (i tylko) quasi-porzadkiem dla kazdego
a € [0, 1]. To powoduje, ze w rankingach wykorzystuje si¢ klasteryzacje typu (2.4),
oparta na elementach najmniejszych. W przypadku relacji optymisty bardzo fatwo
jest wyznaczy¢ Klastry (2.4), gdyz zachodzi [2]:

(r,2)eR? wtedy i tylko wtedy gdy |y[_ =|z|.. (4.1)

Wprowadzmy dla uproszczenia zapisu nastepujace oznaczenia:

i=k-1

Y(k)=Y\ U Y (i), k=12,.. (4.2)
i=0

Wtedy Yiffo (k)= {y eY (k) ‘ H;H = max”y”w}. (4.3)

er(k)

Jest to proste zadanie maksymalizacji normy |||, [2]. W rozpatrywanym
przyktadzie (tab. 1), w przypadku klastra Yiffo (1), otrzymamy:

*
[ P e R

Zatem (patrz rys. 1):

Y (1)= {}e Y

%

y

=7}={y1,y2} ={1,2}.
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Zawartos¢ pozostalych klastrow wyznaczamy analogicznie. W tabeli 2 zostaty
pokazane wyniki zastosowanej powyzszej procedury wyznaczania klastréw optymisty.
W przedostatnim wierszu tabeli znajduja si¢ wartosci maksymalnej wspotrzednej
poszczegolnych punktéw, a w ostatnim wierszu numery klastrow, ktére skojarzo-
ne z odpowiednimi elementami pierwszgo wiersza tabeli pokazujg ich zawartos¢.
Przyktadowo klaster nr 3 zawiera elementy {7, 14, 15, 19}.

TABELA 2

Optymista
m [1]2[3]4|5]6|@D|8]9|10]11|12]13|AD|@)|16|17]|18|@9]20
wo|2|4a|5]|6|l6|6|5]3|2|1|o|1]2]4]|5|4|3][2]3]3
wo {7765 |32t 1|1|2|4]6|6|5|4a|3|2]4]5]4
max |7 ]7|6|6|6|l6|®|3|2]2]4|6]|6|BB|4]3]|4|B)]4
k 1{tf2]2]|2(2|@®|5]6|6|4]|2|2|B®|B@]4]|5]|4|B)|4

Zawartos¢ ostatniego wiersza tabeli jest wyznaczana nastgpujaco: ,,1” wpisuje-
my pod maksymalnymi warto$ciami w wierszu przedostatnim, ,,2” wpisujemy pod
kolejnymi co do wielkosci warto$ciami przedostatniego wiersza itd.

Kolejne interesujgce wlasnosci rankingéw Hurwicza wynikaja z faktu, ze dla kaz-
dego a € [0, 1] zachodzi (relacja Pareto jest podzbiorem kazdej relacji Hurwicza)

> c R, (4.4)
Zatem zachodzi réwniez:

> cR° oraz > cR’. (4.5)

Z tego wynikaja nastepujace wlasnosci dla kazdego o € [0, 1] [2, 3]:

Y2 Yk, (4.6)
Y cyz,, (4.7)
YA AYZ, £ 2. (4.8)

Szczegolnie wlasnos¢ (4.8) jest interesujaca i wazna z praktycznego punktu
widzenia, gdyz wynika z niej, ze w kazdym klastrze Y5 (k), k=1,2, ... istnieje
co najmniej jeden element optymalny w sensie Pareto (jeden element minimalny
w sensie Pareto). W rozpatrywanym przykladzie (dla relacji optymisty) sa to naste-
pujace podzbiory elementéw optymalnych w sensie Pareto zawarte w poszczegolnych

klastrach (,podcieniowane” na rysunku 1):
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{2} dla klastra Nr 1,
{3, 4} dla klastra Nr 2,
{14, 15} dla klastra Nr 3 itd.

W przypadku relacji pesymisty R” uzyskiwane rankingi maja wtasnosci analo-
giczne [2, 3]. Konstrukcja tabeli 3 jest analogiczna jak tabeli 2. W wierszu przedostat-
nim tabeli 3 znajdujg sie wartos$ci minimalne poszczegdlnych sktadowych punktow
reprezentujacych obiekty. W ostatnim wierszu tabeli s3 natomiast ,,adresy” (numery)
kolejnych tworzonych klastréw. Ostatni wiersz tabeli w skojarzeniu z wierszem
pierwszym pokazuje zawarto$¢ poszczegolnych klastrow pesymisty.

TABELA 3
Pesymista

m |[1]2|3]4|®|6|7|8]9]10[11]12[13]14]15[@9]17|18(Q9|20

wo|2|4|5|6|6|6|5[3|2|1]|0]|1|2]|4|5|4[3]|2[3]3

v | 717|6|5[3|2|1|1]|1|2|4|6|6|5|4|3|2]|4|5]4

min |[2[4|5(5|@2]1|1]1]|1|o]|1|2]4|4(®]2]|2|B®|B
ko jal2|1]1|®|4]5|5]|5]5|6|5]4l2|2|B)4]4|BB

Przyktadowo zawarto$¢ klastra k = 3 jest nastepujaca: {5, 16, 19, 20}. Wynika
to z nastepujacych zapisow:
Zaleino$¢ (4.3) w przypadku relacji pesymisty R” zapiszemy nastepujgco:

2 ©=rer@|min {ng. pompminfnnd | @

W rozpatrywanym przykladzie, w przypadku klastra Yiif (1), otrzymamy:

min {yl,jzz }zmaxmin{yl,yz} =nyl?Yxmin{yl,yz} =5,

yer (1)

Zatem Yiffp )= {y ey

min {yl,y2 } = 5} ={3,4} (patrzrys.2).

Zawartos¢ kolejnych klastrow wyznaczamy analogicznie.
Nawigzujac do wlasnosci (4.8), mozna wskazac podzbiory elementéw optymal-

nych w sensie Pareto zawarte w kolejnych klastrach Yiffp k), k=1,2,...

Sa to nastepujace podzbiory (,,podcieniowane” na rysunku 2): {3, 4} dla klastra
nr 1; {2, 15} dla klastra nr 2; {5, 19} dla klastra nr 3 itd.
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Jak wida¢, metoda wyznaczania klastréw rankingowych w warunkach niepewnosci
jest bardzo prosta, gdyz bazuje na rozwigzywaniu prostego zadania typu ,max max”
lub ,,max min” funkcji skalarnej dla zbioréw skonczonych. Problem ,wewnetrznych
rankingéw” w ramach poszczegdlnych klastréw mozna rozwigzywac, korzystajac
z relacji leksykograficznej (szczegdlnie w przypadku gdy znany jest rozklad prawdo-
podobienstwa warunkéw lub jego oszacowanie) lub innej zasady [1, 8, 9, 13].

5. Podsumowanie

Dotychczasowa literatura z zakresu metod konstruowania rankingéw w wa-
runkach niepewnosci (w przeciwienstwie do ogolnej teorii podejmowania decyzji
w warunkach niepewnosci) jest stosunkowo skromna. Sprowadzenie zagadnienia
optymalizacji decyzji w warunkach niepewnosci do zadania optymalizacji wielo-
kryterialnej w postaci (1.4) (w pewnym sensie ,,sztucznego”) pozwolito na wyko-
rzystanie wielu pojec¢ optymalizacji wielokryterialnej w definiowaniu i wyznaczaniu
rozwigzan tego typu zadan. Stosujac rekurencyjng metode wyznaczania elementow
ekstremalnych zbioru (2.4) lub (2.6), uzyskuje si¢ odpowiednie klastry rankingowe.
Wtasno$ci rankingéw w warunkach niepewnos$ci wynikaja gtéwnie z wlasnosci za-
stosowanych relacji poprzedzania (dominowania) rankingowego. W pracy skupiono
sie gléwnie na modelu niepewnosci w sensie Hurwicza. W przypadku znajomosci
rozkladu prawdopodobienstwa wystepowania warunkow (lub nawet tylko jego osza-
cowania) mozna go wykorzysta¢ do zdefiniowania relacji leksykograficznej (L., ),
ktéra potem mozna zastosowaé do porzadkowania elementéw wewnatrz klastrow
o licznosci wigkszej niz 1. Rozklad prawdopodobienistwa mozna tez wykorzysta¢ do
zdefiniowania rankingu elementéw wedlug wartosci oczekiwanej ich uzytecznosci.
W literaturze z obszaru podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci (ryzyka)
dominuje jednak poglad o ,,praktycznej niecheci” decydentéw do podejmowania
»decyzji jednorazowych” na podstawie wartos$ci oczekiwanej. Przedstawiona w pracy
metodologia konstruowania rankingéw w warunkach niepewnosci daje mozli-
wos¢ o wiele szerszej analizy jakosciowej decyzji niz klasyczne podejscie oparte na
wartosci oczekiwanej, w tym réwniez w aspekcie roli wspétczynnika optymizmu
a € [0, 1]. Szczegdlnie interesujaca i praktycznie bardzo uzyteczng wlasnoscia jest
wlasno$¢ (4.8), gwarantujaca, ze w kazdym klastrze rankingowym Hurwicza jest
przynajmniej jeden element optymalny w sensie Pareto. Nie bez znaczenia s3 tez
stosunkowo proste metody wyznaczania zawartosci klastrow (4.3) i (4.9). Identyczna
metodologie konstruowania rankingéw w warunkach niepewnosci mozna zasto-
sowa¢ w przypadku innych relacji rankingowania, np. wywodzacych si¢ z modelu
Savage’a [2, 8].

Artykut wplyngt do redakcji 20.03.2014 . Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 17.09.2014 r.
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Praca zrealizowana w ramach badan wlasnych.
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A. AMELJANCZYK

Rankings in conditions of uncertainty

Abstract. The work concerns the procedures for ranking a set of objects whose value (utility) varies
depending on the occurrence of the conditions for the probability distribution is not generally known.
The procedure involves determining the recursive extreme elements of a set on the basis of its qualitative
preference relations under uncertainty. The result of the operation is to divide a set of the qualitative
ranking clusters and consequently the ranking of elements analyzed under conditions of uncertainty.
The study considered Hurwicz model preferences and special cases are discussed ownership rankings
obtained and the methods of their determination.

Keywords: preference relation, extreme elements, ranking clusters, Hurwicz model of uncertainty,
ranking under uncertainty



