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ANALIZA TROJELEMENTOWEGO OBWODU
MEMRYSTOROWEGO NIECALKOWITEGO RZEDU

W pracy rozpatrzono szeregowy obwod elektryczny niecalkowitego rzgdu zawierajacy
supercewke, superkondensator i uktad memrystorowy. Stosujgc badania teoretyczne oraz
symulacyjne, przeprowadzone w $rodowisku systemu Matlab/Simulink, dokonano analizy
wplywu niecalkowitego rzedu réwnan opisujacych rozpatrywany obwod na mozliwos§c
wystapienia drgan chaotycznych.

SEOWA KLUCZOWE: uktad memrystorowy, niecatkowity rzad, drgania chaotyczne
1. WSTEP

Ostatnio w pracy [11] (patrz tez [7, 8]) zostal zaproponowany prosty szeregowy
obwod elektryczny zawierajacy trzy elementy: cewke, kondensator i uklad
memrystorowy, w ktorym wystgpuja drgania chaotyczne. Uklad ten w przypadku
gdy kondensator jest elementem niecatkowitego rzgdu, a zwigzek pomigdzy
napigciem wystepujagcym na nim i przeplywajacym przez niego pradem jest
opisany zalezno$cig rozniczkowsa niecalkowitego rzgdu rozpatrzono w pracy [3].

W niniejszej pracy rozpatrzymy przypadek ogodlniejszy, w ktoérym zaréwno
kondensator jak i cewka sg elementami niecatkowitego rzedu. Takie elementy
elektryczne byly analizowane migdzy innymi w pracach [6, 9, 10]. Zostanie
przeprowadzona analiza dynamiki rozpatrywanego obwodu, w tym gtownie analiza
mozliwo$ci wystapienia drgan chaotycznych. Zostang tez podane wyniki badan
symulacyjnych w $rodowisku systemu Matlab/Simulink z wykorzystaniem
Ninteger Fractional Control Toolbox for MatLab [12].

2. WPROWADZENIE I SFORMULOWANIE PROBLEMU

W pracy bedziemy rozpatrywac szeregowy obwod elektryczny o schemacie jak
na rysunku 1. Obwadd ten zostat zaproponowany w pracy [11] i byt analizowany w
[7, 8]. Podobnie jak w [11], element oznaczony litera M nie jest dokladnie
elementem zdefiniowanym w [4] jako memerystor lecz bardziej ogdlnym
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elementem zdefiniowanym w [5] 1 okreslonym jako uktad memrystorowy. W takim
uktadzie zachodzg zalezno$ci

uy (1) = R(z(0))iy, (1), 2(2) = [ (2(2),1y, (1)), (D
gdzie z(¢) jest wewnetrznym stanem memrystora za$§ R(z(¢)) jest memrystancja.
Podobnie jak w pracy [11] przyjmiemy, ze
R(z())=B(z*(1)=1), f(2(),iy (1) = ~0z(t) +i\, (1)1~ 2(1)), 2
przy czym o =0.6, B=3/2.

Rys. 1. Rozwazany obwod elektryczny

Z zaleznosci (1), (2) 1 praw Kirchhoffa, przyjmujac L =3 i C = 1, otrzymamy
nastgpujace rownanie stanu nieliniowego obwodu pokazanego na rysunku 1 [11]

X(1)=F(X @), 3)
gdzie
y() x(1)
F(X(0)=| = (1/3)x(t) + 0,5y(t) = 0,52° (1) y(1) |, X(1)=| ¥(1) 4
—y(1)=0,6z(2) - y(1)z(2) z(?)

przy czym zmienna stanu x(¢) jest napi¢ciem na kondensatorze, y(¢) jest pragdem
ptynacym przez cewke, z(¢) jest wewngtrznym stanem uktadu memrystorowego.
Uktad (3), (4) ma jeden punkt rownowagi X, w poczatku przestrzeni (x,y,z)

za$ liniowe przyblizenie w jego otoczeniu ma postaé X (1) = A, X (t), przy czym

OF (X o 0
A= 32 0 | (5)
X |,
el 0 -1 -06

Macierz (5) ma wartosci wilasne: —0,6 oraz 0,254j0,52. Liniowe przyblizenie w
otoczeniu punktu rownowagi nie jest wigc asymptotycznie stabilne.

Chaotyczny atraktor ukladu (3), (4) wyznaczony za pomocg badan
symulacyjnych srodowisku systemu Matlab/Simulink jest pokazany w pracy [3].
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Uktad (3), (4) byt tez analizowany w pracy [3] w przypadku, gdy kondensator
jest elementem niecatkowitego rzedu (superkondensatorem).

Celem niniejszej pracy jest analiza rozpatrywanego obwodu elektrycznego w
przypadku, gdy kondensator i cewka sa elementemami niecatkowitego rzedu.
Zwiazki pomiedzy napigciem i pradem na takich elementach [6, 9, 10]:

— na superkondensatorze: i (t) = Cu(cp )(t),
— na supercewce: u; (¢) = Li\" (1),

przy czym bedziemy przyjmowac, ze p €(0,1) i ¢ €(0,1) oraz

1 L f(r)de
SR =@V f@)lde? = (6)
I-p) £ (t-1)”
jest pochodna Caputo rzedu p €(0,1) zmiennej f(¢), f(¢)=df(¢)/dt za§ T(I)
jest funkcjg gamma Eulera.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Rozpatrywany obwod elektryczny z superkondensatorem (g =1 za$§ p e(0,1))
zostal przeanalizowany w pracy [3]. Dlatego w niniejszej pracy najpierw
rozpatrzymy przypadek, w ktorym p=1 za§ ¢ge(0,1). W tym przypadku
réwnanie stanu (3) przyjmuje postac

x(1)
Y0 |= FX(@), ()
(1)
przy czym prawa strona ma postac (4).

Wyznaczajac liniowe przyblizenie uktadu (7) w otoczeniu punktu rownowagi
(tego samego co uktad (3)) otrzymamy

x(1) x(1)
Y @) | = 4| w0 | ®)
(1) z(1)
Wielomian charakterystyczny uktadu (8) niecatkowitego rzedu ma postaé
s -1 0
det|1/3 s7-1/2 0 |=(s+0,6)(s""-055+1/3). 9
0 1 s+0,6

Z teorii stabilnosci liniowych uktadoéw cigglych niecatkowitego rzgdu wiadomo,
ze uktad (8) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zera
jego wielomianu charakterystycznego (9) majg ujemne czgsci rzeczywiste [1, 2].
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Z (9) wynika, ze jedno zero jest rzeczywiste 1 ujemne za$ pozostale zera sg
zerami wielomianu

wi(s)=s7"~0,55+1/3. (10)

Do sprawdzenia, czy wszystkie zera wielomianu (10) maja ujemne czeSci

rzeczywiste zastosujemy metode czestotliwosciowa podang w pracach [1, 2] i
zastosowang tez w [3].

Niech wy(s) bedzie dowolnym wielomianem odniesienia niecatkowitego

stopnia g +1, ktorego wszystkie zera maja ujemne czgsci rzeczywiste. Za w(s)

mozemy wybra¢ np. wielomian o postaci wy(s) = (s + ), ¢>0.
Z prac [1, 2] wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Uktad (8) niecatkowitego rzedu jest asymptotycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy wykres funkcji

Yy(jw) =w (jo)/ w,(jo) (11)
przy warto$ciach ® zmieniajgcym si¢ od -0 do oo nie obejmuje poczatku
plaszczyzny zmiennej zespolonej ani nie przechodzi przez niego.

Aby zbada¢ stabilnos¢ ukladu (8) wyznaczano wykresy funkcji (11) przy
wo(jo) = (jo+ 1) dla réznych wartosci niecatkowitego rzedu ¢ € (0,1). Kilka z
nich jest pokazanych na rysunku 2. Wynika z niego, ze wykresy obejmujg poczatek
uktadu wspotrzednych dla ¢ €(0,539,1), nie obejmujg dla ¢ €(0,537) zas dla
q = 0,538 wykres funkcji (11) przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych.
Oznacza to, ze uktad (8) niecatkowitego rz¢du jest asymptotycznie stabilny dla
g €(0,537) 1 nie jest asymptotycznie stabilny dla dowolnego ¢ <(0,539,1). Dla
g ~0, 538 jest on na granicy stabilnosci.

Uwzgledniajac powyzsze rozwazania oraz niestabilnos¢ uktadu (8) dla ¢ = 1
mozemy stwierdziC, ze punkt rGwnowagi rozpatrywanego obwodu niecatkowitego
rzgdu nie jest asymptotycznie stabilny dla dowolnego ¢ €(0,539,1]. Oznacza to,
ze w tym obwodzie moga wystapi¢ drgania chaotyczne dla ¢ € (0,539,1].

Aby przeanalizowa¢ mozliwoS¢ wystgpienia drgan chaotycznych w
rozpatrywanym obwodzie, podobnie jak w pracy [3], przeprowadzono badania
symulacyjne w srodowisku systemu Matlab/Simulink z wykorzystaniem Ninteger
Fractional Control Toolbox for MatLab [12]. Przyjmowano wartosci
niecatkowitego rzgdu g malejagce od 1 do 0,92 z krokiem 0,1 oraz ¢ = 0,9 i
analizowano otrzymane przebiegi. Wybrane trajektorie sg pokazane na rysunku 3.
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Rys. 2. Wykresy funkgcji (11) dla kilku warto$ci parametru g:
1-dlag=0,3;2-dlag=0,538;3—-dlag=0,7;4—-dlag=0.9
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Rys. 3. a) Chaotyczny atraktor dla ¢ = 0,94 oraz cykle graniczne dla kilku wartosci g:
b) ¢=10,93;¢)¢=0,92;d) ¢g=0,9
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Z przeprowadzonych badan i z rysunku 3 wynika, ze w uktadzie (8) drgania
chaotyczne wystgpuja dla g € [0,94, 1]. Natomiast dla wszystkich wartosci ¢
malejacych od 0,93 do granicy stabilnosci ¢ =0, 538 wystepuje cykl graniczny.

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy zaréwno cewka jak i kondensator sa
elementami niecatkowitego rzgedu. W takim przypadku roéwnanie stanu (3)
przyjmuje postac

X (1)
Y@ |= FX @), (12)
z(1)
przy czym prawa strona ma postac (4). Uklad (12) ma ten sam punkt rownowagi co

uktad (3), a wigc poczatek uktadu wspotrzednych.
Wielomian charakterystyczny uktadu (12) niecatkowitego rzg¢du ma postac

s? -1 0
det| 1/3 s9=1/2 0 |=(s+0,6)(s”* —0,5s" +1/3). (13)
0 1 s+0,6

Biorgc pod uwage fakt, ze w przypadku supercewki drania chaotyczne
wystepuja dla ¢ € [0,94, 1], w dalszych rozwazaniach przyjmiemy g = 0,97. Przy
takim zalozeniu o stabilnosci ukladu decydujg miejsca zerowe wielomianu
niecatkowitego stopnia

w,y (s) = s> — 0,557 +1/3. (14)

Postepujac podobnie jak w przypadku wielomianu (10) mozemy sprawdzic¢, ze
wielomian (14) ma zera o nieujemnej czeSci rzeczywistej dla kazdego p € (0, 1].
Oznacza to, ze punkt rownowagi jest niestabilny i rozpatrywany obwod
elektryczny przy ¢ = 0,97 moze by¢ chaotyczny dla dowolnego p € (0, 1].

Aby  przeanalizowa¢ mozliwo$§¢  wystapienia drgan  chaotycznych
przeprowadzono badania symulacyjne. Przyjmowano ¢ = 0,97 i wartosci
niecatkowitego rzedu p malejace od 1 do 0,1 i analizowano otrzymane przebiegi.
Wybrane trajektorie sg pokazane na rysunku 4.

We wszystkich przebiegach przyjmowano te same warunki poczatkowe x(0) =
0,001, »(0) =0,1; z(0) =-0,01.

Z przeprowadzonych badan wynika, ze w uktadzie (12) przy g = 0,97 drgania
chaotyczne wystepuja dla wszystkich p € [1, 0,85]. Natomiast dla wszystkich
warto$ci p mniejszych lub rownych 0,84 w uktadzie wystepuje cykl graniczny.
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Rys. 4. Chaotyczne atraktory uktadu (12) dla ¢ = 0,97 i wartoéci p = 0,95 (rys. a)) i p = 0,85 (rys. b))
oraz cykle graniczne dla p = 0,84 (rys. c)), p = 0,8 (rys. d)), p = 0,5 (rys. €)) i p = 0,1 (rys. f))

skesksk

Praca naukowa finansowana ze srodkow pracy statutowej Katedry Automatyki i
Elektroniki nr SSWE/1/11.
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ANALYSIS OF THREE-ELEMENT MEMRISTIVE CIRCUIT
OF FRACTIONAL ORDER

The paper considers the electrical circuit of fractional order which has only three
elements in series: supercapacitor, supercoil and memristor. Using theoretical analysis and
numerical simulations effects of fractional orders on chaotic behavior of the circuit is
investigated. Simulations are performed using Ninteger Fractional Control Toolbox for
MatLab.



