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PELASKIE STRUKTURY PRZEGUBOWE
OBCIAZONE IMPULSEM SILY

Streszczenie
W artykule omowione zostaly dwa zadania dotyczqce obcigzenia zadanym impulsem sily plaskich,
polaczonych przegubowo, sztywnych pretow. Stosujqc klasycznq teorie uderzenia wyznaczono predko-
Sci, predkosci katowe, impulsy wewnetrzne w wezlach oraz energie kinetyczng analizowanych uktadow
pretowych tuz po zadzialaniu impulsow. Przeanalizowano rowniez strukture o wezlach sztywnych.
W obszernym wstepie podano podstawowy klasycznej teorii zderzenia i rachunku impulsow sit.

WSTEP

Uderzeniem (zderzeniem) nazywamy taka interakcj¢ dwoch cial, w ktorej czas przebiegu
zjawiska jest bardzo maty, co prowadzi do raptownej zmiany ich predkosci, a wyniku, do po-
wstania bardzo duzych sit udarowych dziatajacych na oba ciala. Czas zderzenia jest propor-
cjonalny do rozmiardéw zderzajacych si¢ cial, zalezy réwniez od wiasnosci mechanicznych
materiatlu 1 predkosci rozchodzenia si¢ fal podtuznych w tych ciatach. Zwykle, przy udarach
matych ciat czas zderzenia jest maty, sa to setne lub tysieczne sekundy. Przy duzych rozmia-
rach, na przyktad w przypadku zderzenia si¢ dwoch planet, czas ten wzrasta. Przy rozwiazy-
waniu zadan z teorii uderzenia wykorzystuje si¢ wspotczesnie trzy teorie: teori¢ klasyczna,
teori¢ deformacyjng (kontaktowa) oraz teori¢ falowa. Kazda z nich ma swoje wady i zalety.
Uniwersalnej teorii zderzenia, ktora uwzgledniataby wszystkie osobliwosci 1 niuanse tego
procesu fizycznego nie ma i nalezy ja stworzy¢. W konkretnych zadaniach technicznych nie-
jednokrotnie nalezy skorzysta¢ z dwoch lub trzech teorii jednoczesnie. Najstarsza, klasyczna
teoria udaru zostala opracowana ponad 300 lat temu i wiaze si¢ z nazwiskami Galileusza,
Huygensa, Newtona 1 innymi [1-3]. Bazuje ona na podstawowych prawach i zasadach mecha-
niki klasycznej jak prawo zachowania pedu, momentu pedu, energii kinetycznej oraz na defi-
nicji wspdtczynnika restytucji Newtona. Wspdiczynnik restytucji uwzglednia w prosty sposob
strat¢ energii mechanicznej (kinetycznej) w procesie zderzenia. Prowadzi wprost do trzech
przypadkdéw zderzenia idealnie sprezystego, plastycznego 1 sprezysto-plastycznego.
W przypadku klasycznej teorii udaru mozemy $cisle wyznaczy¢ predkosci i predkosci katowe
ciat tuz po zderzeniu, nastepnie impulsy pomig¢dzy zderzajacymi si¢ ciatami oraz impulsy sit
udarowych w wigzach (impulsy reakcji). Obliczenia takie, oczywiscie sa wykonane z doktad-
noscig do wspotczynnika restytucji. W klasycznej teorii udaru za miar¢ interakcji ciat przyj-
muje si¢ nie sity udarowe, ale ich impulsy. Inne sily, takie jak sita cigzkosci, sity bezwladno-
$ci d’Alemberta sa w tej teorii wielkosciami drugiego rzedu 1 ich istnienie, w odroznieniu od
impulséw sit, pomijamy. Klasyczna teoria nie pozwala jednak okresli¢ maksymalne;j sity ude-
rzenia 1 maksymalnych odksztalcen w strefie kontaktu zderzajacych si¢ dwoch cial. Wszyst-
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kie te wielko$ci mozna wyznaczy¢ przy zastosowaniu teorii deformacyjnej 1 falowej. Teorig
deformacyjna opracowat w 1881 roku Herz [4-5]. Ksztalty zderzajacych si¢ cial powinny jed-
nak mie¢ powierzchni¢ obrotowa drugiego rzedu: kule, elipsoidy, paraboloidy, hiperboloidy.
Dalsze badania i uogdlnienia teorii podal Dinnik w rozprawie [6]. Podstawa w teorii deforma-
cyjnej jest przyjecie zalezno$ci pomigdzy sita uderzenia F(a) i wywolang przez nig deforma-
cja a. Zaleznos¢ ta jest zwykle okreslana doswiadczalnie dla réznych materiatéw 1 jest nieli-
niowa. Zakres teorii Herza w przypadku dynamiki jest ograniczony, bowiem w strefie kontak-
tu przy zderzeniu pojawiaja si¢ obszary uplastycznienia oraz lepkos¢, ktéra odgrywa tu pierw-
szorzgdnag rolg. Teoria falowa, ktérej korzenie si¢gajq prac Bernoullie’go 1 Sait-Venanta [7-
11] bazuje na ruchu fal podtuznych w ciatach wywotujacych $ciskanie lub rozcigganie mate-
rialu. Model falowy rozpatrywany w ramach dynamicznej teorii spre¢zystosci wymaga skom-
plikowanych metod matematycznych przy analitycznym rozwigzywaniu zadan. W ramach tej
teorii rozwiazano szereg zadan dotyczacych belek (uderzenie sztywnego ciata w koniec belki
wspornikowej), plyt i powlok. Obie ostatnie teorie wykorzystano w pracach [1-3], 1 [13].
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 proces uderzenia mozemy podzieli¢ na trzy fazy. Ruch
przed zderzeniem, wlasciwy proces uderzenia i ruch ciat po zderzeniu.
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Rys. 1. Trzy fazy procesu zderzenia Rys. 2. Strefa wzrostu S’ i strefa spadku §” im-

pulsu, gdzie { = i—

Podstawgq teoretyczng klasycznej teorii uderzenia jest drugie prawo Newtona, scatkowane
W nastepujacy sposob:

M=% o #xS8= [PMdt= [

Jdow =] (@' — ). (1)

Réwnania (1), stanowiac catkowa posta¢ prawa zachowania pedu i kretu, stanowia pod-
stawe teoretyczna klasycznej teorii zderzenia. Istotna sprawa w klasycznej teorii jest definicja
wspoélczynnika restytucji { € (0,1). W literaturze przedmiotu istniejg dwa sposoby interpre-
tacji tego wspolczynnika. W pierwszym wspolczynnik restytucji, zapisany zgodnie
z oznaczeniami na rysunku 1 nast¢pujaco: { = — %, mozna interpretowac jako wektorowy

wz

stosunek wzglednej predkosci po zderzeniu do predkosci wzglednej przed zderzeniem. Inna
interpretacja jest pokazana na rysunku 2. Tutaj catkowity impuls sity jest rozdzielony na dwie
czgscl, strefe wzrostu S* oraz strefe spadku S”. Wspotczynnik ¢ jest stosunkiem S' do S’,

S'=[1Fdt, S"= f:det, S=S+S5" (==. )

Jak pokazuja badania do§wiadczalne wspodtczynnik restytucji moze by¢ okreslony w spo-
sob bardziej doktadny w zalezno$ci od predkosci zderzenia. Na przyktad przy predkosciach
do 6 m/s liczne badania prowadza do wzoru:
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{=ay+a,v,+ a, v (3)

Tablica 1. Niektore wartoSci wspolczynnikdw agy + a,, oraz wspdlczynnika restytucji ¢
wedtug badan doswiadczalnych [1]

Wspotczynniki Srednia Wartos¢
L.p. | Materiat zderza- warto$¢ { | ¢ przy
jacych sig ciat Qo a, a v
=6m/s
j, |stalostal (har- 0,984 | -0,08900 | 0,00470 | 0,814 0,719
towana)
o, |Stalostal 0,962 | -0,12270 | 0,01070 0,694 0,615
(migkka)
3. | stal o zeliwo 0,735 20,01905 | 0,00095 0,667 0,656
4. | stal o braz 0,892 20,09930 | 0,00733 0,456 0,360
5. | Stal o mosiadz 0,520 20,05500 | 0,00500 0,407 0,370
6. | stal o otow 0,302 20,05770 | 0,00567 0,186 0,160
7. | braz o braz 0,914 20,10200 | 0,00800 0,678 0,590
8. | braz o mosiadz 0,734 20,07870 | 0,00467 0,529 0,430
9. | zeliwo o zeliwo | 0,814 20,05870 | 0,00467 0,679 0,630
1o, |mosiadz 0,518 20,05230 | 0,00433 0,400 0,360
0 mosigdz
11. | szkto o szklo 0,994 20,04700 | 0,00300 0,875 0,820
12. | oléw o oléw 0,224 -0,00367 | -0,00030 0,206 0,190
13, | Kos¢ stoniowa 0974 | -0,08030 | 0,00633 | 0,769 0,720
0 kos¢ stoniowa
14, | drewno 0,780 | -0,07670 | 0,00667 | 0,613 0,560
o drewno (wi3z)

W tablicy 1 podano kilkanascie wartosci wspotczynnikéw ¢ oraz wartosci wspotczynnikdéw
ay, a; 1 a,. W przypadku stali hartowanej 1 migkkiej doktadniej wartosci wspotczynnika re-
stytucji ¢ opisuja, wyznaczane doswiadczalnie, wzory wielomiandw trzeciego stopnia [1]:

— stal hartowana: ¢ = 0,9970 — 0,0961v,, + 0,001136 v — 0,000548v3,

— stal migkka: ¢ = 0,9864 — 0,1569 v,,.

1. PLASKIE STRUKURY TYPU ,,C” POD OBCIAZENIEM IPUL-
SEM SILY

1.1. Przyklad 1 — struktura przegubowa

Trzy jednakowe prety AB, BC 1 DC o masie m 1 dlugosci [ kazdy, tworza niepelny kwadrat
jak na rysunku 3. Prety potaczone sa przegubowo w weztach B 1 D. W wezle A przytozono za-
dany impuls sity S, w kierunku AD. Prety spoczywaja na idealnie gltadkim, sztywnym podiozu.
Nalezy wyznaczy¢ predkosci, predkosci katowe, wewngtrzne impulsy w weztach oraz energie
kinetyczna uktadu w chwili tuz po przylozeniu danego impulsu sity S,. Zgodnie z oznaczeniami
na rysunku 4 po rozcieciu uktadu w przegubach, mamy do czynienia w uktadzie z 13 niewiado-

nr nr

mymi: u’, v/, u",v",u'",v", o', 0", 0", S1, Sy, S318,.
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Dane: Sy, m, |

Rys. 3. Schemat dynamiczny w przyktadzie 1

Do dyspozycji mamy 9 klasycznych réwnan teorii uderzenia i 4 rownania zgodnosci pred-
kosci przemieszczen u i v w weztach B 1 D. Trzynascie rdwnan zapisujemy w nastgpujacy

sposob:

vz Nz 1 Nz
SO T_Szzmu, SO 7_51:7",17 y Emlzw :(SO 7"‘52) E,

" " 1 2 ! \/E l
S;=Sy=mu’, Si—S;=mv", —mlPa =(S2+5,);, (&)
S _ " S _ " S l_ 1 lz nr /] ’ l_ "

s =mu'"’, s =mv'", 42—12m o', u a)z—u,
I II+ Il no__ III+ Ill " Ill_ "
v =v w 5 u'"'=u w 5 v w 2—v
Sq SJI j ,. i 153 S3
s I o 2 S; iSq

& B 2 : 2 (T\ j D D
1 1
vl 2 v V"'rg

[, &
o'\ ""&/’
z 2
- AA c

So %I

Rys. 4. Uktad impulsow, predkosci i predkosci katowych w chwili tuz po przytozeniu impulsu Sy w
wezle A

Rozwiazujac uktad trzynastu liniowych réwnan otrzymujemy odpowiedzi:

17 S, . 85,V2 LS . So
u =_’ v = Taa u = ] v = ]

12 mv2 21m 3mV2 3mV2
no_ __ So mo_ So V2 r 78 "o_ 350V2
e e A 21m "’ = 2imvz’ YT Tim ®)
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_ S, = S, == S, =0T g = .
21 mv2 Yooz P 12v2° °° 21 * 122

Energi¢ kinetyczna uktadu, w chwili tuz po zadzialaniu impulsu, po wykorzystaniu odpowiedzi
(5), zapisujemy w nastgpujacy sposob:

So So 55, SoV2 SoV2

Be = ml@)? + @2+ @'Y + 0+ @2 + (0] +

(6)
Frm L )+ 4 @y = S
2 M BT COIT 5 m
1.2. Przyklad 2 — struktura sztywna
Jesli uktad pretow z przykladu 1 bytby sztywno polaczony w weztach B 1 D, tworzac
poziomga rame¢ lezaca na poziomym podtozu, to zgodnie z oznaczeniami na rysunku 5 zadanie
rozwigzujemy wykorzystujac wiasnosci srodka masy uktadu trzech pretéw. Mamy zatem:

V2 SoV2

2 mé+m l 2

= - _— = ! _— I=20"= :E 2
Yeg = 5. —3l, So . 3mU" & U=V el Jeg 12ml,
_ b _ ' 1 250
8_6\/5' Soe—jcgﬂ d 'Q_llml\/f' (7)
1 ! ! 1 ] 23 S,2
Ex = 33m[(U)? + (V)] + 1y (@2, B = = 2
Cg - Srodek
masy ukfadu

Rys. 5. Uktad predkosci i predkosci katowej w uktadzie sztywnym tuz po przytozeniu impulsu sity Sy

Z odpowiedzi (6) 1 (7) wynika, Zze energia kinetyczna od obcigzenia impulsowego jest
mniejsza od energii kinetycznej w przypadku struktury o sztywnych wezlach.

2. PLASKIA STRUKURA PRZEGUBOWA TYPU ,,Z” POD OBCIAZE-
NIEM IPULSEM SILY

2.1. Przyklad 3

Jesli uktad trzech pretow ABDC o jednakowych masach 1 réznych dlugosciach byltby taki jak
na rysunku 6, i spoczywal na gladkiej poziomej podiodze, a impuls S, bylby przytozony

2
poziomo w punkcie A, to energia kinetyczna wynosilaby % %0 Wykorzystujac metode
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rozwigzania w poprzednim zadaniu udowodni¢, ze wynik ten jest prawidlowy. Wyznaczy¢
réwniez predkosci, predkosci katowe pretow tuz po zadziataniu impulsu.

Wykorzystujac oznaczenia na rysunku 7, prowadzi do 13 rownan teorii zderzenia i réwnania
zgodnosci predkosci przemieszczen w wezkach zapisujemy w nastepujacy sposob:

l
SO —Sl=mu’, SZva', Emlzw,:(SO +Sl)§’

1 2, l l
51+S4:mu”, S3_52:mv”, Em('\/il) w, :(Sl_SZ)E-I_ (53_54) E,

)
" nr l 1 2 " l
=S, =mu’", —-S3;=mv", S4§=Emlw , u—wz >

Rys. 6. Schemat dynamiczny w przyktadzie obliczeniowym 2

S3 S3
SO D ‘ 34 84

Rys. 7. Trzynascie niewiadomych impulsow sit w weztach 1 predkosci w $rodkach masy pretow

W wyniku rozwigzania uktadu trzynastu rGwnan, otrzymujemy nast¢gpujace odpowiedzi:

157 S, 35, So
uI: , vI: , ulI:_ , le: 0’
114 m 19m 3m
5S, 35 71 S, 6 S,
"nro__ 0 nro__ 0 I 0 "o o__ 0
u'=—=—, v =- , W' = , w'= — , )
114 m 19m 19ml 19ml
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5S, 43S, 35S, 3S, 55,

T T omle YT TT114 0 2T T 19 v 3T T 19 0 °*T 114

Energie kinetyczna uktadu, w chwili tuz po zadziataniu impulsu, po wykorzystaniu odpo-
wiedzi (9), zapisujemy w nastgpujacy sposob:

Ek = % m[(u’)z + (vl)z + (uu)z + (vu)z + (um)z + (vIII)Z] +
(10)
l [(a)l)z + (a)”’) m(\/_ l) (w//) ]: 185 SO

2 114 m

PODSUMOWANIE

W artykule rozwigzano dwa zadania ptaskich struktur przegubowych obciazonych impul-
sem sily oraz jedna struktur¢ o weztach sztywnych. Struktury spoczywajq poziomo na ideal-
nie gladkim, sztywnym podlozu. Zastosowanie klasycznej teorii uderzenia, rachunku impul-
sow 1 réwnan zgodnosci predkosci przemieszczen z wigzami doprowadza do uktadu 13-stu
réwnan z niewiadomymi kinematycznymi predkosci srodkéw pretéw, predkosci katowych
pretow oraz wewngetrznych impulsow sit. Wyznaczono za kazdym razem rowniez energi¢
kinetyczna uktadu tuz po zderzeniu. Podano obszerny wstep, w ktorym omowiono trzy istnie-
jace teorie uderzenia.
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PLANE ARTICULATED STRUCTURES
UNDER IMPULSIVE LOAD

Abstract
Two problems concerning plane structures of articulated, rigid rods under impulse loading are
discussed in the paper. The classical theory of impact was used for determination of speed, angular
velocity, internal impulses in articulated joints and for determination of kinetic energy of the analysed
rod systems, immediately after application of impulses. The problem concerning plane structure of
rods with rigid nodes was discussed also. Classical theory of impact and bases of calculus of impulses
in the comprehensive introduction were presented.
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