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Wacław SZCZE�NIAK, Magdalena ATAMAN 

PŁASKIE STRUKTURY PRZEGUBOWE 
OBCI��ONE IMPULSEM SIŁY 

Streszczenie 
W artykule omówione zostały dwa zadania dotycz�ce obci��enia zadanym impulsem siły płaskich, 

poł�czonych przegubowo, sztywnych pr�tów. Stosuj�c klasyczn� teori� uderzenia wyznaczono pr�dko-
�ci, pr�dko�ci k�towe, impulsy wewn�trzne w w�złach oraz energi� kinetyczn� analizowanych układów 
pr�towych tu� po zadziałaniu impulsów. Przeanalizowano równie� struktur� o w�złach sztywnych. 
W obszernym wst�pie podano podstawowy klasycznej teorii zderzenia i rachunku impulsów sił. 

WST�P 
Uderzeniem (zderzeniem) nazywamy tak� interakcj� dwóch ciał, w której czas przebiegu 

zjawiska jest bardzo mały, co prowadzi do raptownej zmiany ich pr�dko�ci, a wyniku, do po-
wstania bardzo du�ych sił udarowych działaj�cych na oba ciała. Czas zderzenia jest propor-
cjonalny do rozmiarów zderzaj�cych si� ciał, zale�y równie� od własno�ci mechanicznych 
materiału i pr�dko�ci rozchodzenia si� fal podłu�nych w tych ciałach. Zwykle, przy udarach 
małych ciał czas zderzenia jest mały, s� to setne lub tysi�czne sekundy. Przy du�ych rozmia-
rach, na przykład w przypadku zderzenia si� dwóch planet, czas ten wzrasta. Przy rozwi�zy-
waniu zada� z teorii uderzenia wykorzystuje si� współcze�nie trzy teorie: teori� klasyczn�, 
teori� deformacyjn� (kontaktow�) oraz teori� falow�. Ka�da z nich ma swoje wady i zalety. 
Uniwersalnej teorii zderzenia, która uwzgl�dniałaby wszystkie osobliwo�ci i niuanse tego 
procesu fizycznego nie ma i nale�y j� stworzy�. W konkretnych zadaniach technicznych nie-
jednokrotnie nale�y skorzysta� z dwóch lub trzech teorii jednocze�nie. Najstarsza, klasyczna 
teoria udaru została opracowana ponad 300 lat temu i wi��e si� z nazwiskami Galileusza, 
Huygensa, Newtona i innymi [1-3]. Bazuje ona na podstawowych prawach i zasadach mecha-
niki klasycznej jak prawo zachowania p�du, momentu p�du, energii kinetycznej oraz na defi-
nicji współczynnika restytucji Newtona. Współczynnik restytucji uwzgl�dnia w prosty sposób 
strat� energii mechanicznej (kinetycznej) w procesie zderzenia. Prowadzi wprost do trzech 
przypadków zderzenia idealnie spr��ystego, plastycznego i spr��ysto-plastycznego. 
W przypadku klasycznej teorii udaru mo�emy �ci�le wyznaczy� pr�dko�ci i pr�dko�ci k�towe 
ciał tu� po zderzeniu, nast�pnie impulsy pomi�dzy zderzaj�cymi si� ciałami oraz impulsy sił 
udarowych w wi�zach (impulsy reakcji). Obliczenia takie, oczywi�cie s� wykonane z dokład-
no�ci� do współczynnika restytucji. W klasycznej teorii udaru za miar� interakcji ciał przyj-
muje si� nie siły udarowe, ale ich impulsy. Inne siły, takie jak siła ci��ko�ci, siły bezwładno-
�ci d’Alemberta s� w tej teorii wielko�ciami drugiego rz�du i ich istnienie, w odró�nieniu od 
impulsów sił, pomijamy. Klasyczna teoria nie pozwala jednak okre�li� maksymalnej siły ude-
rzenia i maksymalnych odkształce� w strefie kontaktu zderzaj�cych si� dwóch ciał. Wszyst-
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kie te wielko�ci mo�na wyznaczy� przy zastosowaniu teorii deformacyjnej i falowej. Teori�
deformacyjn� opracował w 1881 roku Herz [4-5]. Kształty zderzaj�cych si� ciał powinny jed-
nak mie� powierzchni� obrotow� drugiego rz�du: kule, elipsoidy, paraboloidy, hiperboloidy. 
Dalsze badania i uogólnienia teorii podał Dinnik w rozprawie [6]. Podstaw� w teorii deforma-
cyjnej jest przyj�cie zale�no�ci pomi�dzy sił� uderzenia ���� i wywołan� przez ni� deforma-
cj� �. Zale�no�� ta jest zwykle okre�lana do�wiadczalnie dla ró�nych materiałów i jest nieli-
niowa. Zakres teorii Herza w przypadku dynamiki jest ograniczony, bowiem w strefie kontak-
tu przy zderzeniu pojawiaj� si� obszary uplastycznienia oraz lepko��, która odgrywa tu pierw-
szorz�dn� rol�. Teoria falowa, której korzenie si�gaj� prac Bernoullie’go i Sait-Venanta [7-
11] bazuje na ruchu fal podłu�nych w ciałach wywołuj�cych �ciskanie lub rozci�ganie mate-
riału. Model falowy rozpatrywany w ramach dynamicznej teorii spr��ysto�ci wymaga skom-
plikowanych metod matematycznych przy analitycznym rozwi�zywaniu zada�. W ramach tej 
teorii rozwi�zano szereg zada� dotycz�cych belek (uderzenie sztywnego ciała w koniec belki 
wspornikowej), płyt i powłok. Obie ostatnie teorie wykorzystano w pracach [1-3], i [13]. 
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 proces uderzenia mo�emy podzieli� na trzy fazy. Ruch 
przed zderzeniem, wła�ciwy proces uderzenia i ruch ciał po zderzeniu. 

Rys. 1. Trzy fazy procesu zderzenia Rys. 2. Strefa wzrostu �� i strefa spadku �� im-
pulsu, gdzie 	 
 ��

��
Podstaw� teoretyczn� klasycznej teorii uderzenia jest drugie prawo Newtona, scałkowane 

w nast�puj�cy sposób: 

��� 
 ���� ������� ������ ���� � �� �� 
 �� � ����������� 
 �� ������������ �
 ������� � ������                  (1) 

Równania (1), stanowi�c całkow� posta� prawa zachowania p�du i kr�tu, stanowi� pod-
staw� teoretyczn� klasycznej teorii zderzenia. Istotn� spraw� w klasycznej teorii jest definicja 
współczynnika restytucji  ! � "#$ %&. W literaturze przedmiotu istniej� dwa sposoby interpre-
tacji tego współczynnika. W pierwszym współczynnik restytucji, zapisany zgodnie 
z oznaczeniami na rysunku 1 nast�puj�co:  
 ���'()*

'()�, mo�na interpretowa� jako wektorowy 
stosunek wzgl�dnej pr�dko�ci po zderzeniu do pr�dko�ci wzgl�dnej przed zderzeniem. Inna 
interpretacja jest pokazana na rysunku 2. Tutaj całkowity impuls siły jest rozdzielony na dwie 
cz��ci, stref� wzrostu �� oraz stref� spadku ���. Współczynnik   jest stosunkiem ��� do ��, 

� � 
 � ����$+�, ���������� �� 
��� ����$+�+� ������������ 
 � � - � ��$����� 
 .����
.� ��                       (2) 

Jak pokazuj� badania do�wiadczalne współczynnik restytucji mo�e by� okre�lony w spo-
sób bardziej dokładny w zale�no�ci od pr�dko�ci zderzenia. Na przykład przy pr�dko�ciach 
do 6 m/s liczne badania prowadz� do wzoru: 
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 /, - /0�12 - �/3�123�                                                  (3) 

Tablica 1. Niektóre warto�ci współczynników 45 6 47$ oraz współczynnika restytucji 	
według bada� do�wiadczalnych [1]

L.p. Materiał zderza-
j�cych si� ciał 

Współczynniki �rednia 
warto�� 	

Warto�� ��przy 1
 8�9:;
/, /0 /3

1. stal o stal (har-
towana) 0,984 -0,08900 0,00470 0,814 0,719 

2. stal o stal 
(mi�kka) 0,962 -0,12270 0,01070 0,694 0,615 

3. stal o �eliwo 0,735 -0,01905 0,00095 0,667 0,656 
4. stal o br�z 0,892 -0,09930 0,00733 0,456 0,360 
5. Stal o mosi�dz 0,520 -0,05500 0,00500 0,407 0,370 
6. stal o ołów 0,302 -0,05770 0,00567 0,186 0,160 
7. br�z o br�z 0,914 -0,10200 0,00800 0,678 0,590 
8. br�z o mosi�dz 0,734 -0,07870 0,00467 0,529 0,430 
9. �eliwo o �eliwo 0,814 -0,05870 0,00467 0,679 0,630 

10. mosi�dz 
o mosi�dz 0,518 -0,05230 0,00433 0,400 0,360 

11. szkło o szkło 0,994 -0,04700 0,00300 0,875 0,820 
12. ołów o ołów 0,224 -0,00367 -0,00030 0,206 0,190

13. ko�� słoniowa 
o ko�� słoniow� 0,974 -0,08030 0,00633 0,769 0,720 

14. drewno 
o drewno (wi�z) 0,780 -0,07670 0,00667 0,613 0,560 

W tablicy 1 podano kilkana�cie warto�ci współczynników   oraz warto�ci współczynników /,$ /0 i /3. W przypadku stali hartowanej i mi�kkiej dokładniej warto�ci współczynnika re-
stytucji   opisuj�, wyznaczane do�wiadczalnie, wzory wielomianów trzeciego stopnia [1]: 
− stal hartowana:   
 #$<<=# � #$#<8%12 - �#$##%%>8�123 � #$###?@A12B�$  
− stal mi�kka:  C 
 #$<A8@ � #$%?8<�12. 

1. PŁASKIE STRUKURY TYPU „C” POD OBCI��ENIEM IPUL-
SEM SIŁY 

1.1. Przykład 1 – struktura przegubowa 
Trzy jednakowe pr�ty AB, BC i DC o masie 9 i długo�ci D ka�dy, tworz� niepełny kwadrat 

jak na rysunku 3. Pr�ty poł�czone s� przegubowo w w�złach B i D. W w�
le A przyło�ono za-
dany impuls siły �, w kierunku AD. Pr�ty spoczywaj� na idealnie gładkim, sztywnym podło�u. 
Nale�y wyznaczy� pr�dko�ci, pr�dko�ci k�towe, wewn�trzne impulsy w w�złach oraz energi�
kinetyczn� układu w chwili tu� po przyło�eniu danego impulsu siły �,. Zgodnie z oznaczeniami 
na rysunku 4 po rozci�ciu układu w przegubach, mamy do czynienia w układzie z 13 niewiado-
mymi: E�$ 1�$ E��$ 1��$ E���$ 1���$ ��$ ���$ ����$ ��0$ �3$ �B�F��G��  
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Rys. 3. Schemat dynamiczny w przykładzie 1

Do dyspozycji mamy 9 klasycznych równa� teorii uderzenia i 4 równania zgodno�ci pr�d-
ko�ci przemieszcze� E i 1 w w�złach B i D. Trzyna�cie równa� zapisujemy w nast�puj�cy 
sposób: 

�, �HII � �3 
 9�E��$��������, �HII � �0 
 9�1� �$������� %%I �9�D3��� 
 J�, �HII - �3K� DI�$�
�3 � �G 
 9�E��$���������0 � �B 
 9�1�� $�������� 003 �9�D3��� 
 L�, �H33 - �3M� N3�$  (4) 

�G 
 9�E���$�������B 
 9�1���$�������G � DI 
 %
%I �9�D3�����$������E� ���� � DI 
 E��$

1� 
 1�� - �� � DI�$����E�� 
 E��� - ��� � DI�$�����1�� � ��� � DI 
 1������

Rys. 4. Układ impulsów, pr�dko�ci i pr�dko�ci k�towych w chwili tu� po przyło�eniu impulsu �5 w 
w�
le A

Rozwi�zuj�c układ trzynastu liniowych równa� otrzymujemy odpowiedzi: 

E� 
 %=���,�
%I�9HI�$�����1� 
 � A���,�HI�I%�9� �$������E�� 
 ��,�

>�9HI�$����1�� 
 � ��,�
>�9HI�$

E��� 
 �� ��.O�
03�PH3�$�������1��� 
 ���� �.O�H3�30�P� �$�������� 
 � Q��.O�

3�N�PH3�$��������� 
 � B�.O�H3Q�N�P $�  (5) 
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���� 
 �� ��,�
I�D�9HI�$��������0 
 � ���,�

I%HI�$�����3 
 � ��?��,�
%IHI�$�����B 
 ����,�HII% �$����G 
 �����,�HI%IHI ���

Energi� kinetyczn� układu, w chwili tu� po zadziałaniu impulsu, po wykorzystaniu odpowiedzi 
(5), zapisujemy w nast�puj�cy sposób: 

RS 
 %
I �9T�E��3 - �1��3 - �E���3 - �1���3 - �E����3 - �1����3U -

(6) 

-%
I �9� D3%I�T����3 - �����3 - ������3U 
 �???8�

�,39 �
1.2. Przykład 2 – struktura sztywna 

Je�li układ pr�tów z przykładu 1 byłby sztywno poł�czony w w�złach B i D, tworz�c 
poziom� ram� le��c� na poziomym podło�u, to zgodnie z oznaczeniami na rysunku 5 zadanie 
rozwi�zujemy wykorzystuj�c własno�ci �rodka masy układu trzech pr�tów. Mamy zatem: 

VWX 
 3�PY
�ZP�N
B�P 
 3

B �D$������, �H33 �
 >�9�[� ������ ������ [� 
 \� 
 .O�H3
]�P �$���������WX 
 00

03 �9�D3$) 
^ 
 N

]H3�$������,�^ 
 �WX�_� ���� ����� _� 
 3�.O
00�P�NH3��$       (7) 

RS 
 0
3 >9T�[��3 - �\��3U - 0

3 �WX��_��3$ RS 
 3B
0B3��.O

�
P . 

Rys. 5. Układ pr�dko�ci i pr�dko�ci k�towej w układzie sztywnym tu� po przyło�eniu impulsu siły �5
Z odpowiedzi (6) i (7) wynika, �e energia kinetyczna od obci��enia impulsowego jest 

mniejsza od energii kinetycznej w przypadku struktury o sztywnych w�złach. 

2. PŁASKIA STRUKURA PRZEGUBOWA TYPU „Z” POD OBCI��E-
NIEM IPULSEM SIŁY 

2.1. Przykład 3 
Je�li układ trzech pr�tów ABDC o jednakowych masach i ró�nych długo�ciach byłby taki jak 

na rysunku 6, i spoczywał na gładkiej poziomej podłodze, a impuls �,�byłby przyło�ony 
poziomo w punkcie A, to energia kinetyczna wynosiłaby 0`a

00G�.O
�

P . Wykorzystuj�c metod�
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rozwi�zania w poprzednim zadaniu udowodni�, �e wynik ten jest prawidłowy. Wyznaczy�
równie� pr�dko�ci, pr�dko�ci k�towe pr�tów tu� po zadziałaniu impulsu. 

Wykorzystuj�c oznaczenia na rysunku 7, prowadzi do 13 równa� teorii zderzenia i równania 
zgodno�ci pr�dko�ci przemieszcze� w w�złach zapisujemy w nast�puj�cy sposób: 

�, �� �0 
 9�E�$������3 
 9�1� $����� %%I �9�D3��� 
 ��, �- �0�� DI�$�

�0 - �G 
 9�E��$������B � �3 
 9�1�� $����� %%I �9�bHI�Dc3���� 
 ��0 � �3�� DI -���B � �G�� DI$
(8) 

��G 
 9�E��� $������ �B 
 9�1���$�������G � DI 
 %
%I �9�D3�����$�����E� ���� � DI 
 E�� - ��� � DI$

1� 
 1�� � ��� DI�$�����E�� � ��� DI 
 E��� � ���� DI�$�����1�� - ��� � DI 
 1����

Rys. 6. Schemat dynamiczny w przykładzie obliczeniowym 2 

Rys. 7. Trzyna�cie niewiadomych impulsów sił w w�złach i pr�dko�ci w �rodkach masy pr�tów

W wyniku rozwi�zania układu trzynastu równa�, otrzymujemy nast�puj�ce odpowiedzi: 

E� 
 %?=���,�%%@�9 �$�����1� 
 � >�,��%<9��$������E�� 
 � ��,�>�9�$����1�� 
 �#�$
E��� 
 �� ��a.O�00G�P�$�������1��� 
 ���� B�.O��0d�P� �$�������� 
 � Q0��.O�0d�PN �$������ 
 �� ]�.O�

0d�PN�$�              (9) 
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 �� �?�,�%<�9D �$��������0 
 �� ��@>�,�%%@ �$�����3 
 � ��>��,�%< �$�����B 
 ���>�,�%< �$����G 
 �?��,�%%@ ��
Energi� kinetyczn� układu, w chwili tu� po zadziałaniu impulsu, po wykorzystaniu odpo-

wiedzi (9), zapisujemy w nast�puj�cy sposób: 

RS 
 %
I �9T�E��3 - �1��3 - �E���3 - �1���3 - �E����3 - �1����3U -

(10) 
-�03 �9� N�03�T����3 - ����e�3U - 0

3 f 0
03 �9bHI�Dc3�����3g 
 � 0`a00G�.O

�
P  . 

PODSUMOWANIE 
W artykule rozwi�zano dwa zadania płaskich struktur przegubowych obci��onych impul-

sem siły oraz jedn� struktur� o w�złach sztywnych. Struktury spoczywaj� poziomo na ideal-
nie gładkim, sztywnym podło�u. Zastosowanie klasycznej teorii uderzenia, rachunku impul-
sów i równa� zgodno�ci pr�dko�ci przemieszcze� z wi�zami doprowadza do układu 13-stu 
równa� z niewiadomymi kinematycznymi pr�dko�ci �rodków pr�tów, pr�dko�ci k�towych 
pr�tów oraz wewn�trznych impulsów sił. Wyznaczono za ka�dym razem równie� energi�
kinetyczn� układu tu� po zderzeniu. Podano obszerny wst�p, w którym omówiono trzy istnie-
j�ce teorie uderzenia. 
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PLANE ARTICULATED STRUCTURES 
UNDER IMPULSIVE LOAD 

Abstract 
Two problems concerning plane structures of articulated, rigid rods under impulse loading are 

discussed in the paper. The classical theory of impact was used for determination of speed, angular 
velocity, internal impulses in articulated joints and for determination of kinetic energy of the analysed 
rod systems, immediately after application of impulses. The problem concerning plane structure of 
rods with rigid nodes was discussed also. Classical theory of impact and bases of calculus of impulses 
in the comprehensive introduction were presented. 
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