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ANALITYCZNE | NUMERYCZNE OBLICZENIA MAKSYMALNEGO
MOMENTU PRZENOSZONEGO PRZEZ POLACZENIE WCISKOWE

ANALYTICAL AND NUMERICAL CALCULATIONS OF THE MAXIMUM
TORQUE TRANSMITTED BY THE INTERFERENCE FIT JOINT

Streszczenie: Artykul przedstawia mozliwosci wyznaczenia maksymalnego momentu przenoszonego przez po-
faczenie wceiskowe dwoch koncentrycznych tulei o jednakowej dtugosci, wykonanych z réznych materiatow.
Analityczne rozwigzanie zagadnienia zostalo zaimplementowane w arkuszu kalkulacyjnym celem weryfikacji
wynikoéw, wykonanych nastgpnie obliczen numerycznych z wykorzystaniem Metody Elementow Skonczonych
w systemie ANSY'S 2021 R2. Obliczenia numeryczne wykonane na prostym modelu, miaty na celu rozpoznanie
mozliwo$ci systemowych w tym zakresie i wdrozenie metodologii w trudniejszych zagadnieniach kontakto-

wych.

Abstract: The article presents the possibilities of determining the maximum torque transmitted by a interference
fit connection of two concentric sleeves of the same length, made of different materials. The analytical solution
of the problem has been implemented in a spreadsheet in order to verify the results of the numerical calculations
carried out using the Finite Element Method in the ANSYS 2021 R2 system. Numerical calculations made on a
simple model were aimed at recognizing system capabilities in this area and implementing the methodology in

more difficult contact issues.
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1. Wstep

Problem wyznaczania maksymalnych obcigzen,
przenoszonych przez potaczenie wciskowe
dwoch koncentrycznych tulei, jest klasycznym
zagadnieniem akademickim w zakresie Teorii
Sprezystosci czy Podstaw Konstrukcji Maszyn,
ale rowniez praktyczng i stosowalng wiedzg in-
zynierska. Niewatpliwe zalety potaczen wcisko-
wych (na tle innych typoéw potgczen) sprawiaja,
Ze sg one czesto wybieranym sposobem montazu
dwdch czesci, bioracych udzial w transmisji mo-
mentu obrotowego lub sily osiowej. Przeno-
szony przez potaczenie wciskowe moment obro-
towy Mg lub sita osiowa F, jest rownowazona od-
powiednio: wypadkowym momentem po-
wierzchniowych sit tarcia lub wypadkowa, po-
wierzchniowg silg tarcia. Sity tarcia wystepujace
na powierzchni kontaktu dwoch czesci, sa wyni-
kiem dziatajacego ci$nienia kontaktowego S,
wywotanego niezerowym wciskiem A, oraz nie-
zerowym wspotczynnikiem tarcia p.

W literaturze mozna znalez¢ wiele teoretycz-
nych i eksperymentalnych analiz tego zagadnie-
nia. Analizy najczgs$ciej sa wyprowadzane ze
znanego W teorii sprezystosci zadania Lame, po-
legajacego na wyznaczeniu warto$ci naprezen

promieniowych o((r) oraz napre¢zen obwodo-
wych oi(r) w przekroju poprzecznym tulei, pod-
danej dziataniu ci§nienia wewnetrznego pa Oraz
zewnetrznego py [1,2].

W ostatnich latach coraz popularniejsze stajg si¢
rowniez analizy numeryczne z wykorzystaniem
Metody Elementow Skonczonych. Najczgsciej
spotyka si¢ analizy numeryczne, wykonywane
na dyskretnych modelach tréjwymiarowych
[1,3]. W jednej z analizowanych prac, autor pro-
wadzi badanie obcigzalno$ci momentowej pola-
czenia wciskowego, stopniowo zwickszajac ob-
cigzenie momentem w kolejnych podkrokach, az
do zerwania potaczenia [3]. Nalezy zwrocic
uwagge, ze zadawanie obcigzenia momentowego,
zwigkszajacego sie w kolejnych podkrokach,
moze prowadzi¢ do niekontrolowanej utraty
spojnosci modelu, na skutek dynamicznego
przyspieszenia tulei, obcigzonej wypadkowym,
niezerowym momentem obrotowym.

W ostatnim czasie, prace badawcze skupiajg si¢
coraz cze$ciej na okresleniu wplywu jakosci wy-
konania pasowanych czesci oraz sposobu ich
montazu na warto$¢ obcigzalnosci potaczenia
wciskowego. W jednej z analizowanych prac au-
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torzy skupili si¢ na badaniach eksperymental-
nych, wykonujac probki walu i tulei o réznych
warto$ciach chropowatosci powierzchni, chcac
okresli¢ wplyw tego parametru na wartos$¢ ob-
cigzalno$ci potaczenia [4].

Celem niniejszej pracy bylo przeprowadzenie
analiz nosnosci polaczen wciskowych na nume-
rycznych modelach dwuwymiarowych, celem
ich maksymalnego uproszczenia i skrdcenia
czasu opracowania. Dodatkowo wolg autora
bylta eliminacja konieczno$ci przebudowy mo-
delu 3D przy kazdej zmianie warto$ci wceisku
montazowego, poprzez wprowadzenie parame-
tru offsetowego. Wreszcie zdecydowano o rezy-
gnacji ze stosowania obcigzenia momentowego,
przypisanego do jednej z tulei, poprzez zastgpie-
nie go obcigzeniem przemieszczenia katowego.
Eliminuje to ryzyko nagtej utraty spojnosci mo-
delu, na skutek przekroczenia wartosci maksy-
malnego momentu wypadkowej sity tarcia spo-
czynkowego.

Rozwiazanie analityczne zaprezentowane w ar-
tykule, zostato opracowane w oparciu o zadanie
Lame, ale jest nieco bardziej rozbudowane w od-
niesieniu do prostych podrgcznikowych wzo-
row, ktére bardzo czesto nie uwzgledniaja moz-
liwosci wykonania obu pasowanych czgsci
z r6znych materialow. Zostato ono zaimplemen-
towane w arkuszu kalkulacyjnym w celu wygod-
nej i szybkiej weryfikacji poprawnos$ci prowa-
dzonych analiz numerycznych.

2. Analiza teoretyczna zagadnienia w opa-
rciu o zadanie Lame

Rozwigzanie zostatlo wyprowadzone z wzorow
Lame, opisujacych warto$ci napr¢zen promie-
niowych o((r) oraz naprezen obwodowych oi(r)
w przekroju poprzecznym tulei obcigzonej ci-
$nieniem wewngetrznym pa Oraz zewnetrznym p.
W obu przypadkach naprezenia te sa funkcja
promienia r tulei.
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gdzie: a, b — promien wewngtrzny i zewngtrzny
pojedynczej tulei; pa, pp — ciSnienie wewnetrzne

1 zewngtrzne, Wywierane na powierzchnie wal-
cowe tulei; r — analizowany promien tulei

Wymiary i state materialowe analizowanego
modelu przedstawia rysunek (Rys. 1).
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Rys. 1. State wymiarowe i materiatowe analizo-
wanego modelu

Przyjmujac, ze powierzchnia wewngtrzna tulei
wewnetrznej oraz powierzchnia zewnetrzna tulei
zewngtrznej nie sg dodatkowo obciazane zad-
nym cisnieniem, mozna rozpisa¢ wzory Lame
dla kazdej tulei oddzielnie.

SR,? - R,?
g [ —_—
W R,2—R,? R,?

SR, R,?
Orw=—"25 o3\l 532
Ry" — Ry R,
SR,? R3?
Oy = ——— 1+ =5
YR —R22< Ry’
SR,? ) R32
o, = ———— -
Na skutek odksztatcenia sprezystego tulei, wy-
wotanego dziataniem naprezen, zdefiniowanych
powyzszymi wzorami, wcisk promieniowy A zo-
staje zredukowany a promienie powierzchni

kontaktu sg sobie rowne. Opisuje to ponizsze
réwnanie.
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R;
E_z (Utz - Uzarz) - a (Otw - vwarw) =A

gdzie: E;, Ew—Modut Younga materiatu tulei ze-
wnetrznej 1 wewnetrznej; vz, Vw — Liczba Pois-
sona materiatu tulei zewnetrznej i wewnetrznej;
A — wcisk promieniowy
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Podstawiajac do powyzszego rownania, zdefi-
niowane wczesniej warto$ci naprgzen promie-
niowych o; oraz obwodowych o, otrzymuje sie
rownanie jednej zmiennej S, bedacej wartosciag
cisnienia kontaktowego pomiedzy tuleja we-
wnetrzng a zewngtrzng. Dysponujac wartoscia
cisnienia kontaktowego S, wyznacza si¢ maksy-
malny moment przenoszony przez polgczenie
wciskowe z ponizszego réwnania.

M, = 2mR,%LSu
gdzie: L — dtugos¢ tulei, p— wspotczynnik tarcia.
3. Budowa modelu poddanego analizie

Model poddany analizie sktadat si¢ z dwoch
koncentrycznych tulei, wykonanych z dwodch
réznych materialow, potaczonych z zadanym
weciskiem promieniowym. Wymiary promie-
niowe Ri, Rz, Rz i dtugos¢ tulei L nie ulegata
zmianie, natomiast wartos¢ wcisku promienio-
wego A stanowila jeden z parametrow, podlega-
jacych zmianie w kolejnych symulacjach. Kolej-
nym parametrem, ktory podlegat modyfikacjom,
byta chropowatos¢ powierzchni kontaktu p.
Zagadnienie rozwigzano analitycznie i nume-
rycznie dla 4 przyktadowych konfiguracji warto-
$ci parametréw. Tuleja wewnetrzna zostata wy-
konana ze stali, natomiast tuleja zewnetrzna
z aluminium. Wartosci statych geometrycznych
oraz statych materialowych zaprezentowano
w ponizszych tabelach.

Tab. 1. State geometryczne modelu badawczego

R1 20 mm
R 30 mm
Rs3 50 mm
L 40 mm

Tab. 2. Stale materialowe materiatu tulei ze-
wnetrznej — Aluminium

Modut Younga | E; | 71 GPa
Liczba Poissona | v, | 0.33
Gestose pz | 2770

kg/m?®

Tab. 3. State materiatowe materiatu tulei we-
wnetrznej — Stal konstrukcyjna

Modut Younga | Ew | 200 | GPa
Liczba Poissona | vw | 0.3
Gestose pw | 7850

kg/m®

Model numeryczny MES zostal opracowany
w systemie ANSYS 2021 R2 pod analiz¢ dwu-
wymiarowa 2D. Dtugos¢ tulei L jest w tego typu

analizie zadawana jako parametr wirtualny. Jest
on jednak uwzgledniany przy obliczaniu sit tar-
cia wystepujacych w polaczeniu, gdzie sity naci-
sku powierzchniowego, wyprowadzane sg od
warto$ci ci$nienia kontaktowego S i wlasnie
pola powierzchni kontaktu. Dyskretyzacja mo-
delu zostala przeprowadzona w oparciu o ele-
menty ptaskie, 4 — weztowe, utozone warstwowo
wzglgdem promieni tulei (Rys. 2).

Rys. 2. Zdyskretyzowany model obliczeniowy

Do wewnetrznej krawedzi tulei, (R1-R2) zostata
przypisana podpora typu Cylindrical Support
z parametrami Radial Free, Tangential Fixed
w celu ograniczenia przesztywnienia modelu.
Do zewngtrznej krawedzi tulei (R2-Rs) zostata
przypisana podpora typu Remote Displacement
z przesuni¢ciem katowym 2°, podzielonym na
podkroki (substep). Cala analiza zostata podzie-
lona na 2 gtowne kroki czasowe (step). W pierw-
szym kroku czasowym, obcigzenie nie jest zada-
wane a modelowane zostaje jedynie odksztalce-
nie sprezyste tulei, wywotane obecnoscig weisku
promieniowego A. Wlasciwe przemieszczenie
katowe zostaje zadane dopiero w drugim kroku
czasowym.

Wynikiem symulacji jest krzywa narastania wy-
padkowego momentu sit tarcia na powierzchni
kontaktu tulei, wywolanego stopniowym prze-
mieszczeniem katowym krawedzi zewnetrznej
tulei (R2-Rs) (Rys. 3). Do momentu osiggnigcia
pewnej wartosci momentu krytycznego, obie tu-
leje odksztalcaja si¢ sprezyscie w kierunku wy-
muszonego przemieszczenia. Po przekroczeniu
warto$ci momentu krytycznego, tuleje zaczynaja
przemieszcza¢ si¢ katowo wzgledem siebie a po-
Iaczenie wciskowe zostaje umownie zerwane.
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Moment utraty nosno$ci potaczenia wcisko-
wego, jest obserwowany na krzywej narastania
momentu pewnym impulsowym zwiekszeniem
i obnizeniem si¢ jego wartosci, a nastgpnie
sptaszczeniem krzywej. Do chwili osiggniecia
wartosci momentu krytycznego, krzywa narasta
w przyblizeniu liniowo (Rys. 3).

o ——————]
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Rys. 3. Krzywa narastania momentu przenoszo-
nego przez polgczenie wciskowe

Wynikiem symulacji jest rowniez pole wartosci
cisnienia kontaktowego S pomiedzy tulejg we-
wnetrzng a zewnetrzng, ustalone w pierwszym
kroku czasowym.

Rys. 4. Cisnienie kontaktowe S na powierzchni
kontaktu tulei

4. Rozwigzanie modelu, analiza wynikow
badan i wnioski

Rozwigzanie analityczne i symulacje nume-
ryczng przeprowadzono dla 4 konfiguracji war-
tosci wspotczynnika tarcia p oraz wcisku pro-
mieniowego A. Wyprowadzone wczesniej for-
muly zaimplementowano w arkuszu kalkulacyj-
nym, co przyspieszylo obliczenia analityczne,
wzgledem zmieniajacych si¢ parametrow mo-
delu (Rys. 5, Rys. 6).

Podczas rozwigzania odczytywano wartosci
uzyskiwanego maksymalnego momentu Mo,
przenoszonego przez potaczenie weiskowe oraz
wartosci ci$nienia kontaktowego S. Wyniki ob-
liczen zebrano w tabeli i poréwnano (Tab. 4).

Wymiary tulei
R1 Pronier wewnetrzny tulei wewnetrznej 20 mm 0.02
R2 Promier kontaktu 30 mm 0.03
R3 Promien zewnetrzny tulei zewnetrznej 50 mm 0.05
L Diugosc tulei 40 mm 0.04

313133

Dane materiatowe |
Ew Modut Younga materiatu tulei wewnetrznej 200 GPa 2E+11 | Pa |
vw Liczba Poissona materiatu tulei wewnetrznej 0.3 n.m.
Ez Modut Younga materiatu tulei zewnetrznej 71 GPa | 7.10E+10 | Pa |
vz Liczba Poissona materiatu tulei zewnetrznej 0.33 n.m.

A | Weisk promieniowy ‘ 0.05 ‘ mm |D.DOOU§| m |

| Wspétczynnik tarcia [ 061 [ nm |

Rys. 5. Arkusz rozwigzania analitycznego — 0kno
danych

Obliczeniowe cisnienie powierzchniowe
36170972 Pa  |[36.17097| mPa

Maksymalny przenoszony moment [Nm]

4990.83

Rys. 6. Arkusz rozwigzania analitycznego — 0kno
wynikow

Tab. 4. Wyniki obliczen analitycznych i nume-
rycznych

Parametry | Analityczne | Numeryczne
A u Mo S Mo S
mm - Nm MPa | Nm MPa
0,05] 0,1 | 8182 | 36,2 | 8182 | 354
01 |01 |1636,3| 72,3 | 1636,3 | 70,7
0,05 | 0,47 | 3845,4 | 36,2 | 3856,0 | 35,7
0,05 | 0,61 | 4990,8 | 36,2 | 4992,8 | 354

Jak wynika z tabeli (Tab. 4), wyniki obliczen
analitycznych oraz symulacji numerycznych
wykazuja niemal pelng zgodno$¢ dla wszystkich
konfiguracji wartosci danych wejsciowych zada-
nia. Mozna wigc stwierdzié, ze zarbwno zapro-
ponowane rozwigzanie analityczne jak i opraco-
wany model numeryczny sa merytorycznie po-
prawne i moga by¢ stosowane zamiennie. Wy-
korzystanie modelu numerycznego daje jednak
nieco szersze mozliwosci w zakresie mozliwych
do pozyskania wynikow symulacji. Przykta-
dowo mozna odczyta¢ rozktad naprezen zredu-
kowanych Hubera w przekroju poprzecznym tu-
lei (Rys. 7).
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Rys. 7. Wyniki symulacji numerycznej. Rozktad
naprezen zredukowanych Hubera w przekroju
tulei

Stosowanie metod numerycznych daje roéwniez
mozliwos¢ prowadzenia symulacji ha modelach
0 nieco bardziej skomplikowanym ksztatcie, co
czyni je bardziej uniwersalnymi. Mozliwosci ta-
kiej nie daja inzynierowi proste modele anali-
tyczne, cho¢ z drugiej strony nie wymagaja one
inwestycji w drogie oprogramowanie a czas po-
zyskiwania zadowalajacego wyniku jest zdecy-
dowania krotszy.

Nalezy ponadto zwroci¢ uwage na fakt, ze za-
rowno metody analityczne jak i dwuwymiarowe
modele numeryczne 2D symuluja tzw. ptaski
stan naprezenia PSN. Oznacza to, ze z zatozenia
nie wystgpuje napre¢zenie o, normalne do po-
wierzchni przekroju poprzecznego tulei, co po-
zwala na swobodne odksztatcanie si¢ materiatu
w kierunku osi obrotu g, # 0. Podejscie takie jest
uzasadnione dla cienkosciennych krazkow wiru-
jacych ale juz niekoniecznie dla dtugich rur, dla
ktorych bardziej wlasciwym modelem jest tzw.
ptaski stan odksztatcenia PSO (o, # 0, & = 0).
W systemie ANSYS 2021 R2 istnieje mozliwos¢
ustawienia rozwigzania modelu dwuwymiaro-
wego 2D na PSO, lecz wowczas wyniki obliczen
numerycznych wykazuja wigksza rozbieznosé
w odniesieniu do wynikoéw obliczen analitycz-
nych.
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