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Artykut przedstawia uogdélnione podejscie dla dobrze znanej metody najmniejszych kwadratéw stosowanej
w praktyce metrologicznej. Wyznaczone niepewnosci punktéw pomiarowych i korelacje miedzy mierzonymi
zmiennymi tworza symetryczna macierz kowariancji, ktérej odwrotno$¢ mnozona jest lewostronnie i prawostron-
nie przez wektory btedéw obu zmiennych losowych i stanowi funkcje kryterialng celu. Aby uzyska¢ maksymal-
na wartos¢ funkcji najwiekszej wiarygodnosci i rozwigzaé ztozony problemu minimalizacji funkcji kryterialnej,
zaprezentowano oryginalny sposéb wyznaczenia funkcji kryterialnej do postaci jednoargumentowej zaleznosci
obliczanej numerycznie, w ktérej jedyng zmienng jest poszukiwany wspotczynnik kierunkowy prostej regres;ji.
Artykut zawiera podstawowe informacje o tego typu regresji liniowej, dla ktérej najlepiej dopasowana prosta
minimalizuje funkcje celu. Na przyktadzie obliczeniowym pokazana jest petna procedura dopasowania nume-
rycznego prostej do danego zestawu punktéw pomiarowych o zadanych niepewnosciach i wspétczynnikach
korelacji tworzacych macierz kowariancji.

The paper presents a generalized approach for the well-known least squares method used in metrological prac-
tice. In order to solve the complex problem of minimizing the objective function to obtain the maximum value
of the likelihood function, the original way of determining this function in the form of a unary relationship cal-
culated numerically was presented. The article presents borderline cases with analytical solutions. The compu-
tational example shows the full procedure of numerical adjustment of a straight line to a given set of measure-
ment points with given uncertainties and correlation coefficients forming the covariance matrix.
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Wprowadzenie

w ktorej, stosujgc metode najmniejszych kwadratow, wy-
znaczamy parametry prostej najlepiej dopasowanej do
punktéw pomiarowych. Rezultatem tego dopasowania jest
wyznaczenie wartosciy w dowolnym punkcie charaktery-
styki z niepewnoscia rozszerzona:

Metoda najmniejszych kwadratéw to metoda dopaso-
wania na ogdt modelu liniowego do danych pomiarowych,
znana juz od poczatku XIX wieku, a jej prekursorami byli
francuski matematyk Adrien Marie Legendre oraz niemiec-
ki matematykiastronom Carl Friedrich Gauss. Poczatkowo
stosowano ja w geodezjii astronomii, a obecnie we wszyst- y=ax+b+U, 1)
kich pomiarach fizycznych, ktére wymagaja zastosowania
szeroko pojetego modelu liniowego. W tych rozwazaniach
skoncentrujemy sie wytgcznie na dopasowaniu liniowej
charakterystyki, opisanejlinig prosta w kartezjariskim ukta-
dzie wspotrzednych: y = ax + b, gdzie x jest zmienna nieza-
lezna, a jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej oraz
b jest wyrazem wolnym, co ma najczesciej miejsce w prak-
tyce metrologicznej [1, 2], gdy dokonujemy pomiarow
w wybranych punktach charakterystyki parametru fizycz-
nego, np. rezystancjielementu oporowego w funkcjizmien-
nej niezaleznej jaka jest np. temperatura otoczenia, ktorag
regulujemy w okreslonym zakresie. A zatem jest to regresja
prosta, tj. y wzgledem x, gdzie x jest zmienna niezalezna,

Zewzgledunafakt, ze podczas wielokrotnych pomiarow
wspotrzedne punktéw sg obarczone btedami powoduja-
cymiich ,rozmycie”, to oszacowane standardowe niepew-
nosci pomiaréw obu zmiennych losowych reprezentowa-
nych przez wspotrzedne x; i y; z odpowiednimi niepewno-
Sciamiu(x;) i u(y,), skutkujg tym, ze precyzyjnie wyznaczone
parametry prostej tez ulegaja ,rozmyciu” odzwierciedlo-
nemu w standardowych niepewnosciach ua i us oraz,
w ogolnosci, we wspotczynniku korelacji p,, miedzy zmien-
nymilosowymi a i b. Niepewnosc rozszerzona dla prostej
regresji wyraza sie poprzez sume skorelowanych rozkta-
dow dla parametréw prostej a (rozktad dla a jest mnozony
przez okreslong wartos$¢ x) i b mnozong przez
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wspotczynnik rozszerzenia wynikajacy z rozktadu ¢-Stu-
denta dla prawdopodobienstwa p=0,95(a=1-p=0,05)
in - 2 stopniami swobody:

U, = Lwiana \/xzuj +2p pxu,u, + u: (2)

Nietrudno jest wykaza¢, ze ,korytarz” niepewnoscijest
ograniczony dwoma hiperbolami, tak jak na rys. 1.
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B Rys. 1. Punkty pomiarowe i ich projekcje

Jak widac z powyzszego kazdemu punktowi pomiaro-
wemu M; o parze wspotrzednych (x;, y,) odpowiada punkt
P;0parze wspotrzednych (x,;, y,.), ktéry powstaje w wyniku
zrzutowania, pod odpowiednio dobranym katem, punktu
pomiarowego na prosta regresji y,; = ax,; + b, po to aby
wyznaczy¢ btedy zwigzane z jej dopasowaniem, tj.
Ax; = x; = xp; 0raz Ay; = yi = ypi. W przyjetym modelu za-
tozymy réwniez, w ogélnosci, ze powstate w ten sposob
btedy sg skorelowane i to nie tylko w obrebie jednej
wspotrzednej x czy tez y, ale skorelowane sa réwniez
miedzy sobg btedy w obu wspotrzednych. Zastosowana
tu metoda o akronimie WTLS (Weighted Total Least
Square) jest uogdlnieniem metody WLS (Weigthed Least
Square), tzw. wazonej metody najmniejszych kwadratéw,
gdzie minimalizowana jest suma kwadratow btedow nor-
malizowanych do kwadratow niepewnosci odpowiednio
dla obu wspétrzednych (wagi sg rowne odwrotnosci kwa-
dratow niepewnosci). Metoda WTLS, w przeciwienstwie
do WLS, wymaga zastosowania rachunku wektorowego
z zakresu algebry liniowej i uwzglednienia macierzy ko-
wariancji wystepujgcych tu korelacji, podczas gdy w me-
todzie WLS, gdzie nie uwzglednia sie korelacji wspot-
rzednych, macierz kowariancji redukuje sie do wyrazéw
na przekatnej, wystarcza zastosowanie rachunku alge-
braicznego w postaci sum. Przy okazji nalezy wspomniec,
ze najbardziej znang metoda najmniejszych kwadratow
jest szczegdlny przypadek metody WLS o akronimie OLS
(Ordinary Least Square), w ktorej zaktada sie, ze wszyst-
kie niepewnosci sg identyczne (wagi sg rowne jeden), co
prowadzi bezposrednio do minimalizacji sumy kwadratow
odlegtosci od prostej regresji [1, 2].

10

Efektywna macierz kowariancji Uy,

W tej czesci zostanie przedstawiony sposob zastgpienia
macierzy kowariancji uwzgledniajacej losowy charakter
obu wspétrzednych kartezjanskich iich korelacje przez
zastosowanie efektywnej macierzy kowariancji dla regres;ji
prostej y wzgledem zmiennej niezaleznej x [3]. W tym celu
utworzymy zmienng losowa wektorowg o rozmiarze 2n
obejmujaca wszystkie wspdtrzedne punktow pomiaro-
wych Z = (X', ¥']" gdzie wektory wspdtrzednych punktow
pomiarowych sa okreslone przez X=[xi,..., Xi,..., X"
1YY=V Vi, y,,]T sg rozmiaru n oraz wartosci wspotrzed-
nych na prostej regresji spetniaja warunek
Y,=aX,+b0=aX,+b,gdzie oznaczono jednostkowy wek-
tor@=0..=11, ..., 1]" rozmiaru n, ktére tworzg 2n-wy-
miarowa wektorowa wartos$¢ oczekiwana Z, = [X,,T, YpT]T
wielowymiarowego rozktadu Gaussa, stanowiacego funk-

cje najwiekszej wiarygodnosci:

1 1
f(M)—meXP{—EﬂAZ)} (3)

gdzie funkcja kryterialna ¢(AZ) = AZ'U; 'AZ, a wektor
AZ =Z - Z, jest tacznym wektorem btedow zawierajacym
btedy obu wspotrzednych, zas symetryczna macierz ko-

wariancji U, o rozmiarze 2n x 2n jest zdefiniowana naste-
pujaco (det(Uy) > 0):

“2(21) pl,zn”(zl)”(zzn)
U, = . (4)
pl,Znu(ZZn)u(Z]) ”Z(Zzn)

Oczywiscie u(z) =u(x;) dla0 < i < noraz u(z)=u(y,) dla
n+1 <i<?2n,asymbolem -1 < p;, < 1 oznaczono wspot-
czynniki korelacji Pearsona korelujgcych zmiennych loso-
wych z, iz, 1 <k, | < 2n. W postaci skonsolidowanej,
uwzgledniajacej wydzielone bloki symetryczne, macierze:
U, i jej odwrotno$c¢ U, ' moga by¢ zapisane:

U U
UZ:{ : ”} (5)
UXY UY
nov;
U, =
z {Vf VJ (6)

W ogdlnosci macierze Uy, Uy (V;, V,) 0 rozmiarze n X n
sg symetryczne - powinny by¢ pozytywnie okreslone, na-
tomiast korelacje krzyzowe zawarte w macierzy w Uyy mo-
ga prowadzi¢ do warunku Uyy # Uy, (analogicznie
V, # V4, co oznacza, ze te wyszczegolnione wyzej bloki
macierzowe nie zawsze sa symetryczne.
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Uzyskanie warunku maksymalizacji funkcji najwiekszej
wiarygodnosci fIAZ), ktora jest wielowymiarowym roz-
ktadem Gaussa prowadzi do minimalizacji wyktadnika po-
tegi tej funkgji, tj. funkgji kryterialnej ¢(AZ) = AZ'U, 'AZ
oraz zapisanego wektorami rownania prostej regresji, spet-
niajacej role wartosci oczekiwanej:

{qﬁ(AZ)—)min -
7
Y,=aX,+b
Po zastapieniu drugiego z rownan przez wprowadzenie
wektorow btedow AX i AY, 4. Y-Y,—Y=aX—-aX,-b—aX,
astad AY=aAX +E, gdzie oznaczono E=Y—-aX—-b i po
wstawieniu tej zaleznosci do zaleznosci na ¢(AZ), pamie-
tajac ze AZ=[AX", AY']", otrzymuje sie nastepujaca
zaleznosc¢:

¢ (AX, a, b)=AXVAX+2E' (Vs +aV))AX+E'V:E  (8)

i symetryczna macierz V jest zdefiniowana
V=V, +alVi + Vi) +d’V,. Okazuje sie, ze dla nieskorelo-
wanych wielkosci, gdy macierz U, jest diagonalna, macierz
Viest réwniez diagonalna z elementami dodatnimina prze-
katnej. W rezultacie funkcja kryterialna ¢(AX, a, b) jest
sumga form kwadratowychita hiperparaboliczna zaleznos¢
osigga minimum w wierzchotku hiperparaboli, tj. we
wszystkich punktach dlaktorych poszczegdlne formy kwa-
dratowe osiggaja minima. Analogiczny dowdd dla niedia-
gonalnej macierzy ¥, ktéra diagonalizujemy, mozna odna-
lez¢ w [3]. W rezultacie, jesli macierz V jest pozytywnie
okreslona, tzn. wszystkie wartosci wtasne sg dodatnie, to
minimum znajdujace sie w wierzchotku hiperparaboli wy-
stepuje dla warunku zerowego n-wymiarowego
gradientu

V¢ (AX, a b) = @, tj. dla AX' = -E'(Vy' +aVy)V".
Spetniona jest zatem relacja:

d(AX,a b)>¢(a b) =
E'[Vi— (V' +aVo) V'(Vs + aVi)|E 9

Funkcja kryterialna ¢(a, b) moze by¢ zinterpretowana
jako funkcja wyznaczona dla regresji prostej y wzgledem
x, przy czym wystepuje w niej efektywna odwrotna do
macierzy kowariancji macierz symetryczna, zalezna od
wspotczynnika kierunkowego prostej regresji, okreslona
jako:

Une=Va— (Vs +aV)V' (Vs + aV3) (10)

W szczegdlnym przypadku, gdy macierz V; jest syme-
tryczna, tj. Vs = V5", wowczas Uy | = (ViVa— ViVa)V' oraz
gdy V; = @,., (macierz zerowa o rozmiarze nxn), wtedy
Uy = @’ Uy + Uy. W rezultacie dla nieskorelowanych wiel-
kosci, kiedy macierze Uyi Uy sg diagonalne, Uy posiada
wytgcznie niezerowe wartosci na przekatnej rowne:
[Uyli = @'’ (x) + ().

Konsekwencje wyboru punktéw na prostej
regres;ji

Minimalizacja zwigzana z wyborem punktéw na prostej,
ktory minimalizuje funkcje kryterialng, prowadzi do linio-
wej zaleznosci miedzy btedami w kierunku OX
AX = —Vl(V3+aV2)E i btedami w kierunku O0OY
AY = —V'(V+aV;")E, poprzez macierz wspotczynnikow
wagowych:

B=-Vi+aVi Vs +aby) " (12)
lub
Bl=—(Vi+aVs) (Vs +aby)

Wowczas prawdziwe sg zaleznosci: AY=BAXiAX = 'AY.

Odpowiednio rozwiazanie dla regresji prostej y, wzgle-
dem zmiennej niezaleznej x, otrzymujemy gdy
ﬁ’l — 0O,., (Uy— 6,.,, np. zaktadajac bliskie zera wartosci
na przekatnej tej macierzy, co oznacza, ze wartosci odwrot-
ne na przekatnej daza do nieskonczonosci), natomiast roz-
wigzanie dla regresji odwrotnej x, wzgledem zmiennej nie-
zaleznej y, otrzymujemy gdy g — @,., (Uy — ©,., , np.
dotyczy to bliskich zera wartosci na przekatnej tej macie-
rzy, powodujac ze wartosci odwrotne daza do
nieskonczonosci).

Nalezy zauwazyc, ze dla catkowicie nieskorelowanych
danych macierz g zawiera wytacznie wartosci niezerowe
na przekatnej, ktore wynosza: —a 'u?(y)u (x;)) i stanowia
wspotczynniki kierunkowe prostych przechodzacych
przez punkty pomiarowe i przecinajacych prosta regresji
w punktach wzgledem ktérych obliczane sg poszczegdlne
btedy bedace sktadowymi wektorow AX i AY.

Wzér na jednoargumentowga funkcje
kryterialng

Woprowadzajac oznaczenia w postaci parametréw, tj.
wielkosci skalarnych otrzymanych przez obustronne mno-
zenie macierzy wektorami:

§=0"Urx0 =3 [u;dy ]y

im1 =l
Tyl Ty-1

Sy =X UyQ=0 Uy X
Ty Ty

Sy =Y Uy;0 =0 Uyy¥

Syy = XUy X

Syy =¥ Upg¥

Sy =XTU;L Y =yYTU L X

XY Yeff Yeff

(12a-f)

gdzie symbolem [uyc,{l],-,» oznaczono elementy macierzy
Ureri™!, mozemy funkcje kryterialng przedstawic¢ w postaci
formy kwadratowej wzgledem wspotczynnika kierunko-
wego i wyrazu wolnego prostej regresji:

11
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#(a,b)=a’S ,, +2abS, —2aS,,

+b°S —2bS, +S,, 13)

Przy zatozeniu, ze parametr skalarny S > 0, zaleznos¢
kwadratowa od b prowadzi do lokalnego minimum przy
warunku:

oad) (14)
ob

W zwiazku z tym powyzszy warunek prowadzi do za-
leznosci miedzy a i b:

b=(S,—aS;)/S (15)

W rezultacie, po podstawieniu, otrzymujemy funkcje
zalezng od jednej zmiennej a, gdyz parametry z (12a-f)
zaleza, poprzez Uy |, wytacznie od wspotczynnika kie-
runkowego prostej regresji:

#a)=a’(Sy —S3/8)+2a(S, S, /S—Sy)+

(16)
+8,, -S;/S
ktora spetnia warunek:
P#(AX,a,b) = §(a,b) = ¢(a) (17)

W zwiazku z powyzszym, aby odnalez¢ maksimum funk-
cji najwiekszej wiarygodnosci wystarczy odnalez¢ mini-
mum funkcji ¢(a), co analitycznie jest mozliwe, ale tylko
w szczegolnych przypadkach. W ogdlnosci nalezy w zada-
nym przedziale przewidywanych wartosci wspétczynnika
kierunkowego znalez¢ numerycznie wartosci tej funkcji,
generujac serie punktow z krokiem np. Aa, a nastepnie
wykresli¢ charakterystyke tej funkcji. Wykorzystac do tego
mozna skoroszyt z arkuszami EXCEL, srodowisko progra-
mistyczne MATLAB czy R albo inne dedykowane.

Algorytm numeryczny

Wyznaczenie charakterystyki ¢(a), ktora to funkcja ma
uwidoczni¢ minimum dla poszukiwanego a, wymaga wy-
znaczenia jej wartosci w zadanym przedziale zmiennosci
la,, a,], np. przez zastosowanie inkrementacji od przyjetej
dolnej wartosci przedziatu ar z odpowiednio dobranym
krokiem Aa: a = a; + iAa, gdzie liczba i krokdw zawarta
jest w przedziale: 0 <i <[(ay — a,)/Aa], aby osiagnac gérna
wartos¢ przedziatu a,, probkujac caty zadany przedziat.
Z kolei korzystajac z (15) mozemy wyznaczy¢ analogiczng
charakterystyke ¢(b).

Koncowym efektem numerycznych obliczen jest uzy-
skanie charakterystyk ¢(a) i ¢(b), z ktorych odczytujemy
wartosci minimalizujace funkcje ¢(AX, a, b), przez relacje
(17) w punktach ay i b, z btedami numerycznymi okre-
Slonymi w [3].

12

Dodatkowo z prawa propagacji niepewnosci otrzy-
mujemy zaleznos¢:

U, =CU,C'
i U{,b _ uj pabuzaub (18a_b)
ParUaty Uy,

gdzie macierz wrazliwosci C o rozmiarze 2n X 2n jest okre-
slona przez:

Oa Oa Oa Oa

T e T Ty T T

_| Ga Ob| _|ox Ox, 9y Oy,
ozoz) T|ob @b ab o
ox,ox, oy, dy,

(19)

Wyznaczenie macierzy C, tj. pochodnych czastkowych,
zrealizowane jest przez numeryczne zrézniczkowanie przy
wykorzystaniu formut:

ﬁ: cy(z+h)—cy(z,—h)
oz, 2h

i

(20)

gdzie ¢ = a albo ¢ = b, ktére wymagaja wyznaczenia 4 x n
rozwiagzan dla wspotczynnika kierunkowego a i wyrazu
wolnego b po modyfikacji wspotrzednych o niewielki przy-
rost b, tj. x;i £ hiy +h.

Graniczne przyktady regresji dwdch
wspotrzednych obarczonych btedami
pomiaréw

W sytuacji gdy jedna z macierzy Uxlub Uy posiada bliskie
zeruwartoscina przekatnej, tj. kwadraty niepewnosci, przy
zatozeniu, ze macierz Uxr = @uxn, tzn. brak jest korelacji
krzyzowych miedzy zmiennymi losowymi reprezentowa-
nymi przez obie wspoétrzedne x; i y;, mamy do czynienia
z granicznym przejsciem do regresji prostej albo odwrotne;j,
w ktorej tylko jedna ze wspotrzednych jest wyznaczana
Z pomiaroéw.

Rozwigzanie dla prostej regresji y
wzgledem zmiennej niezaleznej x

W tym przypadku zmienna x jest zmienna niezalezna,
ayjest zmienng zaleznaijej wartosci sg mierzone z btedami
pomiaru odzwierciedlone w niepewnosciach i wspotczyn-
nikach korelacji opisanych przez macierz kowariancji Uy.
Wtedy w granicy przy Ux — @.«» macierz efektywna
Urr ' — Uy ', a macierz wspoétczynnikéw wagowych
ﬂfi — @, | funkcja kryterialna przyjmuje postac:

#(a,b)=E"U,'E (21)
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Nalezy zauwazyc¢, ze wektor btedéw E z pomiarow
zawiera wartosci btedéw w kierunku 0Y, tj. E=AY.
Korzystajac z oznaczen z (12a-f), po zamianie efektywnej
macierzy kowariancji na macierz Uy, otrzymuje sie z (13)
rozwigzanie w postaci wyznacznikow na wierzchotek dwu-

parametrowej paraboli zaleznej od a i b:

(22a-b)

gdzie: Au=SSxy— SxSy, As = S¥Sxx— SxSxri A = SSxx— (Sx)’
(zaktadamy A >0).

Z kolei parametry macierzy kowariancji U Wyrazaja
sie poprzez wzory:

(23a-d)
SX

i Py =i
’ SS 1y

pabuaub ==

Rozwigzanie dla regresji odwrotnej x
wzgledem zmiennej niezaleznej y

W tym przypadku zmienna y jest zmienna niezalezna,
axjest zmienng zalezna ijej wartosci sa mierzone z btedami
pomiaru odzwierciedlone w niepewnosciach i wspétczyn-
nikach korelacji opisanych przez macierz kowariancji Ux.
Wtedy w granicy przy Ur — @.x,» macierz efektywna
Urr ' — Ux'a’, a macierz wspotczynnikéw wagowych
B — O i funkcja kryterialna przyjmuje postac:

#a,b)=E"U}a’E=(—a'ENU(-a'E) (24)

Minimalizacja (24) w tym przypadku jest wykonywana
ze wzgledu na btedy pomiarow wystepujace wytacznie
w kierunku 0, tj. btedy AX=X+a 'b—a 'Y=—Ea '. A za-
tem z punktu widzenia oznaczen i rozwigzania problemu
minimalizacji (21) i (24) dokonujemy minimalizacji analo-
gicznej do regresji y wzgledem niezaleznej zmiennej x, opi-
sanej wyzej poprzez zamiane oznaczen ¥ na X oraz macie-
rzy Uvna Ux. W efekcie otrzymujemy rozwiazanie, ktore
opisywane jest prosta X, = a.¥, + b. w postaci analogicznej
do (22):

(25a-b)

gdzie zastosowano nowe oznaczenia: Aax = WWxy — Wxly,
Avx = WxWyy — WyWxy 1 Ax= WWyy— (WY)2 (zaktadamy
Ax> 0).

Zwrocmy uwage, ze niepewnosci charakteryzujg wy-
tgcznie zmienng X. Stad parametry macierzy kowariancji
U.xsx 53 analogicznie do (23a-d):

w2 =2 =t
=X vy

Wy ip, =
r by =~
A, I Wyy

pabxuaxubx ==

W tym momencie nalezy zauwazy¢, ze w naszym przy-
ktadzie pomiary wykonujemy mierzac wartosci rezystancji
w funkcji temperatury (regresja y — mierzona rezystancja
wzgledem niezaleznej zmiennej x — mierzona temperatura),
to temperatura jest zmienng niezalezng. Zastosowane po-
nizej matematyczne rozwigzanie dotyczy sytuacji, gdy
w trakcie pomiaréw niepewnosci temperatury sa dominu-
jace w poréwnaniu do niepewnosci rezystancji i dlatego
tez stosuje sie dla regresji x wzgledem zmiennej niezaleznej
ypowyzsze, z punktu widzenia algebry tatwiejsze, rozwia-
zanie. Aby stwierdzi¢, jak dominujace niepewnosci tempe-
ratury wptywaja na korytarz niepewnosci mierzonej rezy-
stancji, nalezy zastosowac macierzowe prawo propagacji
niepewnosci korzystajac z zaleznosci:

0a_a. Ga &b
_|Ga, 0b, | ug  Pulialy | Oa, da,

Vo=l o op LW R R
da, ob, ob, ob,

gdziera=a:' =Av/Awib=—bra: ' =—An/Auw, CO PO UPIOSZ-
czeniu prowadzi do nastepujacych formut:

w

A

X

_ 2 _ 2
u,=au, =a

(28a-¢)

" a|\/b2W+WYY —2W,b|

| A

A=W,
A

X

PapUgUp =

Przyktad obliczeniowy

Symulacje wykonano na przyktadzie wzorcowania pi-
rometru radiacyjnego, dla ktérego zmierzono charaktery-
styke w pieciu punktach pomiarowych. Wzorcowe warto-
Sci mierzone reprezentuje wspotrzedna x wraz z niepew-
nosciami u(x), a mierzone przez wzorcowany pirometr
wspotrzedna y i niepewnosci u(y) (wyniki zawiera tab. 1).
Dodatkowo przyjeto, ze pomiary sa skorelowane, tzn. ist-
nieje niewielka, staba korelacja pxy; = 0,2. Nalezy zauwazy¢
ze w tym przypadku macierze kowariancji sa diagonalne,
a préba rozwiazania analitycznego tego problemu nie po-
wiedzie sie, gdyz rozwigzanie dla skorelowanych zmien-
nych wymaga zastosowania numerycznej metody iteracyj-
nej Yorka [1]. Implementacji ww. proponowanego algoryt-
munumerycznego dokonano w srodowisku MATLAB, cho¢
rownie dobrze moze byc¢ to MATHCAD, STATISTICA, R
czy nawet EXCEL.
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Tab. 1. Wspotrzedne punktéw pomiarowych wraz
Z niepewnoscimi z opcjonalna staba korelacja

Numer xi u(xi) Vi u(yi) P
s | e | e | e |
rowego
1 30 0,577 29,8 0,115
2 50 0,577 51,4 0,808
3 70 0,577 70,3 0,173 0,2
4 90 0,577 891 0,520
5 110 0,577 108,4 0,924

Zastosowany skrypt w MATLAB odczytuje dane wiel-
kosci wejsciowych z arkusza EXCEL (tab. 1), a nastepnie
wyznacza charakterystyke funkcji ¢(a), opcjonalnie ¢(b)
oraz umozliwia okreslenie minimum w $rodowisku
MATLAB, np. uzycie funkcji Zoom In. Narys. 2 wykreslono
dwie charakterystyki bez uwzglednienia korelacji ze wska-
zaniem minimum wartosci funkgji i odpowiadajgcych im
parametrow a i b.

Nastepnie drugi skrypt wyznacza z (18) macierz kowa-
riancji U, uzywajac numerycznego rozniczkowania (20)
w celu wyznaczenia wspdtczynnikdw wrazliwosci (19).
Analogicznych obliczert wykonano z uwzglednieniem
korelacji.

Wyniki obliczen podano w ponizszych tabelkach, ogra-
niczajac liczbe poprawnych cyfr znaczacych z uwzglednie-
niem oszacowanych btedéw numerycznych.

Wyniki w tab. 2 uwidaczniaja nieznaczne zmiany w pa-
rametrach prostej, a takze zmniejszenie parametréw nie-
pewnosci wspotczynnika kierunkowego i wyrazu wolnego
oraz zwiekszenia wartosci bewzglednej wspotczynnika
korelacji. Wystepuje tu silniejsza ujemna korelacja, dla
uwzglednienia dodatniej korelacji mierzonych

#(a)

4.306101052

T
I

4.306101051

T
|

4.30610105 - 1

4.306101049 - b

4.306101048 |- B

4.306101047 X 0.98553 |

Y 4.3061

4.306101046

0.9855326 0.985533 0.9855334
a

wspotrzednych. Oznacza to, ze korytarz niepewnosci be-
dzie wezszy dla wartosci mierzonych z uwzglednieniem
korelacji.

W tab. 3 zaprezentowano poréwnanie wartosci para-
metrow prostej wyznaczonych numerycznie z wartosciami
obliczonymi z analitycznych formut. Zerowe wartosci nie-
pewnoscidlamacierzy Uxi Uy zostaty zasymulowane przez
wstawienie dla zerowych wartosci niepewnosci
u’(x) = 10" lub u’(37) = 107, aby mozna byto odwrdci¢
macierz Uz.

Z tab. 3 wynika, ze uzyskano zbieznos$¢ rozwigzan
zgodnymi z prawie czterema cyframi dziesietnymi. Z kolei
w tab. 4 ujeto wartosci zmierzone przez wzorcowany
pirometr z niepewnosciami rozszerzonymi.

Jak pokazano w tab. 4 korytarz niepewnoscijest nawet
do 20 % szerszy dla pomiarow bez uwzglednienia korelacji,
w porownaniu do pomiarow uwzgledniajacych ptytka
korelacja.

W tab. 4 zawarte sa rowniez wyniki niepewnosci roz-
szerzonej dla uwzglednienia niepewnosci tylko jednej
zmiennej x albo y . Przy uwzglednieniu wytacznie niepew-
noscizmiennejy, przy bliskich zera niepewnosciach wzorca
otrzymano najwezszy korytarz niepewnosci.

Podsumowanie

Przedstawiono nowe podejscie do regresji liniowej re-
prezentujacej optymalna prosta regresji w ogdlnym przy-
padku, gdy obie zmienne (losowe), reprezentowane przez
obie wspotrzedne kartezjanskie, sg wyznaczane z pomia-
row z odpowiednimi niepewnosciami, a takze z uwzgled-
nieniem korelacji miedzy btedami poszczegdlnych zmien-
nych. Catkowita informacja o niepewnosciach pomiaru
i wspotczynnikach korelacji zawarta jest w macierzy Uz,
a uogolniona wektorowa zmienna Z zawiera wektory

4()

4.306101052 |- b

4.306101051 - -

4.30610105

[

4.306101049

4.306101048

4.306101047

X 0.77522 4
Y 4.3061
-

0.77518 0.7752 0.77522 0.77524 0.77526

b

Rys. 2. Charakterystyki funkcji ¢(a) oraz ¢(b) dla danych pomiarowych z tab. 1 bez uwzglednienia korelacji wspotrzednych w punktach

pomiarowych
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Tab. 2. Wyznaczone numerycznie parametry prostej regresji bez i uwzglednieniem korelacji

Rozwiazanie numeryczne WTLS Rozwiazanie numeryczne WTLS
Parametr - . Co .

bez uwzglednienia korelacji z uwzglednieniem korelacji (0,2)
a/(°C/°C) 0,9855 0,9844
b/°C 0,7752 0,8550
ua/ (°C/ °C) 0,0121 0,0112
uv / °C 0,8189 0,7704
Pab -0,9169 -0,9189

Tab. 3. Poréwnanie metody numerycznej z wynikami analitycznych obliczen dla rozwiazan regresji prostej y wzgledem x i regresji

odwrotnej x wzgledem y

Dominacja macierzy WITLS Dominacja macierzy WTLS
Parametr rozw:jv ; ;?szvgra;sznrl\i (_JX . rozwiazanie
viazanie rozwiazanie numeryczne
anilltyczne Ur — @ analityczne Ux — Onn
B = O F = O B = O B = O
a/(°C/°C) 1,0042 1,0042 0,9752 0,9752
b/°C -0,25%94 -0,25%94 1,5372 1,5370
ua / (°C/°C) 0,0045 0,0045 0,0089 0,0089
ur / °C 0,2194 0,2194 0,6760 0,6760
Pab -0,9055 -0,9055 -0,9242 -0,9280
Tab. 4. Niepewnosci rozszerzone wyznaczone w punktach pomiarowych
. Bez uvvzgled“nienia vazglec_lnienie Dominacja Dominacja
Lp. oC korelacji korelacji (0,2) macierzy Us macierzy Uy
vi/°C yi/°C i/ °C yi/°C
1 30 30,34 £ 1,62 30,39 £ 1,53 29,26 + 1,40 29,87 +0,36
2 50 50,05+ 1,14 50,07 + 1,08 48,76 + 1,00 4995 + 0,31
3 70 69,76 + 1,08 69,76 + 1,00 68,26 +0,82 70,04 + 0,47
4 90 8947 + 1,49 8945+ 1,35 8777 +0,99 90,12 +0,71
5 110 109,18 = 2,10 109,14 + 1,92 107,27 £ 1,39 110,21 £ 0,97

wspoétrzednych punktéw pomiarowych X i Y.
Zaproponowane podejscie umozliwia zredukowanie dosc
ztozonego zagadnienia numerycznej minimalizacji funkgji
kryterialnej, ktore realizowane byto w rézny sposéb, do
numerycznego wyznaczenia minimum jedno argumento-
wej funkcji zaleznej od wspodtczynnika kierunkowego pro-
stej regresji. W przypadku gdy jedna z macierzy Uxlub Uy
jest bliska zeru, proponowana metoda numeryczna WTLS,
jak wynika z przedstawionych wynikow symulacji, jest
zbiezna do klasycznych rozwigzan analitycznych dla

regresji prostej y wzgledem x i regresji odwrotnej x wzgle-
dem y. Na przyktadzie wzorcowania pirometru radiacyjne-
g0 wyznaczono tg metodg niepewnosci rozszerzone nie-
skorelowanych i skorelowanych wspdtrzednych pomiaro-
wych, przy czym zawezenie korytarza niepewnosci wy-

stepuje dla wielkosci skorelowanych.
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