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Streszczenie

W niniejszej pracy przedstawiony jest prosty algorytm projektowania
uktadéw odwracalnych. Proponowany algorytm polega na wyznaczeniu
dla danej funkcji zbioru bramek (nazywanego zbiorem bramek pierw-
szych), ktore moga znajdowaé si¢ na poczatku ukfadu kaskadowego
realizujgcego zadang funkcje. Po wyznaczeniu takiego zbioru mozna
wybra¢ jeden z jego elementow, a nastepnie powtorzy¢ algorytm dla tzw.
funkcji resztowej. Postepuje si¢ tak, az do momentu, gdy funkcja resztowa
stanie si¢ funkcja identycznosciowa. Liczba iteracji algorytmu jest rowna
liczbie bramek projektowane;j kaskady.

Stowa kluczowe: odwracalne uktady logiczne, projektowanie uktadow.

Difference method of reversible circuits
synthesis

Abstract

Research on reversible logic circuits is motivated by advances in quantum
computing, nanotechnology and low-power design. Implementation of
such functions is realized by special gates. These gates always form
a cascade circuit. Minimization of such circuits is a very difficult problem.
In this paper a novel concept of synthesis of reversible logic is presented.
For simplicity, the method is described for three variables only but it is
scalable for more variables. The proposed method is based on XOR function
applied to input and output sides of the truth table of a function to be
synthesized. The result of applying XOR function indicates bits in the truth
table which have to be changed by reversible gates. Due to this property
the number of analyzed gates is small. We present the comparison of three
variants of the difference method. Each of them leads to different numbers
of 3-variable functions for which exact optimal circuits have been found.

Keywords: reversible logic circuits, circuit synthesis.

1. Wprowadzenie

Zainteresowanie projektowaniem ukladow odwracalnych ma
swoje zrodto w mozliwos$ciach realizacji komputeréw kwantowych,
ktore pozwolityby na znaczne przyspieszenie obliczen w poréwna-
niu z obecnymi komputerami, jak rowniez w mozliwosciach
zmniejszania energii pobieranej przez ukltady cyfrowe (potencjalnie
do zera) [1]. Metody projektowania ukladéow odwracalnych

skierowane sg na zmniejszenie ztozonosci uktadéw, m.in. na
zmniejszanie liczby bramek. Niniejsza praca prezentuje nowy algo-
rytm minimalizacji uktadéw odwracalnych.

Funkcja boolowska o n argumentach i n warto$ciach (w skrocie
n*n funkcja) jest nazywana odwracalng, jesli jest przeksztatce-
niem wzajemnie jednoznacznym. Dla n zmiennych istnieje 2"!
funkcji odwracalnych. Zatem, dla dwdéch zmiennych istniejg 24
(4!) takie funkcje, dla trzech zmiennych jest ich 40320 (8!), a dla
czterech zmiennych - ponad 20 bilionow (16!).

Bramka o n wejsciach i n wyjéciach (w skrocie n*n bramka) jest
nazywana odwracalng, je$li realizuje odwracalng n*n funkcje.
Taka samg konwencje stosujemy do uktadéw. W uktadach odwra-
calnych rozgalezienia sygnalow sa niedopuszczalne, zatem n*n
uktad odwracalny jest kaskada k*k bramek odwracalnych, gdzie
k < n. Zbioér bramek, z ktorych moga by¢ budowane uklady, na-
zywany jest bibliotekg bramek. W literaturze najcze¢sciej rozpa-
trywana jest biblioteka NCT [2-5], ktéra w przypadku 3*3 ukta-
dow zawiera 1*1 bramki negacji NOT, 2*2 bramki sterowane
CNOT 1 3*3 bramki Toffoliego, np. dla zmiennej x, (nazywanej
linig 1) bramki te sa definiowane nastepujaco (© oznacza XOR):
1. bramka negacji N1 wykonuje operacje¢ xo @ 1,

2. bramka C1-2 wykonuje operacje X, @ x,

3. bramka C1-3 wykonuje operacje¢ Xo @ X»,

4. bramka T'1 wykonuje operacj¢ xo @ X; X,.

Analogicznie oznaczamy bramki dla pozostalych zmiennych (dla
pozostatych linii). Uktady o trzech wejsciach mozna budowac z 12
takich bramek (trzech bramek N, szeéciu bramek C i trzech bra-
mek T). Na rys. 1 przedstawiono kaskad¢ ztozong z bramek N3,
C1-3iT2.

%, S Ya
X 7 \Z
A%

% Bramka 1 Bramka 2 Bramka 3 Yo

Rys. 1. Uklad ztozony z trzech bramek odwracalnych
Fig. 1. A circuit consisting of three reversible gates

Mozna wykazac, ze kazda funkcje trzech zmiennych da sig zre-
alizowa¢ za pomoca co najwyzej 8 bramek. Uklad zlozony
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z minimalnej liczby bramek NCT nazywany jest uktadem opty-
malnym [4].

2. Metoda réznicowa syntezy uktadu
odwracalnego

2.1. Wyznaczanie zbioru bramek pierwszych

Metoda roéznicowa polega na wykorzystaniu tzw. funkcji XOR
do ograniczenia licznosci zbioru bramek, ktore nalezy rozpatry-
wac¢ w kazdym kroku algorytmu. Przedstawimy to na przyktadzie.
Niech bedzie dana funkcja odwracalna w postaci tablicy prawdy,
ktorej lewa strona jest uporzadkowanym zbiorem wektorow wej-
Sciowych, a prawa strona - zbiorem wektorow wyjsciowych od-
powiadajacych wektorom wejsciowym funkcji. W tab. 1 pokazano
funkcje, dla ktérej wektory wyjSciowe, zapisane w postaci dzie-
sigtnej, wystepuja w nastgpujacej kolejnosci (czytane od gory do
dotu): 0,3,1,7,4,2,6,5 (skrotowy zapis tej funkcji to 1b56711).

Tab. 1. Tablica prawdy funkcji odwracalnej 165671
Tab. 1. Truth table for the function 165671
wektor wektor
L.p. | wejsciowy | wyjsciowy | Funkcja XOR
X2X1Xo Y2¥1Yo
0 000 000 000
1 001 011 010
2 010 001 011
3 011 111 100
4 100 100 000
5 101 010 111
6 110 110 000
7 111 101 010

Ostatnia kolumna tablicy stanowi wynik zastosowania funkcji
XOR do wektora wejsciowego i odpowiadajacego mu wektora
wyjsciowego funkcji odwracalnej. Jedynki funkcji XOR pokazuja
ktére bity wektora wejSciowego nalezy zmieni¢, aby otrzymac
wektory wyjSciowe. Zmiany te mozna osiggnaé wykorzystujac
odpowiednie bramki.

0N 4
N2
c2-
/ .y /
o 32 6 c1-3
C3-1
c1-2 1 5
CZ/ T /
T2
3 — 7
T3

Szescian z bramkami przyporzadkowanymi poszczegdlnym krawgdziom
A cube with appropriate gates attached to edges

Rys. 2.
Fig. 2.

Dziatanie bramek moze zosta¢ przedstawione na szescianie
(rys. 2), ktorego wierzchotki oznaczone sa numerami wierszy
tablicy prawdy. Na krawedziach sze$cianu podane sg bramki,
ktérych nalezy uzy¢, aby uzyska¢ odpowiednie przejscie migedzy
wartosciami funkcji. Np. jesli chcemy zastgpi¢ wartos¢ 0 warto-
Scig 4, to musimy uzy¢ bramki N3, co spowoduje takze zamiane
wartosci 115,216 oraz 3 1 7. Jesli nalezy zmieni¢ wartosci 115
bez zmiany 0 i 4, to nalezy uzy¢ bramki C3-1. Nalezy pamigtac,
ze wtedy zostang zmienione takze wartosci 3 1 7. Funkcje odwra-
calng mozna wigc przedstawi¢ za pomocg opisanego wyzej sze-
Scianu, w ktorego wierzchotkach umieszczone zostang odpowied-
nio wektory wyj$ciowe funkcji odwracalnej. Poszukiwanie uktadu
odwracalnego realizujacego dang funkcje odwracalng polega na
takich zamianach warto$ci w wierzchotkach, aby otrzymac tzw.
funkcj¢ identyczno$ciowa czyli uporzadkowanie jak na rys. 2.

Grube krawedzie szescianu przedstawiaja zmiany, ktore zacho-
dzg podczas uzycia dowolnej bramki na danej linii, np. zamiana

! Skrocony, kolumnowy zapis funkcji w postaci szesnastkowej

wartosci 7 1 5 zachodzi podczas uzycia bramek N2, C2-3, C2-1
i T2. Warto podkresli¢, ze uzycie dowolnej bramki zawsze zmie-
nia warto$¢ wierzchotka 7.

Kazdej jedynce funkcji XOR odpowiada zatem zbidr bramek,
ktérych nalezy uzy¢, aby zamieni¢ odpowiadajacy tej jedynce bit
danej funkcji. Zbior ten mozna wyznaczy¢ postugujac si¢ kostka
przedstawiong na rys. 2, z zaznaczonymi wszystkimi bramkami
z biblioteki NCT. W tab. 2 przedstawiono zbiory bramek umiesz-
czanych na odpowiednich liniach zmieniajace bity funkcji XOR.
Kazda bramka zamienia odpowiednie wiersze tablicy prawdy,
wigc zadaniem procesu syntezy jest znalezienie takich zamian
wierszy, ktore prowadza do uktadu implementujacego zadanag
funkcje.

Tab. 2. Tablica bramek odpowiadajacych jedynkom funkcji XOR

Tab. 2.

Table of gates corresponding to 1’s in the XOR function

wiersz Bramki na linii 3 Bramki na linii 2 Bramki na linii 1
0 N3 N2 NI
1 C3-1 C2-1 N1
2 C3-2 N2 Cl1-2
3 N3,C3-2,C3-1,T3 C2-1 C1-2
4 N3 C2-3 C1-3
5 C3-1 N2,C2-3, C2-1,T2 C1-3
6 C3-2 C2-3 NI, C1-3,C1-2,T1
7 N3,C3-2,C3-1,T3 N2,C2-3, C2-1,T2 N1, C1-3,C1-2,T1

Z tab. 2 wynika, ze wiersz 0 zmieniaja tylko bramki Ni. Wier-
sze 1, 2 1 4 s3 zmieniane przez odpowiednie bramki Ni i Ci. Wier-
sze 3, 5 1 6 s3 zmieniane przez odpowiednie bramki N7, Ci i Ti.
Wiersz 7 jest zmieniany przez kazda bramke.

Postugujac si¢ tab. 2 mozna wyznaczy¢ zbior bramek, ktore na-
lezy zastosowaé¢ dla danej funkcji. Zadaniem proponowanego
algorytmu jest zawezenie zbioru rozpatrywanych bramek do tych,
ktore wystepuja najliczniej w funkcji XOR.

Analizujac przyktadowa funkcje (tab. 1) mozna zauwazy¢, ze
w wierszu nr 1 jedynka funkcji XOR wystepuje na linii drugie;j.
Oznacza to, ze do zbioru bramek pierwszych nalezy doda¢ bramke
C2-1 (tab. 2). Z analizy wiersza nr 2 wynika, ze nalezy dodac
bramki N2 i C1-2 (jedynki w funkcji XOR na liniach 2 i 1). Poste-
pujac tak dalej i analizujac kolejne wiersze tabeli, nalezy zliczad
czestos¢ wystapien kazdej z bramek.

Implementacji dowolnej funkcji odwracalnej mozna dokonac¢ za
pomocg kaskadowego ukladu sktadajacego si¢ wylacznie z wyzej
omoéwionych bramek. Na rysunku 3 jest pokazany schematycznie
taki uktad, w ktorym wyjscia kazdej bramki steruja wejsciami
nastepnej, a linie nie krzyzuja sig.

XZ 1 | 1 1 — y2
X; — 1 Bramka 1 ——— Bramka 2 || Bramka 3 ——| Bramka4 —— Y,
XO 1 1 1 1 I yO
Rys. 3. Kaskadowy uktad ztozony z bramek odwracalnych
Fig.3. A cascade circuit consisting of reversible gates

Zadaniem procesu projektowania uktadu odwracalnego realizu-
jacego zadang funkcje jest znalezienie minimalnej sekwencji
bramek realizujacej dang tablicg prawdy.

X, — 1 Ukiad Y.
— Bramka1|l—— realizujgcy B

X ramka funkcje Yi

Xo 7 — resztowa Yo

Rys. 4. Poczatkowa dekompozycja uktadu
Fig. 4. Initial decomposition of the circuit

Proponowana metoda réznicowa polega na wyznaczeniu dla
danej funkcji zbioru bramek, ktére moga by¢ umieszczone na
poczatku kaskady (nazywanego zbiorem bramek pierwszych). Po
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wyznaczeniu takiego zbioru mozna wybraé jedng z nalezacych do
niego bramek i poszukiwany uktad przedstawi¢ w postaci dekom-
pozycji pokazanej na rys. 4.

Po wyborze bramki 1 oblicza si¢ tzw. funkcj¢ resztowa, dla kto-
rej nalezy powtdrzy¢ procedurg i znowu wyznaczy¢ zbior bramek
pierwszych. Tak postepuje si¢ az do momentu, gdy uzyskana
funkcja resztowa jest funkcja identyczno$ciowa. Podstawowym
problemem jest wigc wybor odpowiedniej bramki 1 dla dowolnej
funkcji odwracalnej. W wielu metodach jako bramke 1 wybiera
si¢ dowolng bramke ze zbioru 12 bramek NCT. Natomiast
w metodzie roznicowej korzysta si¢ ze zbiordw o mniejszej licz-
nosci, ktdry otrzymywany jest z tab. 2.

2.2. Wersja 1 algorytmu

Podstawowa wersja algorytmu korzysta z tab. 2 do wyznaczenia
zbioru bramek pierwszych. Jedynki funkcji XOR wskazuja ko-
morki tab. 2, w ktorych znajduja si¢ bramki shuzace do wyznacze-
nia bramki 1.

Krok 1. Dla danej funkcji odwracalnej wyznaczy¢ funkcje
XOR.

Krok 2. Z tab. 2 wyznaczy¢é zbior bramek odpowiadajacy
kazdej jedynce (bez wiersza 7) funkcji XOR.

Krok 3. Znalez¢ zbiér bramek realizujacych najwicksza liczbe
jedynek funkcji XOR.

Krok 4. Dla kazdej bramki z tego zbioru wyznaczy¢ funkcje
resztowa 1 wybra¢ rozwiazanie skltadajace si¢ z naj-
mniejszej liczby bramek (przez poréwnanie).

Wynik:

Dla wszystkich (40320) funkcji trzech zmiennych otrzymano
33639 rozwigzan dhuzszych od optymalnych, a $rednia dtugosé
rozwigzan wynosi 7,88 (dla optymalnych 5,87). Srednia liczba
rozpatrywanych bramek wynosi 2,92, a $rednia liczba iteracji dla
wszystkich funkcji wynosi 3896.

2.3. Wersja 2 algorytmu

Duza liczba nieoptymalnych rozwiazan otrzymanych w wersji 1
algorytmu sktonita nas do zwigkszenia zbioru bramek branych do
wyznaczenia bramki 1 (dodanie bramek Ti przy spetnieniu dodat-
kowego warunku).

Krok 1. Dla danej funkcji odwracalnej wyznaczy¢ funkcje
XOR.

Krok 2. Z tab. 2 wyznaczy¢ zbiér bramek odpowiadajacy
kazdej jedynce (bez wiersza 7) funkcji XOR.

Krok 3. Znalez¢ zbior bramek realizujacych najwigksza liczbe
jedynek funkcji XOR.

Krok 4. Uzupetni¢ go o bramki Ti, jesli sa one jedynymi
w danej kolumnie.

Krok 5. Dla kazdej bramki z tego zbioru wyznaczy¢ funkcje
resztowg 1 wybra¢ rozwigzanie sktadajace si¢ z naj-
mniejszej liczby bramek (przez pordwnanie).

Wynik:

Dla wszystkich funkcji trzech zmiennych otrzymano 28862
rozwigzan dtuzszych od optymalnych, a $rednia dlugos¢ rozwia-
zan wynosi 7,18. Dla poszczeg6lnych funkcji $rednia liczba rozpa-
trywanych bramek wynosi 2,96, a $rednia liczba iteracji dla
wszystkich funkcji wynosi 5814.

2.4. Wersja 3 algorytmu

Dalsze zmniejszenie liczby nieoptymalnych rozwigzan otrzy-
manych w wersji 1 1 2 algorytmu moze nastapi¢ poprzez zwigk-
szenie liczno$ci zbioru bramek sposrod ktorych wybierana jest
bramka 1. W tej wersji zwigkszono priorytet dla wierzchotka 0,
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gdyz teraz zmiana jego wartosci moze nastapic tylko dzigki uzyciu

bramki Ni.

Krok 1. Dla danej funkcji odwracalnej wyznaczy¢ funkcje
XOR.

Krok 2. Z tab. 2 wyznaczy¢ zbioér bramek odpowiadajacy

kazdej jedynce (bez wiersza 7) funkcji XOR.

Znalez¢ zbior bramek realizujacych najwieksza liczbe

jedynek funkcji XOR i uzupetni¢ go o bramki Ti, jesli

sg one jedynymi w danej kolumnie.

Krok 4. Nada¢ wigkszy priorytet bramkom realizujacym za-

miang wierszy o wartosciach 0.

Dla kazdej bramki z tego zbioru wyznaczy¢ funkcje

resztowa i wybra¢ rozwiazanie skladajace si¢ z naj-

mniejszej liczby bramek (przez poréwnanie).

Krok 3.

Krok 5.

Wynik:

Dla wszystkich funkcji trzech zmiennych otrzymano 24039
rozwigzan dluzszych od optymalnych, a $rednia dlugo$¢ rozwia-
zan wynosi 6,21. Dla poszczegdlnych funkcji $rednia liczba rozpa-
trywanych bramek wynosi 4,11, a $rednia liczba iteracji dla
wszystkich funkcji wynosi 12053.

3. Podsumowanie

W pracy przedstawiono algorytm syntezy uktadéw odwracal-
nych i dla trzech zmiennych podano wyniki syntezy tym algoryt-
mem dla trzech wariantéw. Algorytm nie prowadzi do otrzymania
optymalnych uktadéw dla wszystkich funkcji. Pokazano, ze zbli-
zanie si¢ do rozwigzan optymalnych wymaga zwigkszenia ztozo-
nosci obliczeniowej. Wynika to z liczby bramek branych pod
uwage przy rozpatrywaniu zbioru bramek pierwszych. W tab. 3
poréwnano wyniki dziatania trzech wariantow algorytmu, zaréw-
no pod katem optymalno$ci uzyskanych rozwigzan, jak i ich zto-
zonosci obliczeniowej. Pokazuje ona zalezno$¢ dhugosci otrzyma-
nego uktadu od licznosci zbioru bramek pierwszych.

Tab. 3. Porownanie wynikéw dla trzech wariantow algorytmu roéznicowego
Tab. 3. Comparison of the results for three variants of the difference algorithm

Optimum | Wersja 1 Wersja 2 Wersja 3
Liczba ukladow - 33639 28862 24039
nieoptymalnych
Maksymalna dt. uktadu 8 17 16 11
Srednia dt. rozwiazania 5,87 7,88 7,18 6,21
Srednia llc;noéé zbioru 12 202 2,96 411
bramek pierwszych
Srednia liczba iteracji - 3896 5814 12053
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