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Streszczenie

W artykule przedstawiono ogélng posta¢ transmitancji operatorowych
pewnej klasy ukladow o parametrach roztozonych, opisanych dwoma
réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi typu hiperbolicznego. Zaktada-
jac istnienie w uktadzie dwoch wejs¢ o charakterze wymuszen brzego-
wych typu Dirichleta oraz dwoch wyjs¢ roztozonych wzdtuz osi zmiennej
przestrzennej, przedstawiono wyrazenia opisujace transmitancje operato-
rowe uktadu dla dwoch réznych konfiguracji sygnatow wejsciowych.
Rozwazania zilustrowano praktycznym przykltadem wymiennika ciepta
pracujacego w uktadach: wspot- oraz przeciwpradowym.

Stowa kluczowe: uktad o parametrach roztozonych, réwnanie rézniczko-
we czastkowe, uktad hiperboliczny, transmitancja operatorowa, wymien-
nik ciepta.

Transfer function models for a class
of hyperbolic systems with boundary inputs

Abstract

Transfer function models for a class of distributed parameter systems
described by the two hyperbolic partial differential equations defined on
a one-dimensional finite spatial domain are considered. Assuming two
boundary inputs of Dirichlet type, the closed-form expressions for the
individual elements of the 2x2 transfer function matrix are proposed based
on the decoupled canonical representation of the system. The influence of
the location of the boundary inputs on the transfer function representation
is demonstrated for two different input configurations. The first one is the
so-called congruent arrangement, for which both inputs act on the system
at the same spatial position, /=0 (Fig. 1). The second one is the incongruent
arrangement, where both inputs act on the system at its opposite ends, /=0
and /=L, respectively (Fig. 2). The considerations are illustrated with
a practical example of a shell and tube heat exchanger operating in parallel-
and countercurrent-flow modes (Fig. 3), which correspond to the two
abovementioned boundary input configurations. Based on the transfer
function model, both frequency and time responses of the system can be
determined, which can be useful e.g. in the case of the model-based fault
detection scheme.

Keywords: distributed parameter system, partial differential equation,
hyperbolic system, transfer function, heat exchanger.

1. Wprowadzenie

Uktady o parametrach rozlozonych stanowia obszerng grupe
systemOéw dynamicznych, w ktorych zmienne procesowe zaleza
nie tylko od czasu, ale réwniez od zmiennych reprezentujacych
geometri¢ uktadu. W oparciu o modele fenomenologiczne, spo-
rzadzane na podstawie odpowiednich zalezno$ci bilansowych,
uzyskuje si¢ zwykle opis matematyczny tych uktadow w postaci
réwnan rozniczkowych czastkowych [8, 10, 13, 15]. Przydatne
z punktu widzenia teorii sterowania oraz diagnostyki modele
W przestrzeni stanu wymagaja tu zastosowania nieskonczenie
wymiarowych przestrzeni Hilberta, za$ transmitancje operatorowe

majg posta¢ funkcji niewymiernych, w odréznieniu od wymier-
nych transmitancji operatorowych uzyskiwanych dla uktadow
o parametrach skupionych [5, 10, 14, 17].

W artykule zaprezentowano wyniki analizy transmitancyjne;j,
przeprowadzonej dla pewnej klasy ukladow o parametrach rozto-
zonych, w przypadku ktorych dominujacy udzial maja zjawiska
transportu masy, energii cieplnej lub elektrycznej. Uktady te,
wsrdd ktorych mozna wymieni¢ m.in. wymienniki ciepta, rurocia-
gi transportowe, kanaly irygacyjne oraz elektryczne linie transmi-
syjne, opisywane sg zwykle rownaniami rézniczkowymi czastko-
wymi typu hiperbolicznego [1, 2, 3, 6, 11, 12]. Po przyjeciu od-
powiednich zalozen upraszczajacych, uwzgledniajacych np. ist-
nienie gradientdéw zmiennych procesowych jedynie wzdtuz osi
przeplywu transportowanego medium, opis matematyczny tej
klasy system6w mozna sprowadzi¢ do uktadu dwoéch réwnan
rozniczkowych czastkowych z dwiema zmiennymi procesowymi
(stanu), z ktorych kazda reprezentuje funkcje dwoch zmiennych
niezaleznych: czasu oraz pojedynczej zmiennej geometryczne;j.
Jak pokazano w artykule, pomimo przyjecia wspomnianych zato-
Zen upraszczajacych, transmitancje operatorowe tej klasy uktadow
opisane s3 stosunkowo zlozonymi funkcjami niewymiernymi,
przy czym postaé transmitancji zalezy m.in. od usytuowania wy-
muszen brzegowych. Uzyskane transmitancje mogg znalez¢ zasto-
sowanie np. w przypadku schematéw diagnostycznych wykorzy-
stujacych modele procesu w celu detekcji uszkodzen.

2. Uklady typu hiperbolicznego
2.1. Przypadek ogéliny

Wiaséciwosci dynamiczne niektérych spo$réd wymienionych
w punkcie 1. uktadow o parametrach roztozonych mozna opisac,
po przyjeciu pewnych zalozen, za pomoca nastgpujacego uktadu
liniowych rownan rézniczkowych czgstkowych [3, 4, 6]:

6x(l,t)+A6x(l,t) — Kxe(L1), (1)
ot ol

gdzie x(Lf): Q—R" jest funkcjg wektorowa, reprezentujacg roz-
ktad w jednowymiarowej przestrzeni i czasie warto$ci n zmien-
nych stanu uktadu:

x(Lty=[x0) x,(1,t) x, (0] )
okreslong na zbiorze Q=0Qx0, gdzie 2=[0,L] c R jest dziedzing
zmiennej przestrzennej /, @=[0,+o0) — R jest dziedzing zmiennej ¢
reprezentujgcej czas, Ke R™" jest macierzg stalych wspotczynni-
kow, zas A jest diagonalng macierza nastepujacej postaci:

A=diag(h,ecs 2,2 es ) 3)
gdzie 7;,€ R\0 oraz
A>.>2,>0> 0, >..> A “4)

przy czym p=n reprezentuje liczbg dodatnich elementow 4.

Ze wzgledu na diagonalng posta¢ macierzy A, kazde z rownan
uktadu (1) zawiera pochodng czasowa i przestrzenng tej samej
zmiennej stanu xA1,f), dla i=1,2,...,n. Taki uklad réwnan czastko-
wych nazywa si¢ uktadem rozprzezonym lub stabo sprzezonym,
tzn. sprzezonym tylko przez cztony nie zawierajace pochodnych.
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Definicja 1. Uktad réwnan (1) nazywany jest uktadem Aiperbo-
licznym wtedy 1 tylko wtedy, gdy wszystkie elementy macierzy A
danej w postaci (3) sa rzeczywiste oraz rézne od zera. Ponadto,
jesli wszystkie jej elementy sa od siebie rozne, wowczas uktad (1)
nazywany jest uktadem scisle hiperbolicznym.

W przypadku rownan hiperbolicznych opisujacych zjawiska fi-
zyczne, elementy macierzy A reprezentuja zwykle predkosci
transportu masy lub energii. W celu uzyskania jednoznacznego
rozwigzania uktadu (1), nalezy dodatkowo okresli¢c odpowiednie
warunki poczqtkowe oraz warunki brzegowe. Te pierwsze okresla-
ja poczatkowy rozktad wartosci zmiennych procesowych x(/,0)
w calym obszarze Q. Z kolei warunki brzegowe reprezentuja
wymagania, jakie rozwigzanie x(/,f) uktadu (1) powinno spelniaé
w punktach brzegowych obszaru Q.

2.2. Uklady hiperboliczne dla n=2

Wsrod rozpatrywanej klasy uktadéow wazna grupe stanowia sys-
temy, ktéorych modele matematyczne przyjmuja, przy pewnych
zalozeniach, posta¢ uktadu dwoch rownan rézniczkowych typu
hiperbolicznego, w ktorych wystepuja dwie zmienne stanu. Mozna
tu wymieni¢ np.: napigcie oraz prad w elektrycznej linii transmisyj-
nej [12], ci$nienie oraz przeptyw medium transportowanego ruro-
ciggiem [2], temperatur¢ czynnika ogrzewajacego oraz ogrzewane-
go w wymienniku ciepta z rurami koncentrycznymi [1, 9, 11].

W przypadku wymienionych uktadow wymuszenia zewnetrzne
maja zwykle charakter skupiony i ograniczaja si¢ zwykle do punk-
tow brzegowych obszaru Q. Oznacza to, ze wymuszenia te mozna
uwzgledni¢ np. w formie warunkow brzegowych Dirichleta, okre-
$lajacych warto$ci przyjmowane przez rozwiazania x,(/,f) oraz
x>(1,t) w odpowiednich punktach brzegowych. W artykule rozpa-
truje si¢ dwa czgsto spotykane w praktyce przypadki: w pierw-
szym z nich obydwa warunki brzegowe reprezentujace sygnaly
wejsciowe okreslone sg dla tego samego punktu /=0, zas w drugim
— dla dwdch réznych punktow, odpowiednio /=0 oraz /=L.

Dodatkowo zaktada si¢ tu brak brzegowych odbi¢ oraz sprz¢zen
zwrotnych, a takze przyjmuje si¢, ze roOwnania dane sa bezposred-
nio w postaci stabo sprzg¢zonej (1), przy czym ostatni warunek jest
spelniony np. w przypadku wymiennikow ciepta. W celu rozroz-
nienia dwoch wspomnianych wyzej konfiguracji oddziatywan
wejsciowych, przyjeto dwie nowe definicje.

Definicja 2. Uktad rownan (1) dla n=2 bgdzie nazywany ukla-
dem ze zgodnymi brzegowymi sygnatami wejsciowymi dla naste-
pujacej postaci warunkow brzegowych:

x,(0,8) =u (1), x,(0,¢) =u,(2), (5)

przy czym u(t)=[u,(?) wy(0)] e LA([0,+0);R?) jest wektorem sygna-
Iow wejsciowych uktadu, stanowigcym niejednorodnos¢ warun-
kéw brzegowych.

Definicja 3. Uktad rownan (1) dla n=2 be¢dzie nazywany ukta-
dem z przeciwnymi brzegowymi sygnatami wejSciowymi dla
nastgpujacej postaci warunkow brzegowych:

x,(0,8) =u, (1), x,(L,t)=u,(t). (6)

Biorac pod uwagg nier6wnos¢ (4) mozna zauwazy¢, ze z przy-
padkiem zgodnych sygnatéw wejsciowych bedziemy mie¢ do
czynienia dla 4,>0 i 1,>0 (p=2), za$ przeciwne sygnaly wejsciowe
beda obowigzywadé w przypadku 1,>0 i 1,<0 (p=1).

3. Transmitancje operatorowe

W niniejszym punkcie przedstawiono wyniki dotyczace opisu
transmitancyjnego rozpatrywanej klasy uktadéw typu hiperbolicz-
nego z dwiema zmiennymi stanu, bazujace na powszechnie przy-
jetej definicji transmitancji operatorowej jako stosunku transfor-
mat Laplace’a sygnalu wyjsciowego i sygnatu wejsciowego przy
zatozeniu zerowych warunkow poczatkowych.
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Ze wzgledu na szczuptos¢ dostgpnego miejsca, pominigto tu
pewne istotne szczegdly zwigzane z opisem omawianej klasy
ukladow w przestrzeni stanéw. Wspomnie¢ tylko nalezy, ze
w odréznieniu od opisu uktadow o parametrach skupionych, prze-
strzen standw jest tu przestrzenig funkcyjng (nieskonczenie-
wymiarowg). Zamiast macierzy stanu 4 wystepuje tu pewien
nieograniczony operator rozniczkowy, zwiagzany z postacia row-
nania czastkowego (1), za$ odpowiednikami macierzy: wejsciowej
B oraz wyjsciowej C, znanych z analizy skonczenie-wymiarowej,
sa tu pewne operatory, ktore w rozpatrywanym przypadku sa takze
nieograniczone ze wzgledu ma fakt, Zze zarowno sterowanie, jak
i obserwacje maja charakter brzegowy (punktowy) [3, 5, 7]. Jed-
nak, jak wykazano m.in. w pracach [16, 17], dla rozpatrywanej
klasy uktadow z wejSciami brzegowymi mozliwe jest otrzymanie
analitycznej postaci transmitancji operatorowych w wyniku zasto-
sowania przeksztatcenia Laplace’a oryginalnych réwnan réznicz-
kowych czgstkowych.

3.1. Macierze transmitancyjne uktadu

W przypadku omawianych w punkcie 2.2 uktadéw hiperbolicz-
nych z dwiema zmiennymi stanu mozna wyrdzni¢ dwa sygnaly
wejsciowe o charakterze skupionym, reprezentowane przez wa-
runki brzegowe (5) lub (6), oraz dwa sygnaty wyj$ciowe reprezen-
tujace wartosci zmiennych stanu x; i x, dla okreslonej pozycji
przestrzennej /. Dla ukladu ze zgodnymi wejsciami brzegowymi
(Definicja 2) macierz transmitancji operatorowych przyjmuje
nastepujaca postac:

G(l,s)=|:G“(l’s) Glz(l=s):|’ 7
G, (ls) Gyu(ls)

przy czym jej poszczegodlne elementy reprezentujg transmitancje
operatorowe odpowiednich toréw wejsciowo-wyjsciowych:

_ xl(l,s) _ xz(l,s) _ (8)
Gll(las) x1 (O,S) ] GZI(I’S) xl (0, S) dla XZ(O,S) 0>

_x(l,s) %) _ )
G,(,s) = 0 (0.5)" Gy(l,s)= 7)62 0.5) dla x,(0,s) =0,

przy zatozeniu zerowych warunkéw poczatkowych, x;(/,0)=0,
x2(1,0)=0. Schemat blokowy modelu transmitancyjnego dla oma-
wianego przypadku przedstawiony zostal na rys. 1.

G(Z,s):{G”(l’S) Glz(l,s)} (10)
Gzl(las) Gzz(las)
x1(0,5) aLS) ¢ - xi(l,5)
j .
L) Guls) ¢
— Gulls) ¢
x2(0,) : o x(s)
Gy (L, . N
22(L,s) : +U
0 I 1

Rys. 1. Schemat modelu transmitancyjnego dla zgodnych warunkéw brzegowych (5)
Fig. 1. Block diagram of the transfer function model for the congruent boundary
inputs (5)

Z kolei w przypadku uktadu z przeciwnymi wejsciami brzego-
wymi (Definicja 3), elementy macierzy transmitancyjnej zdefi-
niowane sa, przy zalozeniu zerowych warunkéw poczatkowych,
W nastgpujacy sposob:
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G o5l G o nl) Lo an
Gy, (,s) x,(O,s)’ G, (/,s) %(0,5) dla x, (L, 5)=0,
— _ xl(l,s) — _ xz(l,s) _ (12)
GIZ(LS) xZ(L,S)’ G22(13S) xz(L’S)' dla xl(O,S) 0.

Schemat blokowy modelu transmitancyjnego dla omawianego
przypadku przedstawiony zostat na rys. 2.

x1(0,5)

oo

x1(L,s)

~ 1 +
Gu(l,s) ¢ )

T

G2(l,s)

Gr2(l, s)
+l, |—>
G . x2(L,s)
G2(l,s) :

x, (1, 8)

0 1 L
Rys. 2. Schemat modelu transmitancyjnego dla przeciwnych war. brzegowych (6)

Fig. 2. Block diagram of the transfer function model for the incongruent boundary
inputs (6)

3.2. Analityczna posta¢ transmitancji
operatorowych

Jak wspomniano wyzej, analityczna posta¢ omawianych trans-
mitancji operatorowych mozna otrzymac np. metoda przeksztat-
cenia Laplace’a uktadu rownan (1) z uwzglednieniem odpowied-
nich warunkéow brzegowych. Ponizej ograniczono si¢ do podania
gotowych rozwigzan, za$ kompletne wyprowadzenia wraz z anali-
73 wlasciwosci poszczegdlnych transmitancji mozna znalezé
w artykule [3].

Rozwiazanie 1. Wchodzace w sklad macierzy (7) transmitancje
operatorowe uktadu (1) dla n=2 oraz zgodnych brzegowych sy-
gnatéw wejsciowych (5) przyjmuja nastgpujaca postac:

5

G (L,s) = A(5) = Pu(S) aon _ )= Pu(S) pen (13)

$(s)—4,(5) ?.(s)—,(s)

G12 /, :L(s) K _ ()] ’ (14)
4,s) 7)) (e e )

G21 /, :L(s) H(H _ h(5)] , (15)
R TRErYE LA

G, (l,s) = $(s)—pi(s) A _ &,(s)— p,,(s) ey (16)
#(5) = (5) $(s)—¢,(s)

gdzie py1(s), p12, P21 1 paa(s) sa elementami macierzy P(s) nastgpu-
jacej postaci:

ky —s h
17
P(s) = {Pn(s) P :| - L /11_ ’ (17
P DPxn(s) Ky Kp—=S
A 4

za$ @\(s), $(s) — jej warto$ciami wlasnymi, wynoszacymi:

1
¢1_2(S)=E(P11(S)+P22(S)) (18)

t %\/(pn ()= px (S))Z +4p,Dy -

Rozwigzanie 2. Wchodzace w sktad macierzy (10) transmitan-
cje operatorowe uktadu (1) dla n=2 oraz przeciwnych brzegowych
sygnalow wejsciowych (6) przyjmuja nastepujaca postac:

e e (4 (5) = py(s))
4(5)— pn(5)) =" () — po(s))  (19)
. ety (5) = P (s)

e (B (5) = P ()= (B, ()~ Py ()

G, l,5)= .
ll( ) e@(A)L(

plz(em)/ _ emm)

G - (20)
Gel8) = G5 pr )= )~ o))’
G, .5)= pZ](e”’Z“')Le"W)’ _emmezﬁz(m) @

()= 2 (9) =" (4, (5) ~ pu(5))

G (s)= )= pi(9) =" (G(5) = pi(9) (22
2215 e¢z(Av)L(¢2(s) _ p”(s))— e (.\')L(¢] (s)— p“(s))'

Poréwnujac wyrazenia (13)-(16) oraz (19)-(22) mozna zauwa-
zy¢, ze konfiguracja brzegowych sygnatow wejsciowych w zna-
czacy sposob wplywa na postaé transmitancji operatorowych
uktadu.

3.3. Macierze transmitancyjne dla K=0

Zakladajac, ze wszystkie elementy macierzy K w ukladzie row-
nan (1) sa rowne zeru, uklad ten staje si¢ uktadem catkowicie roz-
przezonym, tzn. rozprzgzonym rowniez w odniesieniu do cztonow
nie zawierajacych pochodnych. Otrzymuje si¢ wowczas nastepujaca
posta¢ macierzy P(s) w (17) i jej wartosci wlasnych (18):

P(S) — |:¢] (S) 0 j|, (23)
0 ¢z (s)
gdzie:
¢|(s)=—%, ¢2(s):—%, (24)

a w rezultacie nast¢pujaca, skrajnie uproszczong postaé macierzy
transmitancyjnych (7) oraz (10):

-3y 5y

P _ P
Glo=¢" O | Gus=|® o @y
A

— R
0 e 0 2

ktora moze by¢ rozpatrywana jako dwa niezalezne uktady opoz-
niajgce, reprezentujace fale poruszajace si¢ wzdluz osi geome-
trycznej uktadu z prgdkosciami rownymi odpowiednio: 4, oraz 4,.

4. Przyktad: wymiennik ciepta w uktadach
wspot- oraz przeciwpradowym

W celu praktycznej ilustracji omawianych zagadnien, w niniej-
szym punkcie rozpatruje si¢ dwa przypadki pracy typowego wy-
miennika ciepta z rurami koncentrycznymi, ktérego uproszczony
schemat przedstawiono na rys. 3. Pierwszy z nich to uktad wspol-
pradowy, w ktorym obydwa ptyny wymieniajace ciepto ptyng w t¢
sama strong, za§ drugi — to uklad przeciwprgdowy, w ktéorym
wektory predkosci przeplywu plyndw majg przeciwny zwrot.
Wiasciwosci dynamiczne takiego wymiennika dla obydwu wspo-
mnianych konfiguracji mozna opisac, po przyjeciu pewnych zato-
zen upraszczajacych, nastepujacym ukladem dwoch rownan roz-
niczkowych typu hiperbolicznego [2, 9, 11]:
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Rys. 3. Schemat pogladowy wymiennika ciepta z rurami koncentrycznymi w uktadach:
wspol- (strzatki ciagle) oraz przeciwpradowym (strzatki kropkowane)

Fig. 3. Schematic of a shell and tube heat exchanger working in the parallel-
(solid arrows) and countercurent-flow mode (dotted arrows)

9L,y a9 ~
St =, (9 (L)~ 9 (L1)), 26)
a9ty 89,1 -
St = a(dEn-8,@.0),

gdzie $(L¢) 1 9,(/,f) reprezentuja temperatury plyndow: ogrzewaja-
cego i ogrzewanego, v; i v, — odpowiednie predkosci przeptywu
tych ptyndw, a; i a, — wspolczynniki przejmowania ciepta.

Przyjmujac nastepujace wartosci parametrow uktadu rownan
(26): vi=1 m/s, v,=0.2 m/s, a;=0,=0.05 1/s, otrzymuje si¢ nastgpu-
jace postaci macierzy wystepujacych w réwnaniu (1):

A= 4] 0 _ 1 0 , (27)
0 v, | |0 02
K = —Q [ _ -0.05 0.05 , (28)
a, -—-a, 0.05 -0.05

przy czym wektor zmiennych stanu (2) ma nastgpujaca postac:
X =[9@n 9,a.n]" 29

Zaktadajac, ze rolg sygnatow wejsciowych u(f) 1 uy(f) uktadu
petnig odpowiednio temperatury wlotowe plynéw: ogrzewajacego
91i(f) oraz ogrzewanego 3(f), w przypadku pracy wymiennika
w ukladzie wspolpradowym warunki brzegowe mozna zapisaé
w nastepujacej formie:

‘91 0,0)= ‘gli(t)a ’92(05t) = 192,-([), (30)

odpowiadajacej zgodnej konfiguracji brzegowych sygnatow wej-
$ciowych (Definicja 2).

Elementy macierzy transmitancyjnej G(/,s) wymiennika, wiaza-
ce temperatury pltyndw: ogrzewajacego J(/,f) i ogrzewanego
9(L,t) z ich warto$ciami wlotowymi 9;,(f) oraz 9,,(f), dane sa tu
bezposrednio w postaci zaleznosci (13)-(16).

Z kolei w przypadku wymiennika pracujacego w uktadzie prze-
ciwpradowym, predkosci przeptywu czynnikdw grzewczych
r6znig si¢ znakiem (v;>0, v,<0), za§ warunki brzegowe przyjmuja
nastepujacg postac:

40,0)=3,@1), 4(0,1)=3,(). (€2

Przyjmujac ustalone wartosci predkosci przeptywu ptyndéw, np.
vi=1 m/s, v,=-0.2 m/s oraz warto$ci wspoltczynnikow przejmowa-
nia ciepla jak w poprzednim przypadku, elementy macierzy
transmitancyjnej G(l,s) wymiennika otrzymuje si¢ w postaci opi-
sanej zalezno$ciami (19)-(22).

Zaktadajac brak wymiany ciepta migdzy obydwoma ptynami,
tzn. zerowe warto$ci wspotczynnikow wymiany ciepta (a;=0,=0)
w rownaniach (26), otrzymujemy zerowe wartosci elementow
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macierzy K i tranmitancje operatorowe rozpatrywanego ukltadu
upraszczajg si¢ wowczas do postaci przedstawionej w punkcie 3.3.

5. Podsumowanie

W artykule zaprezentowano wyniki badan dotyczacych ogélnej
postaci transmitancyjnej pewnej klasy ukladow o parametrach
roztozonych, opisywanych uktadem dwoch réwnan rézniczko-
wych czastkowych typu hiperbolicznego, z uwzglgdnieniem
dwoch roéznych konfiguracji zewngtrznych oddziatywan brzego-
wych. Inaczej niz w przypadku uktadéw o parametrach skupio-
nych, uzyskane tu transmitancje operatorowe sa funkcjami nie-
wymiernymi, ze wzglgdu na wystepujace w nich funkcje wyktad-
nicze oraz pierwiastkowe zmiennej zespolonej s.

Znajomo$¢ transmitancji operatorowych omawianej klasy ukta-
dow umozliwia zaréwno analize rozktadu zmiennych proceso-
wych w stanach ustalonych, jak rowniez badanie ich wasciwosci
dynamicznych, w tym charakterystyk czestotliwosciowych oraz
odpowiedzi czasowych. Zagadnienia te, znajdujace zastosowanie
m. in. w diagnostyce proceséw, sg obecnie tematem badan reali-
zowanych przez autora.
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