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Streszczenie 
 

W artykule przedstawiono ogólną postać transmitancji operatorowych 
pewnej klasy układów o parametrach rozłożonych, opisanych dwoma 
równaniami różniczkowymi cząstkowymi typu hiperbolicznego. Zakłada-
jąc istnienie w układzie dwóch wejść o charakterze wymuszeń brzego-
wych typu Dirichleta oraz dwóch wyjść rozłożonych wzdłuż osi zmiennej 
przestrzennej, przedstawiono wyrażenia opisujące transmitancje operato-
rowe układu dla dwóch różnych konfiguracji sygnałów wejściowych. 
Rozważania zilustrowano praktycznym przykładem wymiennika ciepła 
pracującego w układach: współ- oraz przeciwprądowym. 
 
Słowa kluczowe: układ o parametrach rozłożonych, równanie różniczko-
we cząstkowe, układ hiperboliczny, transmitancja operatorowa, wymien-
nik ciepła. 
 

Transfer function models for a class  
of hyperbolic systems with boundary inputs 

 
Abstract 

 
Transfer function models for a class of distributed parameter systems 
described by the two hyperbolic partial differential equations defined on  
a one-dimensional finite spatial domain are considered. Assuming two 
boundary inputs of Dirichlet type, the closed-form expressions for the 
individual elements of the 22 transfer function matrix are proposed based 
on the decoupled canonical representation of the system. The influence of 
the location of the boundary inputs on the transfer function representation 
is demonstrated for two different input configurations. The first one is the 
so-called congruent arrangement, for which both inputs act on the system 
at the same spatial position, l=0 (Fig. 1). The second one is the incongruent 
arrangement, where both inputs act on the system at its opposite ends, l=0 
and l=L, respectively (Fig. 2). The considerations are illustrated with  
a practical example of a shell and tube heat exchanger operating in parallel- 
and countercurrent-flow modes (Fig. 3), which correspond to the two 
abovementioned boundary input configurations. Based on the transfer 
function model, both frequency and time responses of the system can be 
determined, which can be useful e.g. in the case of the model-based fault 
detection scheme. 
 
Keywords: distributed parameter system, partial differential equation, 
hyperbolic system, transfer function, heat exchanger. 
 
1. Wprowadzenie 
 

Układy o parametrach rozłożonych stanowią obszerną grupę 
systemów dynamicznych, w których zmienne procesowe zależą 
nie tylko od czasu, ale również od zmiennych reprezentujących 
geometrię układu. W oparciu o modele fenomenologiczne, spo-
rządzane na podstawie odpowiednich zależności bilansowych, 
uzyskuje się zwykle opis matematyczny tych układów w postaci 
równań różniczkowych cząstkowych [8, 10, 13, 15]. Przydatne 
z punktu widzenia teorii sterowania oraz diagnostyki modele 
w przestrzeni stanu wymagają tu zastosowania nieskończenie 
wymiarowych przestrzeni Hilberta, zaś transmitancje operatorowe 

mają postać funkcji niewymiernych, w odróżnieniu od wymier-
nych transmitancji operatorowych uzyskiwanych dla układów 
o parametrach skupionych [5, 10, 14, 17].  

W artykule zaprezentowano wyniki analizy transmitancyjnej, 
przeprowadzonej dla pewnej klasy układów o parametrach rozło-
żonych, w przypadku których dominujący udział mają zjawiska 
transportu masy, energii cieplnej lub elektrycznej. Układy te, 
wśród których można wymienić m.in. wymienniki ciepła, rurocią-
gi transportowe, kanały irygacyjne oraz elektryczne linie transmi-
syjne, opisywane są zwykle równaniami różniczkowymi cząstko-
wymi typu hiperbolicznego [1, 2, 3, 6, 11, 12]. Po przyjęciu od-
powiednich założeń upraszczających, uwzględniających np. ist-
nienie gradientów zmiennych procesowych jedynie wzdłuż osi 
przepływu transportowanego medium, opis matematyczny tej 
klasy systemów można sprowadzić do układu dwóch równań 
różniczkowych cząstkowych z dwiema zmiennymi procesowymi 
(stanu), z których każda reprezentuje funkcję dwóch zmiennych 
niezależnych: czasu oraz pojedynczej zmiennej geometrycznej. 
Jak pokazano w artykule, pomimo przyjęcia wspomnianych zało-
żeń upraszczających, transmitancje operatorowe tej klasy układów 
opisane są stosunkowo złożonymi funkcjami niewymiernymi, 
przy czym postać transmitancji zależy m.in. od usytuowania wy-
muszeń brzegowych. Uzyskane transmitancje mogą znaleźć zasto-
sowanie np. w przypadku schematów diagnostycznych wykorzy-
stujących modele procesu w celu detekcji uszkodzeń. 

 
2. Układy typu hiperbolicznego 
 
2.1. Przypadek ogólny 
 

Właściwości dynamiczne niektórych spośród wymienionych  
w punkcie 1. układów o parametrach rozłożonych można opisać, 
po przyjęciu pewnych założeń, za pomocą następującego układu 
liniowych równań różniczkowych cząstkowych [3, 4, 6]: 
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gdzie x(l,t): Q→Rn jest funkcją wektorową, reprezentującą roz-
kład w jednowymiarowej przestrzeni i czasie wartości n zmien-
nych stanu układu: 
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określoną na zbiorze Q =ΩΘ, gdzie Ω=[0,L]  R jest dziedziną 
zmiennej przestrzennej l, Θ=[0,+∞)  R jest dziedziną zmiennej t 
reprezentującej czas, KRnn jest macierzą stałych współczynni-
ków, zaś  jest diagonalną macierzą następującej postaci: 
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gdzie λiR\0 oraz  
 

npp     11 0 ,              (4) 

 
przy czym pn reprezentuje liczbę dodatnich elementów λi. 

Ze względu na diagonalną postać macierzy , każde z równań 
układu (1) zawiera pochodną czasową i przestrzenną tej samej 
zmiennej stanu xi(l,t), dla i=1,2,...,n. Taki układ równań cząstko-
wych nazywa się układem rozprzężonym lub słabo sprzężonym, 
tzn. sprzężonym tylko przez człony nie zawierające pochodnych. 
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Definicja 1. Układ równań (1) nazywany jest układem hiperbo-
licznym wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy macierzy  
danej w postaci (3) są rzeczywiste oraz różne od zera. Ponadto, 
jeśli wszystkie jej elementy są od siebie różne, wówczas układ (1) 
nazywany jest układem ściśle hiperbolicznym. 

W przypadku równań hiperbolicznych opisujących zjawiska fi-
zyczne, elementy macierzy  reprezentują zwykle prędkości 
transportu masy lub energii. W celu uzyskania jednoznacznego 
rozwiązania układu (1), należy dodatkowo określić odpowiednie 
warunki początkowe oraz warunki brzegowe. Te pierwsze określa-
ją początkowy rozkład wartości zmiennych procesowych x(l,0) 
w całym obszarze Ω. Z kolei warunki brzegowe reprezentują 
wymagania, jakie rozwiązanie x(l,t) układu (1) powinno spełniać 
w punktach brzegowych obszaru Ω. 
 
2.2. Układy hiperboliczne dla n=2 
 

Wśród rozpatrywanej klasy układów ważną grupę stanowią sys-
temy, których modele matematyczne przyjmują, przy pewnych 
założeniach, postać układu dwóch równań różniczkowych typu 
hiperbolicznego, w których występują dwie zmienne stanu. Można 
tu wymienić np.: napięcie oraz prąd w elektrycznej linii transmisyj-
nej [12], ciśnienie oraz przepływ medium transportowanego ruro-
ciągiem [2], temperaturę czynnika ogrzewającego oraz ogrzewane-
go w wymienniku ciepła z rurami koncentrycznymi [1, 9, 11]. 

W przypadku wymienionych układów wymuszenia zewnętrzne 
mają zwykle charakter skupiony i ograniczają się zwykle do punk-
tów brzegowych obszaru Ω. Oznacza to, że wymuszenia te można 
uwzglednić np. w formie warunków brzegowych Dirichleta, okre-
ślających wartości przyjmowane przez rozwiązania x1(l,t) oraz 
x2(l,t) w odpowiednich punktach brzegowych. W artykule rozpa-
truje się dwa często spotykane w praktyce przypadki: w pierw-
szym z nich obydwa warunki brzegowe reprezentujące sygnały 
wejściowe określone są dla tego samego punktu l=0, zaś w drugim 
– dla dwóch różnych punktów, odpowiednio l=0 oraz l=L. 

Dodatkowo zakłada się tu brak brzegowych odbić oraz sprzężeń 
zwrotnych, a także przyjmuje się, że równania dane są bezpośred-
nio w postaci słabo sprzężonej (1), przy czym ostatni warunek jest 
spełniony np. w przypadku wymienników ciepła. W celu rozróż-
nienia dwóch wspomnianych wyżej konfiguracji oddziaływań 
wejściowych, przyjęto dwie nowe definicje.  

Definicja 2. Układ równań (1) dla n=2 będzie nazywany ukła-
dem ze zgodnymi brzegowymi sygnałami wejściowymi dla nastę-
pującej postaci warunków brzegowych:  
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przy czym u(t)=[u1(t)  u2(t)]

TL2([0,+∞);R2) jest wektorem sygna-
łów wejściowych układu, stanowiącym niejednorodność warun-
ków brzegowych. 

Definicja 3. Układ równań (1) dla n=2 będzie nazywany ukła-
dem z przeciwnymi brzegowymi sygnałami wejściowymi dla 
następującej postaci warunków brzegowych:  

 
).(),(),(),0( 2211 tutLxtutx                 (6) 

 
Biorąc pod uwagę nierówność (4) można zauważyć, że z przy-

padkiem zgodnych sygnałów wejściowych będziemy mieć do 
czynienia dla λ1>0 i λ2>0 (p=2), zaś przeciwne sygnały wejściowe 
będą obowiązywać w przypadku λ1>0 i λ2<0 (p=1). 
 
3. Transmitancje operatorowe 
 

W niniejszym punkcie przedstawiono wyniki dotyczące opisu 
transmitancyjnego rozpatrywanej klasy układów typu hiperbolicz-
nego z dwiema zmiennymi stanu, bazujące na powszechnie przy-
jętej definicji transmitancji operatorowej jako stosunku transfor-
mat Laplace’a sygnału wyjściowego i sygnału wejściowego przy 
założeniu zerowych warunków początkowych.  

Ze względu na szczupłość dostępnego miejsca, pominięto tu 
pewne istotne szczegóły związane z opisem omawianej klasy 
układów w przestrzeni stanów. Wspomnieć tylko należy, że 

w odróżnieniu od opisu układów o parametrach skupionych, prze-
strzeń stanów jest tu przestrzenią funkcyjną (nieskończenie-
wymiarową). Zamiast macierzy stanu A występuje tu pewien 
nieograniczony operator różniczkowy, związany z postacią rów-
nania cząstkowego (1), zaś odpowiednikami macierzy: wejściowej 
B oraz wyjściowej C, znanych z analizy skończenie-wymiarowej, 
są tu pewne operatory, które w rozpatrywanym przypadku są także 
nieograniczone ze wzgledu ma fakt, że zarówno sterowanie,  jak 
i obserwacje mają charakter brzegowy (punktowy) [3, 5, 7]. Jed-
nak, jak wykazano m.in. w pracach [16, 17], dla rozpatrywanej 
klasy układów z wejściami brzegowymi możliwe jest otrzymanie 
analitycznej postaci transmitancji operatorowych w wyniku zasto-
sowania przekształcenia Laplace’a oryginalnych równań różnicz-
kowych cząstkowych. 
 
3.1. Macierze transmitancyjne układu 
 

W przypadku omawianych w punkcie 2.2 układów hiperbolicz-
nych z dwiema zmiennymi stanu można wyróżnić dwa sygnały 
wejściowe o charakterze skupionym, reprezentowane przez wa-
runki brzegowe (5) lub (6), oraz dwa sygnały wyjściowe reprezen-
tujące wartości zmiennych stanu x1 i x2 dla określonej pozycji 
przestrzennej l. Dla układu ze zgodnymi wejściami brzegowymi 
(Definicja 2) macierz transmitancji operatorowych przyjmuje 
następującą postać: 
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przy czym jej poszczególne elementy reprezentują transmitancje 
operatorowe odpowiednich torów wejściowo-wyjściowych: 
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przy założeniu zerowych warunków początkowych, x1(l,0)=0, 
x2(l,0)=0. Schemat blokowy modelu transmitancyjnego dla oma-
wianego przypadku przedstawiony został na rys. 1. 
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Rys. 1.  Schemat modelu transmitancyjnego dla zgodnych warunków brzegowych (5) 
Fig. 1.  Block diagram of the transfer function model for the congruent boundary  

inputs (5) 

 
Z kolei w przypadku układu z przeciwnymi wejściami brzego-

wymi (Definicja 3), elementy macierzy transmitancyjnej zdefi-
niowane są, przy założeniu zerowych warunków początkowych,  
w następujący sposób: 
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Schemat blokowy modelu transmitancyjnego dla omawianego 

przypadku przedstawiony został na rys. 2. 
 

 
 
Rys. 2.  Schemat modelu transmitancyjnego dla przeciwnych war. brzegowych (6) 
Fig. 2. Block diagram of the transfer function model for the incongruent boundary 

inputs (6) 

 
 
3.2. Analityczna postać transmitancji  

operatorowych 
 

Jak wspomniano wyżej, analityczną postać omawianych trans-
mitancji operatorowych można otrzymać np. metodą przekształ-
cenia Laplace’a układu równań (1) z uwzględnieniem odpowied-
nich warunków brzegowych. Poniżej ograniczono się do podania 
gotowych rozwiązań, zaś kompletne wyprowadzenia wraz z anali-
zą właściwosci poszczególnych transmitancji można znaleźć  
w artykule [3]. 

Rozwiązanie 1. Wchodzące w skład macierzy (7) transmitancje 
operatorowe układu (1) dla n=2 oraz zgodnych brzegowych sy-
gnałów wejściowych (5) przyjmują następującą postać: 
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gdzie p11(s), p12, p21 i p22(s) są elementami macierzy P(s) następu-
jącej postaci: 
 

,
)(

)(
)(

2

22

2

21

1

12

1

11

2221

1211




































skk

ksk

spp

psp
sP

        (17) 

 
zaś 1(s), 2(s) – jej wartościami własnymi, wynoszącymi: 
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Rozwiązanie 2. Wchodzące w skład macierzy (10) transmitan-
cje operatorowe układu (1) dla n=2 oraz przeciwnych brzegowych 
sygnałów wejściowych (6) przyjmują następującą postać: 
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Porównując wyrażenia (13)-(16) oraz (19)-(22) można zauwa-

żyć, że konfiguracja brzegowych sygnałów wejściowych w zna-
czący sposób wpływa na postać transmitancji operatorowych 
układu. 
 
3.3. Macierze transmitancyjne dla K=0 
 

Zakładając, że wszystkie elementy macierzy K w układzie rów-
nań (1) są równe zeru, układ ten staje się układem całkowicie roz-
przężonym, tzn. rozprzężonym również w odniesieniu do członów 
nie zawierajacych pochodnych. Otrzymuje się wówczas następującą 
postać macierzy P(s) w (17) i jej wartości własnych (18): 
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a w rezultacie następującą, skrajnie uproszczoną postać macierzy 
transmitancyjnych (7) oraz (10):  
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która może być rozpatrywana jako dwa niezależne układy opóź-
niające, reprezentujace fale poruszające się wzdłuż osi geome-
trycznej układu z prędkościami równymi odpowiednio: λ1 oraz λ2. 
 
4. Przykład: wymiennik ciepła w układach 

współ- oraz przeciwprądowym 
 

W celu praktycznej ilustracji omawianych zagadnień, w niniej-
szym punkcie rozpatruje się dwa przypadki pracy typowego wy-
miennika ciepła z rurami koncentrycznymi, którego uproszczony 
schemat przedstawiono na rys. 3. Pierwszy z nich to układ współ-
prądowy, w którym obydwa płyny wymieniające ciepło płyną w tę 
samą stronę, zaś drugi – to układ przeciwprądowy, w którym 
wektory prędkości przepływu płynów mają przeciwny zwrot. 
Właściwości dynamiczne takiego wymiennika dla obydwu wspo-
mnianych konfiguracji można opisać, po przyjęciu pewnych zało-
żeń upraszczających, następującym układem dwóch równań róż-
niczkowych typu hiperbolicznego [2, 9, 11]: 
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Rys. 3.  Schemat poglądowy wymiennika ciepła z rurami koncentrycznymi w układach: 

współ- (strzałki ciągłe) oraz przeciwprądowym (strzałki kropkowane) 
Fig. 3. Schematic of a shell and tube heat exchanger working in the parallel-  

(solid arrows) and countercurent-flow mode (dotted arrows)  
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gdzie ϑ1(l,t) i ϑ2(l,t) reprezentują temperatury płynów: ogrzewają-
cego i ogrzewanego, v1 i v2 – odpowiednie prędkości przepływu 
tych płynów, α1 i α2 – współczynniki przejmowania ciepła. 

Przyjmując następujące wartości parametrów układu równań 
(26): v1=1 m/s, v2=0.2 m/s, α1=α2=0.05 1/s, otrzymuje się następu-
jące postaci macierzy występujących w równaniu (1): 
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przy czym wektor zmiennych stanu (2) ma następującą postać: 
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Zakładając, że rolę sygnałów wejściowych u1(t) i u2(t) układu 

pełnią odpowiednio temperatury wlotowe płynów: ogrzewającego 
ϑ1i(t) oraz ogrzewanego ϑ2i(t), w przypadku pracy wymiennika 
w układzie współprądowym warunki brzegowe można zapisać 
w następującej formie: 

 
),(),0(),(),0( 2211 tttt ii                 (30) 

 
odpowiadającej zgodnej konfiguracji brzegowych sygnałów wej-
ściowych (Definicja 2). 

Elementy macierzy transmitancyjnej G(l,s) wymiennika, wiążą-
ce temperatury płynów: ogrzewającego ϑ1(l,t) i ogrzewanego 
ϑ2(l,t) z ich wartościami wlotowymi ϑ1i(t) oraz ϑ2i(t), dane są tu 
bezpośrednio w postaci zależności (13)-(16). 

Z kolei w przypadku wymiennika pracującego w układzie prze-
ciwprądowym, prędkości przepływu czynników grzewczych 
różnią się znakiem (v1>0, v2<0), zaś warunki brzegowe przyjmują 
następującą postać: 

 
).(),0(),(),0( 2211 tttt ii                (31) 

 
Przyjmując ustalone wartości prędkości przepływu płynów, np. 

v1=1 m/s, v2=-0.2 m/s oraz wartości współczynników przejmowa-
nia ciepła jak w poprzednim przypadku, elementy macierzy 
transmitancyjnej Ḡ(l,s) wymiennika otrzymuje się w postaci opi-
sanej zależnościami (19)-(22). 

Zakładając brak wymiany ciepła między obydwoma płynami, 
tzn. zerowe wartości współczynników wymiany ciepła (α1=α2=0) 
w równaniach (26), otrzymujemy zerowe wartości elementów 

macierzy K i tranmitancje operatorowe rozpatrywanego układu 
upraszczają się wówczas do postaci przedstawionej w punkcie 3.3. 
 
5. Podsumowanie 
 

W artykule zaprezentowano wyniki badań dotyczących ogólnej 
postaci transmitancyjnej pewnej klasy układów o parametrach 
rozłożonych, opisywanych układem dwóch równań różniczko-
wych cząstkowych typu hiperbolicznego, z uwzględnieniem 
dwóch różnych konfiguracji zewnętrznych oddziaływań brzego-
wych. Inaczej niż w przypadku układów o parametrach skupio-
nych, uzyskane tu transmitancje operatorowe są funkcjami nie-
wymiernymi, ze względu na występujące w nich funkcje wykład-
nicze oraz pierwiastkowe zmiennej zespolonej s. 

Znajomość transmitancji operatorowych omawianej klasy ukła-
dów umożliwia zarówno analizę rozkładu zmiennych proceso-
wych w stanach ustalonych, jak również badanie ich właściwości 
dynamicznych, w tym charakterystyk częstotliwościowych oraz 
odpowiedzi czasowych. Zagadnienia te, znajdujące zastosowanie 
m. in. w diagnostyce procesów, są obecnie tematem badań reali-
zowanych przez autora. 
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