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Streszczenie: Czes¢ druga pracy autoréw dotyczy oceny doktadnosci parametréw linii prostej
wyznaczanej metodg regres;ji dla réznych przypadkow skorelowania wspoétrzednych punktéw
pomiarowych. W pierwszej czesci pracy rozpatrzono istote, kryteria i zaleznosci metody regres;ji
oraz wyznaczono réwnania prostej i jej pasma niepewnosci dla symulowanych przyktadéw punktow
o nieskorelowanych rzednych. Nawigzano do zasad oceny doktadnosci wedtug Przewodnika GUM
i uwzgledniono niepewnosc typu B nierozpatrywang w literaturze o zastosowaniu metod regresji

w pomiarach. W tej pracy omawia sie wyznaczanie réwnania prostej regresji i jej pasm niepewnosci
dopasowanych do pomiaréw punktéw o rzednych skorelowanych. llustrujg to przyktady o réznym
skorelowaniu oraz niepewnosciach bezwzglednych i wzglednych typéw A i B mierzonych wartosci
zmiennej zaleznej Y przy precyzyjnie znanych wartosciach zmiennej niezaleznej X. Omdwiono tez
wptyw autokorelacji przy stosowaniu sposobu zwiekszania doktadnosci przez wielokrotne powtarzanie
pomiardw rzednej kazdego punktu, w tym dla wielokrotnych pomiardw tylko dwu punktow.

Stowa kluczowe: regresjz liniowa, pasmo niepewnosci pomiarow typu A i typu B, skorelowanie danych

1. Wprowadzenie

Metoda regresji liniowej jest podstawowym narzedziem mate-
matycznym stosowanym do wyznaczania linii prostej, lub innej
zlinearyzowanej funkcji, dopasowanej do danych pomiarowych
wedlug okreslonego kryterium [1-4]. Oceng dokladno$ci wyni-
kéw pomiaréw w stuzbach metrologicznych, nauce, przemy-
$le i wielu innych dziedzinach dokonuje sie obecnie wedtug
zalecenn Przewodnika Wyznaczania Niepewnosci GUM [5],
opisanych tez w literaturze [6-9]. W literaturze o metodzie
regresji liniowej doktadno$¢ wyznaczania parametréw linii pro-
stej ocenia sig statystycznie tylko z niepewnosci eksperymentu
pomiarowego. Wplywu niepewnosci typu B nie rozpatrywano.
Poprawna heurystyczna ocena tej niepewnosci jako spodziewa-
nego skutku réznych oddziatywan, nieznanych co do wartosci
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w trakcie eksperymentu, wymaga zwykle dosy¢ szczegdtowej
wiedzy i praktyki metrologicznej z wielu dziedzin pomiaro-
wych. Nawet w najnowszych pracach o metodzie regresji opar-
tej na podejsciu Bayesa [10, 12], proponowanym do stosowania
w nowej wersji Przewodnika GUM 2 [13] wplywu niepewnosci
typu B na ocen¢ doktadnosci prostej regresji nie rozpatrywano.
Autorzy, w pracy o zastosowaniu regresji liniowej [19], anali-
zowali wyznaczanie réwnania prostej i jej pasma niepewnosci
dla nieskorelowanych wartosci mierzonej zmiennej zaleznej Y.
W oszacowaniach dokladnoéci uwzglednili tez niepewnosé
typu B. Ponizej analizuje si¢ zastosowanie metody regresji
i jej niepewno$¢ dla skorelowanej zmiennej Y. Skorelowanie
obu zmiennych rozpatrzono w pracy [11].

Wplywy znanych bledéw systematycznych analizuje sie za
pomoca wzoréw wynikajacych z rézniczki zupelnej i eliminuje
sie przez poprawki. Dokladno$¢ pomiaréw opisuje sie niepew-
noscia rozszerzona jako przedzialem, w ktérym z zadanym
prawdopodobienistwem znajduje si¢ wartos¢ mierzona. Prze-
dzial ten wyznacza sie na podstawie niepewnosci ztozonej jako
standardowego odchylenia rozktadu wynikéw pomiaru od esty-
matora wartosci mierzonej. Jej skladowymi geometrycznymi
sg niepewnosci typéw A i B. Niepewno$¢ typu A opisuje roz-
rzutu wynikéw pomiaréw powtarzanych w przeprowadzanym
eksperymencie. Za$ za pomoca niepewnosci typu B szacuje si¢
heurystycznie nieznanego pochodzenia bledy systematyczne,

61



Niepewnosci pomiardw w metodzie regres;ji liniowej. Czes¢ 2. Niepewnosci prostej dla zmiennej Y o skorelowanych ...

state lub wolno zmienne, mogace wystepowa¢ w danym ekspe-
rymencie, ktore randomizuje sie. Zwykle niepewnos¢ typu B
szacuje sie na podstawie warto$ci maksymalnego dopuszczal-
nego bledu przyrzadéw pomiarowych MPE o symbolu E. Na
przykltad dla miernikéw cyfrowych, jako niepewnos¢ u, przyj-
muje si¢ standardowe odchylenie E / /3 rozkladu réwnomier-
nego o rozpieciu réwnym 2E. Niepewnos¢ u, tych przyrzadéw
wzrasta liniowo z wartoscia $rednia wielko$ci mierzonej. Infor-
macje o szacowaniu niepewno$ci pomiaréw wieloparametro-
wych podaje Suplement 2 GUM i prace autoréw [16-18].

Istotne znaczenie w metodzie regresji maja odchylenia
powstale przy nieadekwatno$ci modelu matematycznego
i zaklécenia w badanej wielkosci. Traktuje si¢ je jednolicie
jak niepewnosci.

2. Podstawowe zaleznosci regresiji
liniowej dla skorelowanych danych
zmiennejY

2.1. Kryterium w metodzie regresji przy
autokorelacji zmiennej Y

W metodzie regresji liniowej dla losowej zmiennej Y wyznacza

si¢ rownanie linii prostej y = az + b1 jej pasma niepewnosci

U z pomiaréw n wartosci y, (gdzie ¢ = 1, ..., n), dokonywanych

z niepewnoéciami u(y,), dla doktadnie okreslonych wartosci

(dla i =1, .., n) zmiennej niezaleznej X. Do opisu niepewnosci
dla skorelowanych wartosci y stosuje sie macierz kowariancji
U2 (yl ) t pylnu(yl )u(yn)
Uy = : : (1)
pylnu(yl )u(yn) UQ(yn)

gdzie: p . — wspélezynniki korelacji par y, y, zmiennej Y, u(y,),
u(y].) — ich niepewnosci, 4, j = 1, ..., n.

W tworzeniu prostej regresji dla danych rzeczywistych, sko-
relowanie wartosci rzednych y dla punktow sasiednich jest zwy-
kle znacznie silniejsze niz dla punktéw oddalonych. Elementy
z najwigkszymi warto$ciami wspétczynnikéw korelacji wystepuja
wokol gtéwnej przekatnej macierzy kowariancji Uy, a pozostale
jej elementy mozna traktowac jako réwne zeru.

Przy tworzeniu kryterium metody najmniejszych kwadratdw
dla wielowymiarowej zmiennej Y wykorzystuje sie wielowymia-
rowy rozklad Gaussa o gestosci prawdopodobienstwa:

1
@2z)"/? - Jdet(Uy

f(Y)= ) cexpl- 1 [V - YUY, - Y))

(2)

gdzie: Y = [y, ., Y -, )T — n-wymiarowy wektor rzednych
y, mierzonych punktéw, Y — wektor Yy, ich rzutéw réwnole-
glych na prosta regresji w klerunku 0Y, Uy — odwrotnosé
macierzy kowariancji.

Poszukuje si¢ rozwiazania réwnania liniowego:
Y =aX + 01 =aX + b (3)

gdzie: X — wektor odcietych mierzonych punktéw, 1 = 1,.,1"
— wektor jednostkowy n-wymiarowy.

Funkcja celu P okresla gesto$¢ prawdopodobienstwa wielowy-
miarowej zmiennej o rozkladzie gaussowskim. Jedli mierzy si¢
tylko zmienna Y, to zada sie, aby funkcja P = {(Y) — max.
Wystapi to dla minimum funkeji kryterialnej SK(a, b)
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SK(a, b) = —In(f(Y)) — min (4)

Przyjmuje sie, ze suma znormalizowanych kwadratéw odle-
glosci mierzonych punktéw o wspélrzednych (z, y,) dla i =1,
-, m, od okreslonych punktéw (z, y ) na prostej regresji osia-
gnie minimum dla réwnej zeru sumy kwadratéw pochodnych
czastkowych po parametrach a i b tej proste;j.

W ogélnym przypadku, gdy mierzy sie wartosci obu wspoét-
rzednych, moze wystapi¢ autokorelacja zaréwno miedzy war-
toéciami y, jak i dla z, punktéw pomiarowych, Wyznaczenie
prostej metoda regresji wymaga znajomosci dwu macierzy
kowariancji, U, i U, dla obu zmiennych Y'i X.

2.2. Parametry prostej regresiji i ich niepewnosci
dla auto-skorelowanej zmiennej Y
Réwnanie wynikajace z kryterium (4) upraszcza sie, gdy war-
tosci odcigtych z, punktéw mierzonych nie majg rozrzutu, czyli
sa okreslone precyzyjnie, tzn. ich niepewnos¢ u(z,) = 0. Wow-
czas X = X ir6éwnanie (4) jako suma kwadratéw niepewno-
$ci znormalizowanych przez odwrotnosé macierzy kowariancji
przyjmie postac:
SK = AY'UJAY =Y, - Y]'U;l[Y, - Y] (5)

Zaleznosci wspélrzednych punktéw P, (rys. 1) prostej regresji
y = az + b o rzednych T, =2 i odcietych Yo opisuje réwnanie
wektorowe ¥ = aX +b. Odleglos¢ mierzonego punktu @, od
punktu P, na prostej zalezy od réznic wspoirzednych obu tych
punktéw (rys. 1).

AT

B (xpi, Ypi)

| Xi= Xpi X

v

Rys. 1. Prosta regresji dla mierzonej wartosci y zmiennej Y przy
znanych statych wartos$ciach x,

Fig. 1. Regression straight-line for measured y-value of variable Y with
known constant values x,

Rozpatrzmy metode regresji dla réwnoleglych rzutéw punk-
tow @, w kierunku 0Y na wyznaczang prosta. Punkt mierzony
@, znajduje si¢ w odlegtosci Y, ~ Y= az, + b~ y, od punktu P,
Zaleznosci prostej regresji beda mialy prostsza postaé¢ po wpro-
wadzeniu parametrow pomocniczych:

§=1"v31=3L 3 by (60)
S, =Xx"Uy1=1"U; X (6b)
S, =X"UyX (6¢)

S, =X'"UyY =Y'UyX (6d)
S, =Y'Uy1=1"UyY (6e)
S, =Y'UyY (6f)
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Dla X = X1 Y, = aX + bréwnanie (5) przyjmuje postac:

SK =[aX+b-Y['U}[aX+b-Y]=

= 4’5, +2abS, — 248, + S — 28, + 5, (7)

Warunek minimalizacji wyrazenia (7) jako sumy kwadratéw
odleglosci n punktow @, od prostej regresji w kierunku osi 0Y
(rys. 1), wynika z rozwigzania ukladu dwéch réwnan dla jego
pochodnych czastkowych wzgledem parametrow a i b prostej

98K _ 95K _

e s |
da b

regresji, tj.

{aSm +bS, =S, (8a. 1)

aS, +b5 =25,

Rozwiazujac uklad réwnan (8a, b) metoda wyznacznikéw uzy-
skuje sie:

5SS, —S,S
a=—2——2-= A, (9a)
B S8, —5,95, A

y~ zx ™y

S, G A N

gdzie: A = SSW - SzSy, A=SS

Yy ar

-S551A=255 - (S)%

Kryterium SK, z (5) bedzie spelnione przez parametry a i b
o wartosciach z (9a, b), gdy

SK.

MIN

N aS-’M/ N sz/ + Sz/.u (9c)

Pasmo niepewnosci U(y) dla rzednych y punktéw prostej
regresji lezy symetrycznie po obu jej stronach. Wyznacza si¢ je
z uwzglednieniem niepewnosci u, wspélczynnika kierunkowego
a i niepewnosci u, wyrazu wolnego b. Parametry a i b we wzo-

rach (9a, b) sa skorelowane. Pochodne czastkowe —= =0,

Yi
a5
a—y = 0 parametréw prostej regresji, wyznaczaja wektory ¢ i d:
Yi
a5
c=—2=UX=X"U} 10a
- Uy v (102)
a5,
d=—L=Uy1=1"Uy 10b
S =U=1UY (100)

Macierz czuloéci dla parametréw a, b ma postaé AB = [A, B]
i jej elementy sa okreslone przez:

A=290 _Sc-5.d (11a)
Y A
g0 _S.d-Se (110)
Y A
7 macierzowego réwnania propagacji wariancji wynika macierz
kowariancji parametréw a i b:

U, =ABU,AB" =

[aoTyA” AUYBT}_{ w? g,

- AUyB" BU,B" - LUy up

} (12a)

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

gdzie: p , jest wspétezynnikiem korelacji migdzy parametrami
aib.

Poniewaz macierz U ; jest symetryczna podobnie jak U,
_ 7T g7l _ (1) 1 _ Lo
tzn. Uy = Uy, Uy = Uy ) orazUy Uy = I- macierz jenost-
T
kowa, to otrzymuje sie: cUyc’ = X UyUy (XTU#) =5,
T
dUyd" =1"U3U, 0" U; )" = S ovaz cUyd" = dUyc” =
= X"UyU 1Ty =S,

a elementy macierzy U upraszczajq si¢ do postaci:

S

ul =AU, A" == (12b)
A
2 _ T _ Sm
u, = BUyB =—% (12¢)
A
T STJ
Pattyty, = AUyB™ = _T (12d)

Standardowa niepewnos¢ jednowymiarowej zmiennej Y opi-
sanej prosta regresji y = ax + b wynosi:

2 9y ay} {ay ayT
=% Yy, | Y 13
wlbal=| 2 Wo, |2 2]y
i po wykonaniu dziatan:
u? wu [z
uly@)] =l 1]{ o Pt }{ }
Paplay Uy 1
1. .5( 8, Y
=ulz® +2 tul ==+ -2 14
Uy, T mpa,buaub Uy, g A z g ( )

Réwnanie to okresla niepewno$¢ zmiennej Y w funkcji dwéch
skorelowanych wielkosci ax i b. Niepewnosé zlozona u(y) jest wg
GUM [5] suma geometryczna niepewnosci typéw A i B:

u(y) = ug,(y) +up(y) (15)

Wzér (15) dotyczy prazypadkéw, gdy wspolrzedne y, wszyst-
kich punktéw pomiarowych mierzy sie tym samym przyrzadem
i w tych samych warunkach. Wéwczas nie ma koniecznosci, by
uwzglednia¢ osobno niepewnosci typu B dla kazdego mierzo-
nego punktu i ufegA(y) = u’ (y). Niepewnosé typu B, tj. uy(y)
wyznacza si¢ wtedy dla zakresu dopuszczalnego maksymalnego
bledu E  miernika.

Parametry a i b prostej regresji zalezg od wspotrzednych y n
punktéw pomiarowych. Efektywna liczba stopni swobody wynosi
n — 2. Niepewnos¢ rozszerzona U prostej regresji, np. o poziomie
ufnosci 0,95, wyznacza sie z niepewnosci zlozonej u(y) mnozonej
przez wspélczynnik rozszerzenia k. Dla malej liczby punktéw

0,95
n stosuje sie rozklad t-Studenta i otrzymuje sie wzér:

U =kygsuly) = t0,95‘n—2’\/ufb(y) +up(y)

Réwnanie prostej regresji z uwzglednieniem jej pasma niepew-
noéci jest wiec nastepujace:

(16)

y=ar+b+U (17)
i ostatecznie
y=az+btky ufegA(y)+u§(aa:+b) (18)
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Tabela 1. Parametry prostej regresji y = ax + b dla auto-skorelowanej i nieskorelowanej zmiennej Y
Table 1. Parameters of regression line y = ax + b for autocorrelated and noncorrelated variable Y

Parametr mierzony: Y = [y, .., ¥, -, y]" z niepewnoscia u7T, any: X = [, ., T, o, L], u(z) =0
Zmienna Y skorelowana nieskorelowana
-2
2 U 0 u 0
Uy pylnulun ! 1 1
Macierz kowariancji Y’ U. = : - : Ul Uy =| : Lo Uy =| :
i jej odwrotnosé Y ' I 0 .. 0 .. oup
pylnulun cee Uy, ! "
U, U 11, tylko wyrazy na przekatnej
Kryterium SK [aX+b-Y]'U[aX +b - Y] — min " b)Y u;2 i
ryterium % 2ia Y —az; —=b) u;” — min
SS,, —S,.9, A S8 —58,58, A
Wspélezynnik kierunkowy a = W—L‘; = —% wyraz wolny b = Lj;y =t
arametry prostej
Y Prosta) gdzie: A =SS — (S, A =85 ~SS, A =58 —58
regresji 1z 7 a 1y My b y o My
A= 1 n n ( )2171/171 ) A= 1 n n ( )2 -2 -2
= 521:1 2j=1 Vizj —V2; ) A4 Ay = 521:1 2;‘:1 Li =Z;) U Uy
14 n n -1 -2
S Uyl= Zi:l 2]‘:1 [uy ],] :L:] Uy
Tyr-1 T -1 s 2
S X Uyl=1UyX pIREAT
Tyr-1 2, -2
S, X UyX T
Parametry pomocnicze . .
-1 -1 -2
s, Y'ui1=1"U;ly 2y,
s, X'UyYy =Y'UyX Sy’
Tyr-1 2, -2
» Y UyY i1 Yi U
AB = [A, B| AB" = [a, b)
Macierz czulosci i jej Py
a 1 Sz, -85 db 15,-5,2
clementy _Oa _5Sc-8d p_ 0b _S,d-Sec |, -0 "%y T Pm %l
Y A T Y A dy; u; A 9y, u; A
U, U, U
. o Uy =| " P |- ABU,AB"
Macierz kowariancji U, PaplaUp U
Wariancje i element
kowariancyjny S S
) 2 9 .
Uy, =— U = _“a Paptaty -——=
A A A
) ) 2 2.2 2 _ “Pa¥% 2 _ 2) 2
standardowa Ugp = Uy T + 2xpabuaub + Uy » Lmin = ; » Ugbmin = (1 - pab )U‘b
Niepewnosci typu A e
prostej regresji
rozszerzona U,= 1., %,
u? y U u’z?
Uy =T -2 W ST =\’
2 ('Iz —z) n Y (; _T)
Maci as je sie korel: 2>
Jednakowe niepewnosci acierz U, zastepuje si¢ korelatorem R . w2z
ab®a™b — n —\2
u =u ) . oprd 1 2 o \z; —
‘ U,=vR,i Uy =Ry /u 2271(1 )
—\2
E:l "oz, ul = ul l_,’_ (z-7)
. i=1Vis Uqp =
e " 2 e = T ST
T -1 T p-1 T -1 n n n 2
. -aX RyY-0Y Ry1+Y R}Y . —ad Ty, =0y Y Y
Estymator wariancji 0% = Y 5 Y Y a2 = X1 Tl 212,1 Yi + 2y
n-— n—

U Wzér ten otrzymuje sie po transformacji wektoréw 1 i X odpowiednio na wektory v i Z w taki sposéb, aby 1 = Hvi X = HZ. Transformacji tej dokonuje
si¢ za pomocyg operatora liniowego H, tj. macierzy ortogonalnej diagonalizujacej macierz kowariancji Ui,, macierz H, jako symetryczna, ma rzeczywiste

wartosci wlasne ﬂ,; , za$ 1, sa warto$ciami wlasnymi macierzy kowariancji U, (i = 1, ..., n).
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Wyznaczone wzory parametréw prostej regresji dla skorelo-
wanych wartodci zmiennej Y i ich przypadki szczegdlne sa
zestawione w tabeli 1 w lewej kolumnie. Przy braku autokore-
lacji, macierz kowariancji U, i jej odwrotnos¢ Uy redukuja
sie do postaci diagonalnej i zaleznosci dla parametréw prostej
regresji upraszczaja sie. Zestawiono je w prawej kolumnie tabeli
1. Sa one szczegdlnymi przypadkami wzoréw dla wielkosci sko-
relowanych. Parametry i pasma niepewnosci dla przypadkéw
braku skorelowania z uwzglednieniem niepewnosci u, autorzy
analizujg szczegdlowo w pracy o niepewnosciach linii prostej
wyznaczanej metoda regresji [19].

Dla zmiennych o wartosciach skorelowanych i nieokreslone;j
macierzy kowariancji moze pojawi¢ si¢ osobliwosé A = 0, ktéra
nie wystepuje, gdy macierz ta jest dodatnio lub ujemnie okre-
$lona. Poprawnie zdefiniowane wspélezynniki korelacji gwaran-
tuja dodatnig okreslono$¢ macierzy, tj. wszystkie dodatnie jej
wartosci wlasne, jak wszystkie wyznaczniki minoréw gitéwnych.
W regresji dla nieskorelowanych wartosci punktéw pomiarowych
rozwiazania dla wartosci parametréw o i b réwnania linii prostej
sa jednoznaczne, gdyz we wzorach (9a, b) zawsze mianownik
A > 0. W literaturze o regresji liniowej nie natrafiono ani na
informacje o istnieniu tej osobliwosci, ani na wskazéwki — jak jej
uniknaé. Przy wigkszej liczbie punktéw mozna, po usunieciu jed-
nego lub kilku punktéw, ponownie poszukaé rozwiazania nume-
rycznego lub zastosowaé statystyke odporna. Brakuje analizy tego
zagadnienia oraz propozycji dalszego postepowania.

3.1. Punkty pomiarowe o jednakowych
niepewnosciach rzednych

Dla jednakowej wartosci niepewnosci bezwzglednych u, = w,

macierz kowariancji wynosi:
U,=vR, (19)

gdzie korelator R, jest kwadratowa symetryczng macierzg

o wymiarach n X n, ktérej elementami sa wspélczynniki korelacji

P migdzy wartosciami y, i Y, dla i, j=1, .., n.

Woéwezas dla danego uktadu wspélezynnikéow korelacji réwna-
nie prostej regresji bedzie zawsze takie same, gdyz wartosci jego
parametréw a i b ze wzoréw (9a, b) nie zaleza od niepewnosci u,
a tylko od macierzy korelatora. Proste dla punktéw o okreslonym
zestawie wspolrzednych i jednakowych niepewnosciach wzgled-
nych ma inne parametry niz dla jednakowych bezwzglednych.

Dla nieznanych ale jednakowych niepewnosci bezwzglednych
wprowadza sie pojecie estymatora wariancji zdefiniowanego jako
kwadrat minimalnej odleglosci dzielony przez n — 2 stopni swobody:

g ~aS,, —bS, +S5,

n—2

~2
U =u

_—aX"RyY-bY'Ry1+Y'RYY

- n—2

(20)
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3.2. Korelacja w serii pomiarow rzednej
pojedynczego punktu

Autokorelacja moze wystapi¢ w serii m powtarzanych pomiaréw
Yos wor Yo - Yy (B =1, ..., m) rzednej y, pojedynczego punktu.
Dla punktu o odcigtej z, przy jednakowych niepewnosciach
0, = o = const kazdej rzednej y, i wynikach skorelowanych
ze wspotczynnikami korelacji, od p, dla sasiednich punktéw do
p,, , dla najbardziej oddalonych, otrzymuje si¢ lokalng macierz
kowariancji rozmiaru m X m.

L pa Pio Pim-1
Pi 1L pa P
U, =0’ P P 1 p2 (21)
1 Pil
Pim—1 -+ -+ Piz Pa 1

W macierzy kowariancji UM najwieksze skorelowanie wyste-
puje dla wyrazéw bliskich wartosci $redniej y. Rzeczywista nie-
pewnosé typu A tego punktu u, jest wieksza niz wyznaczana
z klasycznego wzoru dla m powtarzanych pomiaréw wartosci y.
W ocenie niepewnosci u,, wartosci sredniej y, punktu z, zamiast
liczby wykonanych pomiaréw m trzeba wéwczas zastosowaé efek-
tywna ich liczbe: n_, < m opisang wzorem [4, 7-9]:

m

moim —k
1+ 22k—11 — Pk
m

U jof
(22a)

gdzie: m — liczba skorelowanych pomiaréw, p, — warto$¢ funkcji
autokorelacji dla pomiaru y,.

W przypadku, gdy sasiednie punkty serii pomiaréw sa sko-
relowane ze stalym wspétczynnikiem p, = p efektywna liczba
serii pomiaréw dla badanego punktu z; wynosi:

m

“Trpm-D 220)

U jof

W tabeli 2 podano przyktad efektywnych niepewnosci u, dla
m-krotnych pomiaréw rzednej y, badanego punktu i trzech war-
tosci wspolezynnika korelacji p miedzy kolejnymi pomiarami.

W kazdej z trzech serii wykonano m = 20 pomiaréw o jedna-
kowej niepewnosci 0. Z tabeli 2 wynika, ze ze wzrostem wspol-
czynnika korelacji p zwigksza si¢ standardowa niepewnos¢ serii,
gdyz efektywna liczba pomiaréw zmniejsza si¢ z 20 do 1,9 i 1
dla wspolezynnikéw korelacji odpowiednio 0, 0,5 1 1. Efektywna
niepewno$¢ dla nieskorelowanych obserwacji bedzie okolo 5 razy
mniejsza, niz gdy sa one w pelni skorelowane.

Tabela 2. Efektywne niepewnosci serii pomiaréw o trzech réznych wspétczynnikach korelacji
Table 2. Effective uncertainties of measurement series with three different correlation coefficients

Wspélezynnik korelacji P p=0 p =05 p=1
) 2m
Efektywna liczba pomiaréw Mg Nye = m =20 ioft 1 =19 i = 1
Efektywne niepewnosci serii i
ywne nep 0,22 0. 0,72 0. o
pomiaréw punktu (z, y,) Jnieff i i i
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3.3. Korelacja rzednych réznych punktow
mierzonych

Do wyznaczenia macierzy kowariancji opisujacej pomiary sko-
relowanych rzednych y, y. punktéw (z, y), (z, y) przy jedna-
kowych niepewnosciach u, = u. = u = const mozna tez uzy¢
funkcji autokorelacji. W macierzy (21) niepewno$é¢ ¢ pojedyn-
czych pomiaréw w serii zastepujemy niepewnoscia punktow
pomiarowych. Autokorelacja jest funkcja symetryczna szybko
malejaca od wartosci maksymalnej do zera, a jej poczatkowe
ramiona mozna przyblizy¢ linia prosta [4]. Zwykle wystarczy
uwzgledni¢ ja tylko dla sasiednich wartosci mierzonej rzednej
Y15 Ys Yy, Punktow o znanych odcigtych z, , z, z, , tzn.p =p
ip, =0dlai=2, ., n1 Dlajednakowo odlegtych n punk-
tow oraz jednakowych niepewnosci u i wspolczynnikéw korelacji
macierzy kowariancji U, z (22c) o wymiarach n X n ma wszyst-
kie wspotezynniki korelacjip, =p dlai =1, .., n-1.

L p o Pn-1
P1 1 ... oo
1 .. P
Uy =4 22¢
v P (22¢)
Py - . 1oy
pn—l pk pl 1

Gdy wplyw autokorelacji jest pomijalny, to macierz U, redu-
kuje sie do gtéwnej przekatnej.

4. Przyktady numeryczne

Symulowane przyklady numeryczne pokaza i przybliza ilosciowo
podane zaleznoéci teoretyczne.

4.1. Proste regresji i pasma niepewnosci
dla punktéw mierzonych z jednakowg
niepewnoscig bezwzgledna lub wzgledna
W Tabeli 3 podano wspélrzedne i niepewnoéci standardowe 10
mierzonych punktow.

Tabela 3. Wspotrzedne mierzonych punktéw i ich niepewnosci typu A
bezwzgledne lub wzgledne

Table 3. Coordinates of measured points and their absolute and relative
uncertainties type A

Symbol ‘Wspélrzedne i niepewnosci punktéw
z, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y; 2 1 4 3 6 5 8 7 10 | 11
u(y,) 0,5
oy) 5%
uy(y) uy(y) = 0,01(1 + y) %

Wartosci y, sa $rednimi z wielokrotnych pomiaréw rzednych
y, kazdego z punktéw o stalej odcigtej z. Aby zidentyfikowac
wplywy pojedynczych czynnikéw analizowane beda przypadki
uproszczone. Przyjeto, ze niepewnosci bezwzgledne wu, lub tez
wzgledne 6, pomiaréw wartoéci rzednych y, wszystkich punktéw
sq jednakowe, a ich odcigte z, sa stale i znane doktadnie. Aby
poréwnaé z wynikami dla nieskorelowanych rzednych przyjeto
takie same dane, jak w pracy [19].

Rysunek 2a przedstawia prosta i jej pasmo niepewnosci (kre-
ski niebieskie) wyznaczone metoda regresji liniowej dla danych
z Tabeli 3 przy braku korelacji. Pokazuje tez niepewnosci rzed-
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a)

ey
e ¥y 10

Rys. 2 a) Prosta regresji z pasmem niepewnosci rozszerzonej typu A

i b) rozktady gestosci prawdopodobieristwa Gaussa dla y punktéow
pomiarowych dla jednakowych niepewnosci u = 0,5 punktéw z pdf f(y)
w 3D

Fig. 2. a) Graphs of regression line with band of its extended uncertainty
type A and b) Gaussian probability density distributions (pdf-s) with
uncertainty u = 0.5 equal for all measured points and pdf-s f(y) of y
uncertainties along the regression line in 3D view

nych punktéw mierzonych (kreski czerwone). Z rysunku wynika,
ze obszar niepewnosci rozszerzonej o pokryciu 95 % zmienia sie
wzdluz linii regresji w taki sposob, ze jego szeroko$é¢ maleje od
wartosci poczatkowej do minimum w poblizu $rodka zakresu
linii regresji, a nastepnie ponownie rozszerza si¢ do rozmiaru
poczatkowego.

Na rysunku 2b u géry podane sa wykresy gaussowskich roz-
ktadéw gestosci prawdopodobiefistwa (pdf) (czerwone krzywe)
dla rzednych punktéw mierzonych polozonych po obu stronach
prostej regresji. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa (pdf)
rzednych y, sa dla pokrycia 95 % o odchyleniu standardowym
u = 0,5. Ponizej przedstawione sa krzywe gestoséci prawdopo-
dobienstwa dla y wokdt prostej regresji, w pasmie jej niepew-
noéci. W srodkowej czesci zakresu linii regresji funkcja pdf
jest najwezsza, a wiec i najwyzsza. Maksimum pdf (najwezszy
rozklad) wystepuje dla minimum szeroko$ci pasma niepewno-
$ci w czesdci $rodkowej zakresu prostej. Przy oddalaniu sie od
maksimum w przeciwnych kierunkach warto$¢ maksymalna
funkcji pdf zmniejsza sie i rozklad rozszerza sig, gdyz granice
pasma niepewnoéci oddalaja sie od siebie.

Rysunek 3a przedstawia dwie proste regresji wraz z ich
pasmami niepewnosci typu A dla rzednych y, punktéw z tabeli 3
o roznych wspoltczynnikach korelacji, mierzonych z r6znymi, ale
jednakowymi niepewnosciami bezwzglednymi lub wzglednymi,
a rysunek 3b — same ich pasma typu A i B.
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b)

08 U .- Uy p=0 niepewnosci bezwzgledne
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Rys. 3. a) Prosta regresiji i b) jej pasma niepewnosci typu A dla trzech
wartosci wspétczynnika korelacji p jednakowego w kazdej z serii 20
pomiaréw dla 10 mierzonych o wspétrzednych z tabeli 3

Fig. 3. a) Regression line and b) its uncertainty bands type A for three
values of the correlation coefficient p for series of 10 measuring points of 20
measurements each with coordinates from Table 3
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Ze wzrostem wspoétezynnika korelacji miedzy wynikami powta-
rzanych obserwacji pomiarowych mierzonej wielkosci zwicksza
sie jej niepewnos$¢ [4, 7-9]. W punkcie 3.2 wykazano, ze efek-
tywna liczba obserwacji probki o 20 pomiarach dla wspétezynni-
kéw korelacji 0, 0,5 1 1 zmniejszylta si¢ z 20 do 1,91 1. Najwezsze
pasmo niepewnoéci otrzyma sie dla obserwacji nieskorelowa-
nych, tj. dla p = 0. Jedli takie pomiary wykona sie dla rzed-
nych wszystkich 20 punktéw z jednakowa niepewnoscia, to dla
wspoélczynnika korelacji p = 1 otrzyma sie¢ pasmo niepewnosci
prostej regresji ponad czterokrotnie szersze niz przy braku kore-
lacji. Ujemne wspotczynniki p w tych pomiarach nie wystepuja.

4.2. Porownanie prostych regresjii pasm
niepewnosci dla nieskorelowanych
i skorelowanych wartosci zmiennej Y punktow
pomiarowych
Na rys. 4a,b poréwnano pasma niepewnosci typu A dla dwu pro-
stych regresji o wspoélrzednych y nieskorelowanych oraz skorelowa-
nych z macierza kowariancji (21) o u, = 0,5, p = 0,5 dla punktéw
sasiednich p, = p i p, = 0 dla punktéw pozostatych (k =2, ..., 9).
Z wykreséw na rys. 4a,b wynika, ze niewielkie skorelowanie
miedzy rzednymi punktéw mierzonych niewiele zmienia szero-
kodci pasma niepewnosci, a uwzglednienie niepewnosci typu B
opisane w tabeli 3 poszerza pasmo niepewnosci rozszerzonej na
koncu zakresu prostej regres;ji.

4.4. Wptyw wartosci wspdtczynnika korelacji

Na rys. 5 poréwnuje sie dwie proste regresji i pasma niepewnosci
dla macierzy kowariancji U, wg wzoru (21) o parametrach u, = 0,5,
p,=06;p,=05p,=04;p, =02;p,=0,11p, =0 dla pozo-
stalych o k = 6, .., 9 — prosta regresji dla punktéw skorelowa-
nych y = 0,981z + 0,417. Widoczny jest znaczny wzrost (ponad
30 %) szerokosci pasma prostej regresji, gdy wystepuje wplyw
autokorelacji punktéw opisany przy uzyciu macierzy kowarian-
cji. Natomiast niepewnos¢ typu B ma wigkszy wplyw na pasmo
wyznaczone bez korelacji, niz na pasmo z korelacja, gdyz przy roz-
patrywanych tu danych wzrost niepewnosci o 1 % jest pomijalny.

4.5. Porownanie petnego skorelowaniui jego
braku

Proste regresji i ich pasma niepewnosci bezwzglednej dla pel-

nego skorelowania (p = 0,99 = 1) mierzonych rzednych Y,

punktéw o macierzy kowariancji U, = «?|1] i dla braku sko-

relowania (p = 0), przedstawiono na rys. 6 dla niepewnosci.

U - up

—- Ugp skorelowane

— Uy gs skorelowane

-~ Ugp nieskorelowane
0,6 ~
--- Up g5 nieskorelowane

0,5 =

04
03 . ~< — —

02 o

Rys. 4. Poréwnanie pasm niepewnosci dwu prostych regresji wyznaczonych dla nieskorelowanych i skorelowanych punktéw sgsiednich o
macierzy kowariancji U, (21) a) prosta y = 1,044x — 0,028 dla punktéw skorelowanych o p= 0,1; b) prosta regresji y = 1,023x + 0,129 dlap = 0,3
Fig. 4. Uncertainty bands of uncorrelated and correlated nearest points with covariance matrix U, (21): a) regression line y = 1.044x — 0.028 for p = 0.1 of
correlated points; b) regression line y = 1.023x + 0.129 for p = 0.3 of correlated points
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Rys. 5. Poréwnanie pasm niepewnosci linii regresji y = 1,048x — 0,067
dla nieskorelowanych i skorelowanych punktéw pomiarowych o trzech
macierzach kowariancji U,z (21)dlau=0,5,p, =pdlai=1,...,9:
p=0,1,p=0,5ip=12zuwzglednieniem niepewnosci typu B

Fig. 5. Uncertainty bands for regression line y = 1.048x — 0.067 for
correlated and non-correlated measurements point for three covariance
matrixes U, from (21) foru=0.5, p, =p fori=1,...,9:p=0.1,p = 0.5 and

p =1 with uncertainty of type B

uoy ¢ Punkty pomiarowe
— regresja klasyczna

1 y=1,048x—0,667
- regresja z autokorelacjg
- -1,048x—0,667
_ . +Upgs dane nieskorelowane

—Up,9s dane nieskorelowane
" +Upps dane skorelowane
— —Upgs dane skorelowane

Rys. 6. Proste regresji i pasma niepewnosci dla punktéow
pomiarowych z zaznaczonymi niepewnosciami przy
nieskorelowanych i skorelowanych sasiednich punktacho p ~ 1

o macierzy kowariancji U,

Fig. 6. Regression lines and uncertainty bands for measuring points with
uncertainties marked at uncorrelated and correlated points with p ~ 1 for
covariance matrix U,

Z rys. 6 wynika, ze przy pelnej korelacji (p = 1) granice pasma
niepewnosci o charakterze hiperbolicznym staja sie liniami pro-
stymi staja sie réwnoleglymi do prostej regresji. Zanika tez prze-
wezenie pasma w $rodkowej czesci linii regresji. Parametry tej
prostej nie zmieniajg sie ze wzrostem jednakowych wspotczyn-
nikéw w macierzy kowariancji.

4.6. Wptyw korelacji miedzy rzednymi punktow
mierzonych

Wykresy z rys. 7 dotycza przypadku o macierzy kowariancji

miedzy punktami z jednakowymi wartoéciami wspotczynnikéw

korelacji wg macierzy (21). Obserwuje si¢ wzrost szerokosci

pasma niepewnoéci przy wystepowaniu dodatniej korelacji.

4.7. Porownanie prostych regresji dla statych
niepewnosci bezwzglednych i wzglednych
mierzonych punktéw

Proste regresji i pasma niepewnosci otrzymane dla skorelowa-

nych i nieskorelowanych rzgdnych y, punktéw mierzonych z nie-

pewnosciami wzglednymi 0 = 1 %, poréwnano na rys. 8a, b.
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Taka prosta dla malych wartosci jednakowych wspotezyn-
nikéw korelacji (rys. 8a) odchyla sie od kierunku prostej dla
tych samych rzednych punktéw bez korelacji. Jej wspétczynnik
kierunkowy zmniejszyl sie z 0,978 do 0,869. Granice pasma nie-
pewnosci ulegaja nieznacznemu poszerzeniu dla niepewnosci bez-
wzglednych i praktycznie bez zmian pozostaja granice pasma dla
niepewnosci wzglednych. Liniowo narastajaca niepewnosé typu
B powoduje zachwianie symetrii granic pasma typu A wzgledem
srodka prostej regresji i przesuniecie w kierunku wigkszych war-
tosci. Wskutek tego szerokosé pasma wzrasta wraz ze zmienna
zarowno dla punktéw pomiarowych o skorelowanych jak i nie-
skorelowanych wspoélrzednych.
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0o — Upos skorelowane

- Ugp nieskorelowane
038 .
7 Up,gs nieskorelowane
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Rys. 7 Pasma niepewnosci dla nieskorelowanych i skorelowanych
mierzonych odcietych y; punktéw o macierzy kowariancji U, z (21)
Fig. 7. Uncertainty bands for uncorrelated and correlated y, of measured
points with covariance matrix U, ,,,
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Rys. 8. Przypadki jednakowych niepewnosci wzglednych 6 = 1 % dla
nieskorelowanych i skorelowanych odcigtych y, mierzonych punktéw
o macierzy kowariancji U, (21) 26 =1%,p,=0,1dlai=1,...,9;

a) proste regresji; b) pasma niepewnosci z uwzglednieniem
niepewnosci typu B

Fig. 8. Cases of equal relative uncertainty 6 = 1 % for uncorrelated and
correlated y, of measured points for the covariance matrix U, of (21) with
6=1%,p,=01fori=1,...,9; a) regression lines; b) uncertainty bands
with uncertainty of type B
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5. Skorelowanie wartosci zmiennej
zaleznej Y w pasmie niepewnosci

Obok skorelowania miedzy punktami pomiarowymi, lub jego
braku, punkty nalezace do prostej regresji y = ax + b sa tez
ze sobg skorelowane. Wynika to stad, ze macierz kowariancji
dwéch punktéw prostej regresji y, = ax, + b (dla i = 1, 2) jest
okreslona przez réwnanie propagacji wariancji:

2
[ Uy, Pyyyg Uy, Uy ] _
) =

Pyrys Uy Uy2 Uy
9y 9y 9y 9yy
_| da 00 Uq Pa¥a™ | 9a  da | _
aﬂ aﬂ Pap Uy UE aﬂ aﬁ
da  db ab  db

2.2 2 2 2
=|: Uy Ty + 2‘Tlpabuaub + Uy Uy Ty Lo + (zl + 2:2)ﬁ)abua’u’b + ub:|

2 2 2 2 2
UT Ty + (T + Ty) Pyt + Uy UgTY + 200 00,y

(23)

Iy, % —

gdzie: — =z, =1, s _ 9y
da ab

da T db

Dla y. w punktach ¢ = 1, 2 kwadraty niepewnosci w,, 1 wspOt-
czynnik korelacji migdzy y, i y, sa nastepujace

2 _ 2.2 2
Uy = UTy + 201 P, + Uy (23a)
2 _ 2.2 2
Uyy = UyTy + 2T, P,y + Uy (23b)
2y iy + (2, + +ul
_ UpTy Ty + (T + Ty) Pyl + Uy (23¢)
Py = C
Uy Uy

Jesli pomiary dotycza wyznaczenia prostej regresji opisuja-
cej charakterystyke przyrzadu, procesu lub urzadzenia i bedzie
ona stosowana przy wystepowaniu nieznanych czastkowych ble-
déw systematycznych, niemozliwych do eliminacji w zmiennych
warunkach wplywajacych, to trzeba tez oszacowac¢ niepewnosé
typu B. Zwykle przyjmuje sig, ze wynika ona z dopuszczalnego
maksymalnego bledu £ miernikéw cyfrowych, jako funkcja
liniowa u,(y) = u, + 0(y —y,) lub w funkcji x jako u,(z) = u,,
+0,(b—y,) + 0 az. Niepewnosci zlozone u, prostej regresji sa
wigksze od analizowanych dotad niepewnosci typu A. Niepew-
nos¢ zlozong u,(z) prostej opisuje wzor:

ul(z) = u?, +ul = uir’ + 2zp,u,u, +up +a’SpT’ +
+ 22085 (ug + 850 = yy))+ (upy + 55 (b =)’ (24)
Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymuje sig:
ug(z) = (u? +a’dp)z” +
+22(p ., +ady(ugy + 6p(b—y,))) + i + (ugy + 80—y,
(25)
Z réwnania (25) wynika, ze po uwzglednieniu wplywu niepew-

noéci typu B, efektywne wartosci niepewnosci ztozonych u, ., u,
i wspolezynnik korelacji p , , wyniosa odpowiednio:

c
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ule =ul +a’S; (26a)

e =y + (ugy + (b —y,)) (26b)
oty +adp(upgy + 050 —

Purc = Pap%aly 5 5o + 9p( Z/o)) (26¢)

UgcUpc

Kwadraty niepewnosci zlozonej w punktach z, dla i = 1, 2

WYnosza
uZCZ(:c) = (u? +a’8%)z? +
+ 22, (p,yu,u, +a8>(1+0))+ul + 52(1+b)? (27)

Na rys. 9 przedstawiono pasma niepewnosci wzglednych i bez-
wzglednych opisanych przez (27) dla niepewnosci bezwzglednych
0,5 i dla wzglednych 1 % skorelowanych zmiennych p, = 0,3 dla
i=1, .., 9 z narastajaca liniowo niepewnoscia u,(y) = 0(1 + )
dlad = 1%, gdy uy, =9, y, = 0.

7 rys. 9 wynika, ze w obszarze przewezenia pasma, niepew-
nos¢ dla wartosci skorelowanych y, wzrasta prawie dwukrotnie
w stosunku do nieskorelowanych y, o jednakowych niepewno-
Sciach bezwzglednych przy niewielkim wplywie niepewnosci typu
B nieznacznie asymetryzujacej pasmo wzgledem centralnego
obszaru prostej regresji.

U sy

08 |

o7 | '....‘ ///
N K 4
DN ~ Uoos p=0 0=1% = Uy g5 p=03 0=1% e

06 |\ i\ = Uoos p=0 u=0,5 — Uy 95 p=03 u=05 s

\ | \\\ - 8p95 p=0u=0,5 ... 80,95 p=0,3 u=0,5 e

05 \\ s 2 Bogsp=0 0=1% 805 p=03 0=1% -~

04 v ~—— -
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Rys. 9. Wzgledne i bezwzgledne niepewnosci typu A oraztypu Ai B
tacznie dla skorelowanych p, = 0,3 dlai= 1, ..., 9 nieskorelowanych
zmiennych i z niepewnoscigtypuB 8§=1%z(27)dlau=05i6=1%
Fig. 9. Relative and absolute uncertainties for type A and Type A and B for
correlated variables p, = 0.3 fori = 1, ..., 9 and noncorrelated variables with
taking into account type B as linear uncertainty 6 = 1 % of (27) foru = 0.5
andé=1%

Wyjsciowe niepewnosci wzgledne zmniejszaja sie z poziomu
kilkudziesieciu procent na poczatku prostej regresji do ponizej
10 % na koricu. Dla niepewnosci wzglednych, pasma skorelowa-
nych i nieskorelowanych zmiennych niemal pokrywaja sie. Nie-
znacznie sa wieksze dla wartosci zmiennych nieskorelowanych,
niz dla skorelowanych. Wyjsciowe wielkosci wzgledne liniowo
narastaja do poziomu ponizej 0,3, natomiast wartosci wzgledne
nie przekraczaja poziomu 2-3 %. Wplyw liniowo narastajacej
niepewnosci typu B jest praktycznie niezauwazalny.

Wspétezynnik korelacji miedzy zmiennymi y, i y, z (23b)
prostej regresji z uwzglednieniem niepewnosci typu B (27)
ma postac:

2+ 0283wy + (5, + 20)py wguy + 8y (g + 5 (0 — ) + 1w + S gy + (b — o))’

Pyrys =

Uy Yycy
(28)
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__83=1% p=0
= 85=5% p=0
- 85=1% p=0,5
— 85=5% p=0,5
-=85=1% p=1
—85=5% p=1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rys. 10. Zaleznosci wspétczynnika korelacji p , , dwu wartosci y
prostej regresji w funkcji x, bez wptywu niepewnosci typu B (5, = 0)
dla réznych wartosci x, u = 0,5
Fig. 10. Relationships of the correlation coefficient P12 of two values y of
the regression line as a function of x, without influence of the uncertainty
type B (6, = 0) for different values of x, u = 0.5

Ze wzgledu na liniowa zaleznosé wielkosci y od  zmienne te
sg w pelni skorelowane, co oznacza, ze taki sam wspoétczynnik
korelacji (28) majg zmienne z, i z,.

Rysunki 10 i 11 przedstawiaja zalezno$¢ wspotczynnika kore-
lacji p,,, ze wzoru (28) miedzy dowolnymi rzednymi y prostej
regresji o niepewnosci wedlug (27).

Z rys. 10 wynika, ze wspélczynnik korelacji w funkcji zmien-
nej zalezy od wzajemnego polozenia punktéw, niezaleznie czy
mierzone odcigte y punktow sa skorelowane, czy nie oraz czy
uwzgledniono liniowo narastajaca niepewnos¢ typu B. Najwigk-
sza wartos¢ wspolezynnika o, —1 jest dla punktéw najbliz-
szych i zmniejsza sie wraz z ich oddalaniem sie.

Rysunek 11 pokazuje zaleznos¢ wspolczynnika p, ., w funk-
cji dwoch zmiennych =z, i z, dla trzech wartosci procentowych
niepewnosci wzglednej typu B. Wspdlczynnik ten ma wartosé
Py, = 1 dla linii prostej z; = =, i zmniejsza si¢ symetrycznie
wzgledem tej linii, w miare oddalania si¢ punktow na prostej
regresji. Odpowiadajace niepewnosciom typu B powierzchnie
wyznaczajace wspolezynnik korelacji ukladaja sie nad soba ze
wzrostem lub zmniejszaniem si¢ wartosci 6, = 1%, 3% i 5 %,
odpowiednio przy braku skorelowania i przy pelnym skorelowa-
niu migedzy punktami pomiarowymi.

6. Wyznaczanie linii prostej dla dwoch
wielokrotnie mierzonych punktow
pomiarowych

Najprostszym przypadkiem jest wyznaczenie prostej i jej pasma
niepewnoséci dla liczby punktéw pomiarowych n = 2 [14, 15].
Linia ta przebiega przez wartosci srednie wynikéw wielokrotnych
pomiaréw obu punktéw, a zalezno$¢ niepewnosci w funkcji poto-
zenia wybranej wartosci zmiennej Y jest wazonym splotem
zmiennych Y, i Y, z uwzglednieniem ich korelacji. Niepewnosci

8y =1%

Pyiyz Pyiyz

R T ° %

.

p=1 p=0

Rys. 11. Wykresy 3D wspétczynnika korelacji w funkciji x, i x,

dla skorelowanych i nieskorelowanych odcietych y punktéw
pomiarowych i réznych niepewnosci wzglednych typu B

Fig. 11. Three dimensional (3D) charts of the correlation coefficient as
a function of x, and x, for correlated and non-correlated variable y of
measurements points and different relative uncertainties of type B
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w punktach 2, i z, oznacza si¢ odpowiednio przez u, = u(y,), dla

i =1, 2 i wspélczynnik korelacji miedzy ich zmiennymi Y —
1

1-p*

z macierzy kowariancji i jej odwrotnosci w postaciach

L/ui —p/uu,
—p/uu, 1/ul (29)

jako p. Po przyjeciu oznaczen ¢ = u, / u, 1 y=

2

U Uy U § 1
UY=[ i plf} Uy =—;
Putly Uy P

wyznacza si¢ parametry (6a—f). Dla dwu mierzonych punktéw
sq one nastepujace:

S=1TU;}1=¢{i+i— 2p

u12 “% Uy Uy

j: yup? (1 +e? - 2p£) (30a)
S, =X"Uy1=1"Uy X = y;* (zl + 3,67 — pe(z, + xQ)) (30b)

S, =X"UyX = }/uf(xf +azye’ — 2,05:51:52) (30c)
A=5, —(8,) = Pur'e (- p*fay - P (30d)

S, = YU =1"ULY = yui*(y, +y6” - pe(y, +)) (30¢)

S, =X'"UyY =Y'UyX =

= yu;” (xlyl + 20" — pe(zyy, + 31”2?/1)) (301)

Z (9a, b) otrzymuje sie wspélezynnik kierunkowy a i wyraz
wolny b réwnania prostej dla dwu punktow

- 585y~ 8.5, _ yiui'e? (1_ pz)(% -2 )yo —y1) _y2—

a - = (31a)
A 721‘1452(1_,02)(552_1”1)2 Ty— T
b= SySe = 5aSuy _ 72“f4€2(1_92xmzy1 — 71,) _
A 7’2u1‘482(1—/02)($z —z, )
=L oh Ty T Yy =Yy — ATy (31b)

Ty — T,

Jest to taka sama prosta regresji, jak dla dwu punktéw
o wspélrzednych bez korelacji. Z (12b-d) wyznacza si¢ nastepu-
jace wariancje i element niediagonalne macierzy kowariancji U, ;:

2 S uf +u) —2puu,

u, =— 32a
oA (3 —)? 32
Wl = Ss _ zyul +zius — 2p2u1u2:v1x2 (32b)
A (zy — )
2 2
+ - —_
Puyliylly, = _S, _ pugty (T + 3y) — Tou; — Tyuy (33)

A (z, _371)2

Pasmo niepewnosci prostej regresji wyznaczono z niepewnosci
skorelowanych parametréw a i b:
oy (2) = ug@” + 20p .0, + 4y (34)
Po podstawieniu (32a, b) do (34) oraz zgrupowaniu wyrazéw
dla uf, 2purus i ug otrzymuje sie:
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uZ, () =u} Lot 2pu,uy (@, —2)( _2$1)+ u; T7% | (35)
Ty =Ty (23 — ) Ty =Ty

Gdy zmienng X przedstawi sie jako érednia wazona dwdéch

punktéw sasiadujacych o wspétrzednych z, i z,, czyli jako z =

(1 - k)2, 4 kz, ze zmienng k z przedziatu 0 < k < 1, ktéra okresla

pozycje punktu z, to niepewnos¢ u , przyjmie prostsza postac:

oy (K) = (1= k) u? +2p(1 = k)kuyuy + k*u (36)

Identyczna postac zaleznodci, jako pierwiastka kwadratowego
z wazonej sumy kwadratéw niepewnosci dla koncéw interpolowa-
nego przedziatu oraz podwdjnego iloczynu niepewnosci z wagami
i wspolezynnikiem korelacji, autorzy otrzymali dla wyznaczania
niepewnosci w punkcie z [14, 15].

7. Podsumowanie i wnioski

Jest to druga z serii prac, ktére autorzy poswiecili analizie
doktadnosci metod regresji liniowej pod katem ich zastosowania
w metrologii i technice pomiarowej. Przypadki dla nieskorelowa-
nych danych mierzonej zmiennej zaleznej Y oméwiono w [19].
W niniejszej pracy analizuje si¢ uogélnienie dla skorelowanych
danych pomiarowych Y.

Réwnanie linii prostej i jej pasmo niepewnosci wyznacza sie tu
metoda wazonej regresji liniowej. Zastosowano ocene niepewnosci
pomiaréw oparta na zaleceniach Przewodniku GUM [5], w tym
uwzgledniono niepewno$¢ typu B pomijana dotychczas w lite-
raturze o regresji oraz niepewnosci wzgledne charakteryzujace
pomiary cyfrowe. Réwnanie prostej zalezy od wartosci mierzo-
nych rzednych y, i od elementéw macierzy kowariancji. Korelacje
zmiennej Y opisuje sie przez niediagonalne elementy macierzy
kowariancji U,

Rozwazono wplyw dodatniego skorelowania miedzy rzednymi
punktéw pomiarowych. Taka korelacja zmienia parametry réw-
nania prostej regresji i poszerza jej pasmo niepewnoéci. Przy
wzroscie wspolczynnika korelacji sasiednich punktéw mierzonych
wzrasta tez nachylenie prostej regresji. Najszersze pasmo niepew-
nosci tej prostej wystepuje przy pelnym skorelowani wartosci
zmiennej Y, tj. gdy p = 1. Wéwezas prosta regresji dla rzednych
skorelowanych jest identyczna jak bez korelacji. Zmienne z i y
punktéw prostej sa w pelni skorelowane jako zalezne liniowo.

Przy proporcjonalnej zmianie niepewnosci wszystkich mierzo-
nych punktéw, parametry prostej regresji pozostaja bez zmiany
i zaleza tylko od elementéw macierzy kowariancji. Szerokosé
pasma niepewnosci zalezy liniowo od jednakowej dla wszystkich
punktéw niepewnodci bezwzglednej zdeterminowane]j przez nie-
diagonalne elementy macierzy korelatora.

Jednakowe wspolczynniki korelacji miedzy rzednymi punk-
téw pomiarowych daja réwnanie prostej regresji identyczne jak
w przypadku wielkosci nieskorelowanych. Przy jednakowej nie-
pewnosci wzglednej wszystkich punktéw otrzymuje sie te same
rownanie prostej regresji dla réznych wartosci tej niepewnosci.
Jest ono inne niz dla jednakowej niepewnosci bezwzglednej. Doty-
czy to tez granic pasm niepewnosci.

Wyznaczane z pomiar6éw pasma niepewnoéci typu A prostej
regresji, podobnie jak dla zmiennych nieskorelowanych, prze-
biegaja hiperbolicznie i ich odcigte sa symetryczne wzgledem
tej prostej. Dla jednakowych niepewnosci wzglednych granice
pasma niepewnosci prostej regresji tez sa rozchylonymi hiperbo-
lami o stycznych ukosnych wzgledem tej prostej. W srodkowej
czesci pasma wystepuje przewezenie o szerokosci S zaleznej od
parametrow macierzy kowariancji.

Przy pelnej korelacji, tj. dla p = 1, hiperboliczne przebiega-
jace granice pasma niepewnosci staja si¢ liniami réwnoleglymi
do prostej regresji. Ze wzrostem wspoétczynnika korelacji miedzy
rzednymi punktéw badanych istotnie zmniejsza sie wspétczyn-
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nik kierunkowy prostej regresji. Punkty znajdujace si¢ wewnatrz
pasma niepewnosci prostej regresji sa skorelowane tym silniej, im
sg blizej siebie i ich wspélczynnik korelacji dazy do 1. Dotyczy to
calego zakresu zmiennej y.

Niepewno$¢ typu B szacuje sie heurystycznie na podstawie
maksymalnego dopuszczalnego bledu miernika F o angielskim
akronimie MPB jako odchylenie standardowe E / V3 réwnomier-
nego rozktadu o rozstepie 2E. Zwykle btad FE zalezy liniowo od
mierzonej wartosci y (np. dla przyrzadéw cyfrowych). Niepewnosé
typu B sumuje sie geometrycznie z niepewnoécia typu A prostej
regresji otrzymanej z pomiaréw (pierwiastek z sumy kwadratéw).
Wskutek tego wypadkowe pasma niepewnosci ztozonej i rozsze-
rzonej poszerzaja si¢ wraz ze wzrostem y i z.

Doktadno$¢ parametréw prostej regresji prostej zwieksza sie
przy wielokrotnym pomiarze wartosci rzednej y, punktéw o okre-
$lonej odcietej z. Wyniki obserwacji w takiej serii sa bliskie sie-
bie i trzeba uwzgledni¢ wplyw autokorelacji za pomoca lokalnej
macierzy kowariancji dla danego punktu, lub skorzystac¢ ze wzoru
na efektywna liczbe pomiaréw [4, 7-9).

Wykryto, ze dla zmiennych o wartosciach skorelowanych i nie-
okreslonej macierzy kowariancji moze pojawié¢ si¢ osobliwo$¢é A
= 0, ktéra nie wystepuje, gdy macierz ta jest dodatnio okreslona.
W literaturze o regresji liniowej nie natrafiono na informacje o ist-
nieniu tej osobliwosci ani na wskazéwki — jak dalej postepowac.
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Uncertainty of Measurement in the Linear Regression Method

Part 2. Uncertainty Bands of the Regression Straight-Line for the Correlated
Data of Y Variable

Abstract: This is the continuation of authors’ works on the description of the accuracy of various
straight-line cases determined from the results of linear regression measurements. In the first work,
the essence, criteria and dependencies of the regression method were examined, as well as simulated
examples of determining simple uncertainty bands fitted to measured points with uncorrelated
ordinates. The GUM Guide was referred to and the B type uncertainty not discussed yet in the literature
about the application of the regression method in measurements was taken into account. This work
discusses determining the equation of a simple regression and its uncertainty bands from measuring
points with ordinates with autocorrelation. This is illustrated by examples with precisely known abscissa
and ordinates with different correlation variants, and absolute and relative uncertainty types A and B.
Proposed is the extended method for assessing the accuracy of simple regression takes into account
both the correlation of the Y variable data and the impact of type B uncertainty in routine measurements.

Keywords: linear regression, band, uncertainty of Aand B type, measurements, correlation
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cych i importujgcych kasy rejestrujace. Przygotowywat i uczestniczytw cer-
tyfikacji nowych modeli kas w Ministerstwie Finansow oraz prowadzit szko-
lenia i serwis urzadzen fiskalnych. Od 2006 r. pracuje w Gtownym Urzedzie
Miar. Zajmowat sie zatwierdzeniem typu i ocena zgodnosci taksometrow
elektronicznych i miernikéw predkosci w ruchu drogowym, a obecnie jako
gtowny metrolog rozwija metody matematyczne szacowania niepewnosci
pomiarowych.
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