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Wplyw polozenia i ksztaltu
elementu piezoelektrycznego
na pozyskiwang energie elektryczng

1 Wstep

Od kilkudziesigciu lat materiaty piezoelektryczne sg wykorzystywane jako elementy
pomiarowe i wykonawcze w wielu uktadach mechanicznych. Wazng grupe, ze wzgledu
na zastosowania techniczne, stanowig aktywne struktury cienkoscienne. Warunkiem
przeprowadzenia poprawnej analizy takich uktadéw jest opracowanie odpowiednich
modeli matematycznych. W uproszczonych modelach zaktada si¢ idealne potgczenie
przetwornikéw piezoelektrycznych z ukladem gtéwnym. Zaawansowane modele
aktywnych belek, w ktérych wprowadzona zostata warstwa kleju, opisane sg migdzy
innymi w pracach [1, 5]. Uwzglednienie szerokiego spektrum zjawisk zwigzanych
z dziataniem zlozonych uktadéw mechatronicznych umozliwiajg symulacje numeryczne
przeprowadzane metodg elementéw skoniczonych.

Pod koniec lat dziewigédziesigtych dwudziestego wieku zauwazalny jest wzrost
zastosowan  roztozonych powierzchniowo elementéw  piezoelektrycznych
do pozyskiwania energii elektrycznej z traconej energii drgan uktadéw mechanicznych
[7]. Sprawnos¢ transformacji energii jest stosunkowo mata, biorgc pod uwage stosunek
uzyskanej energii elektrycznej do energii wzbudzenia drgan mechanicznych.
Stosowanie tego typu generatoréw ma sens przy odzysku energii z tzw. szkodliwych
drgan, ktére wystepujg w wielu urzagdzeniach i zwykle sg Zrédlem energii cieplnej
lub fal akustycznych. W takim przypadku zapewnienie mozliwie efektywnej zamiany
czgsci energii mechanicznej na elektryczng jest uzasadnionym dziataniem naukowo-
-badawczym.

W niniejszym artykule, ktéry jest rozszerzeniem pracy [3], przedstawiono analize
wplywu polozenia 1 ksztaltu elementu piezoelektrycznego, przyklejonego
do powierzchni belki, na warto$¢ generowanego napiecia. W celu weryfikacji wynikéw
postuzono si¢ dwiema metodami obliczeniowymi: metoda analityczng i metoda
elementéw skonczonych.

2 Analizowany uktad

Rozwazanym uktadem jest stalowa belka wysiegnikowa z przyklejonym do jej
powierzchni elementem piezoelektrycznym, stuzgcym do generowania energii
elektrycznej (rys.1).
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Rys.1. Schemat rozwazanego ukladu pozyskiwania energii elektrycznej
Fig. 1. Scheme of the considered energy harvesting system

Zastosowano generatory piezoelektryczne w ksztalcie tréjkgtnym i prostokgtnym [4].
Wspétrzedne x; i x,, okreslajgce polozenie elementu piezoelektrycznego, wyznaczono
na podstawie obliczen tak, aby uzyska¢ efektywne dzialanie generatora. Zatozono, ze
drgania belki wymuszone sg harmonicznym ruchem podpory.

3 Opis modelu uktadu w metodzie elementéw skonczonych

W obliczeniach MES postuzono si¢ komercyjnym oprogramowaniem ANSYS.
Modelujac  belke wysiggnikowg, wybrano elementy os$mioweztowe Solid45.
Do modelowania generatora piezoelektrycznego uzyto elementy Solid5 z dodatkowymi
elektrycznymi stopniami swobody — dokladny opis mozna znalezé w [8]. Dzialanie
elektrod, polegajace na usrednieniu obliczanego napiecia, uzyskano poprzez polgczenie
wezléw generatora odpowiednio na gérnej i dolnej powierzchni. Natozenie warunku
zgodnosci przemieszczen sgsiadujgcych ze sobg wezldéw warstwy piezoelektryka i belki
spetnia postulat idealnego potagczenia. Siatke elementéw skonczonych (rys. 2) dobrano,
biorgc pod uwage dokladnosé, czas obliczen oraz obcigzenie pamigci obliczeniowej
komputera. Przyjeto harmonicznie zmienne w czasie przemieszczenie podpory jako
wymuszenie drgan belki. Program ANSYS zastosowano do symulacji numerycznych
o charakterze statycznym i dynamicznym. Wykorzystano analiz¢ modalng w celu
wyznaczenia czestotliwosci drgan wlasnych uktadu oraz analize harmoniczng, ktérej
wyniki przedstawiono w postaci charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych.
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Rys.2. Model MES z generatorem w ksztalcie prostokgta
Fig.2. FEM model with a rectangular shape generator

4 Opis analitycznego modelu uktadu

Uktadem podstawowym jest belka wysiegnikowa, opisana zgodnie z teorig Eulera-
Bernoulliego. Drgania belki lepkosprezystej, wymuszone poprzez ruch harmoniczny
podpory, mozna zapisa¢ réwnaniem (por. [3]):

E, 6"}?_{_ &y + ppbt a:F— 0 €))]

wln axt Hy ax'Or Pr L

gdzie: y(x,f) — ugiecie belki w bezwzglednym ukladzie odniesienia; Ey Jo i, O —
odpowiednio modul Younga, moment bezwladnosci przekroju poprzecznego, czas
op6znienia (model Kelvina-Voigta), gesto$¢ materiatu belki; b i #, — odpowiednio
szerokosé 1 grubosé belki.
W rozwazanym przypadku warunki brzegowe majg postac:
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gdzie y,(f) jest pionowym przemieszczeniem utwierdzonego konca belki.
Podstawiajgc do réwnania (1) wyrazenie

vix,t) =y (t) +w(xt) ©)
otrzymano nastepujace rownanie drgan gigtnych belki w uktadzie wzglednym:

d*w(x,t) ®w(x, t) Fw(x,t) .
Eply Bt + by R + Pbbth = —py bty ¥, (L) )

gdzie w(x,?) jest ugieciem belki wzgledem jej nieodksztatconej osi.

W tym przypadku warunkom brzegowym (2) nalezy nada¢ postac:
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Do rozwigzania réwnania drgan rozwazanego ukladu postuzono sie metodg
przepustowosci widmowej, ktérej zastosowanie, w odniesieniu do belki aktywnie
tlumionej przy pomocy elementéw piezoelektrycznych, opisane jest miedzy innymi
w pracy [6].

Zaleznos¢ ugiecia belki od wymuszenia przemieszczeniem podpory opisano
w dziedzinie czgstotliwosci wzorem:

wix, wl _ Z AW, (x)w?
w?

¥1(w) - w? tipwie

gdzie: W,(x) — funkcja wlasna n-tej postaci drgan; A, i @, — odpowiednio amplituda
i czestosé n-tej postaci drgan; @ — czestos¢ wymuszonych drgan belki.

H,, (%, ) =

(6)

Przepustowos¢ widmowg H,(@), zdefiniowang jako stosunek generowanego napigcia
V(@) do wymuszenia ruchem podpory y;(@), podano w nastepujgcej formie:

Ve A_S_w®
H, ()= A )=—r:az — (7
’ ¥y (w) - wy — w* i,

We wzorze (7) S, jest stalg elementu piezoelektrycznego odpowiadajgcg n-tej postaci
drgan:
n

i !':cizw;(xj
<o

Al
przy czym funkcjg b,(x) opisano zmiang szerokosci warstwy generatora wzdluz osi
belki.

Symbolem C, oznaczono stala generatora, ktérej warto$¢ zalezy od wlasciwosci
materiatowych i parametréw geometrycznych uktadu.

(t, ; ) ©)

gdzie: dy; — stala piezoelektryczna, E, — modul Younga generatora, f, — grubos¢
warstwy generatora, ¢ — pojemnos¢ elektryczna zdefiniowana wzorem:

b, (x)dx ®)

C, =dyuE,

£33
€= 4, T (10
il
w ktérym A, jest czynng powierzchnia elektrody, &; — przenikalnoscig dielektryczna.

W celu przeprowadzenia ilosciowe] oceny efektywnosci generatora, wprowadzono
modalny wspétczynnik tadunku elektrycznego g,, wyrazony w jednostkach C/m:

(ty # ]
G — Spdy B, T (1n
W  obliczeniach metodg analityczng wykorzystano dostepny pakiet Wolfram
Mathematica 7.0.
5 Przyktadowe wyniki obliczen

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono obliczenia analityczne, ktérych celem byto
wyznaczenie potozenia 1 ksztaltu generatora piezoelektrycznego o mozliwie
efektywnym dziataniu. W obliczeniach przyjeto dane liczbowe zapisane w tabeli 1.

134



Wptyw polozenia i ksztaltu elementu piezoelektrycznego
na pozyskiwanaq energie elektrycznq

Tabela 1. Podstawowe parametry geometryczne § materiatowe
Table 1. Basic geometrical and material parameters

Parametry Belka Generator(PZT)
Wymiary [mm)] 270%x25x%1 (X5-%1)%25%0,2
Modut Younga [Pa] 2,16-10" 6,3-10"°
Liczba Poissona 0,33 0,3
Gestosé [kg/m’] 7800 7280
Czas op6znienia [s] 2:107 1-10°
Potozenie generatora [mm] xi=1 .

X, zmienne
Stata piezoelektryczna ds; [m/V] 1,90-1071°
Stata piezoelektryczna ds; [m/V] 425101
Stata piezoelektryczna dis [m/V] 5,06-1071°
Przenikalnos¢ dielektryczna [F/m] 8,85-1012

Jako kryterium doboru odpowiedniej dlugosci piezoelementu przyjeto wartosé
wytwarzanego tadunku elektrycznego. Umiejscowienie generatora zwigzano z obszarem
najwigkszej krzywizny pierwszej postaci drgan wilasnych belki. W modelu
analitycznym wprowadzono zastgpczy modut Younga materiatu belki, obliczony przy
zatozeniu réwnosci pierwszej czestotliwosci drgan wlasnych poréwnywanych modeli
uktadu — opisanego analitycznie i za pomocg elementéw skonczonych.

Pokazane na rysunku 3 krzywe przedstawiajg zaleznos¢ wspdlczynnika generowanego
tadunku przy pierwszej postaci drgan od dlugosci elementu piezoelektrycznego. Linia
ciggla odpowiada elementowi prostokgtnemu, a linia przerywana — elementowi
w ksztalcie trojkgta rownoramiennego o podstawie znajdujgcej si¢ przy podporze belki
wysiggnikowej. W przypadku elementu tréjkgtnego widoczny jest wzrost wartosci
tadunku elektrycznego wraz ze zwigkszaniem dlugosci generatora. W elemencie
prostokatnym wptyw dlugosci elementu na warto$¢ tadunku wyraznie maleje,
gdy dtugos¢ generatora przekracza dwie trzecie dtugosci belki, mierzagc od punktu
zamocowania. Dalsze wydtuzanie elementu piezoelektrycznego jest nieuzasadnione
ze wzgledu na minimalng krzywizne w poblizu swobodnego konca belki. Podobne
rezultaty uzyskano w pracy [3].
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Rys. 3. Zaleznosé wspdtczynnika tadunku q; od dlugosci generatora piezoelektrycznego

Fig. 3. Dependence between the electric charge coefficient q; and piezoelectric
generator length

Na rysunku 4

(por. wzory 91 10).
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Rys. 4. Charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe generowanego napigcia,
drgania w zakresie pierwszej czestotliwosci rezonansowej

Fig. 4. Amplitude-frequency characteristics of generated voltage, the first natural
frequency vibrations
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amplitudowo-czestotliwosciowe
generowanego napiecia w przetwornikach: tréjkatnym (linia przerywana), prostokgtnym
o dwdéch trzecich dlugosci belki (linia ciggta) oraz prostokatnym przyklejonym na calej
dlugosci belki (linia kropkowana). W generatorze rozlozonym na calej powierzchni
belki wartos¢ amplitudy napigcia jest mniejsza niz w dwéch pozostatych przypadkach.
Efekt ten spowodowany jest wzrostem pojemnosci elektrycznej wraz ze wzrostem
powierzchni elektrody i w konsekwencji zmniejszeniem wartosci stalej generatora C,
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Na rysunku 5 pokazane sg charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe napigcia
wokot drugiej czgstotliwosci rezonansowej. Przetwornik tréjkatny wytwarza nizsze
napigcie w poréwnaniu z przetwornikami prostokgtnymi. Wynika to z ksztattu drugiej
postaci drgan wiasnych belki, przy ktérej stosunkowo maly fragment elementu
piezoelektrycznego znajduje si¢ w obszarze najwigkszej krzywizny.

Na rysunku 6 poréwnano wyniki, otrzymane metodg analityczng i metodg elementéw
skonczonych, w przypadku generatora piezoelektrycznego w ksztalcie prostokata
odlugo$ci dwdch trzecich dlugosci  belki. Linig przerywang przedstawiono
charakterystyke obliczong metoda elementéw skonczonych, natomiast linig cigglg —
wyznaczong metodg analityczng. Model MES mozna uzna¢ za dokladniejszy
ze wzgledu na opis generatora piezoelektrycznego, w ktérym uwzgledniono parametry
materiatowe w uktadzie przestrzennym, a takze tlumienie wewnetrzne. W modelu
analitycznym wlasciwosci generatora ograniczono tylko do jednokierunkowego efektu
piezoelektrycznego, wywolanego wzdluznym odksztatlceniem. Uproszczenie to jest
przyczyng pewnych réznic w  przebiegu charakterystyk  amplitudowo-
czgstotliwosciwych.
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Rys. 5. Charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe generowanego napigcia,
drgania w zakresie drugiej czestotliwosci rezonansowej

Fig. 5. Amplitude-frequency characteristics of generated voltage, the second natural
frequency vibrations
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Rys. 6. Charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe generowanego napigcia,
drgania w zakresie plerwszej czestotliwosci rezonansowej; poréwnanie wynikow
metody analitycznej i MES

Fig. 6. Amplitude-frequency characteristics of generated voltage, the first natural
frequency vibrations; results comparison of the analytical method and FEM
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Rys. 7. Charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe generowanego napigcia,
drgania w zakresie drugiej czestotliwosci rezonansowej; poréwnanie wynikow
metody analitycznej i MES

Fig. 7. Amplitude-frequency characteristics of generated voltage, the second natural
frequency vibrations; results comparison of the analytical method and FEM
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W przypadku drgan w zakresie drugiej czestotliwosci rezonansowej (rys. 7) bardziej
widoczny jest efekt wprowadzonych uproszczen w modelu analitycznym w stosunku
do modelu MES. Ma tu takze znaczenie sposéb doboru sztywnosci zastgpcze] belki,
na podstawie  zgodnosci tylko pierwszych czestotliwosci drgan  wlasnych
poréwnywanych modeli.

6 Uwagi koncowe i wnioski
W pracy przedstawiono model MES i model analityczny belki wysiggnikowej z idealnie
Zamocowanym generatorem piezoelektrycznym, poddane;j wymuszeniu

kinematycznemu ruchem podpory. Zbadano wptyw potozenia i ksztaltu elementu
piezoelektrycznego na pozyskiwang energie elektryczng.

Przeprowadzono obliczenia symulacyjne modelu analitycznego z elementem
piezoelektrycznym w ksztalcie tréjkatnym i prostokgtnym. Wyznaczono efektywng
dlugo$¢ generatora prostokgtnego na podstawie analizy wartosci wspdlczynnika
tadunku elektrycznego przy pierwszej czestotliwosci drgan wlasnych belki.
Stwierdzono, ze element prostokatny o dwdéch trzecich dlugosci belki jest réwnie
efektywny, z punktu widzenia generowanego napiecia, jak element tréjkatny roztozony
na calej dtugosci belki. Wykazano réwniez, Ze generator prostokgtny roztozony na calej
dlugosci belki pozyskuje najmniej energii z drgan mechanicznych uktadu gtéwnego.
Spowodowane  jest to  zmiang pojemnosci  elektrycznej  przetwornika
piezoelektrycznego. Wyniki otrzymane metodg analityczng i MES wykazujg zblizong
maksymalng warto$¢ wytwarzanego napiecia, przy czym przyczyng obserwowanych
réznic sg uproszczenia wprowadzone w modelu analitycznym.

Generowane napigcie elektryczne, w przypadku drgan z drugg czestotliwoscig
rezonansowg, ma najwiekszg wartos¢ przy zastosowaniu przetwornika prostokgtnego
rozlozonego na calej dlugosci belki wysiegnikowej, a najmniejszg, gdy element
piezoelektryczny ma ksztatt tréjkgta. Wynika to z polozenia obszaru najwigkszej
krzywizny belki przy drugiej postaci drgan, ktéremu odpowiada znacznie mniejsza
efektywna powierzchnia przetwornika piezoelektrycznego.

7 punktu widzenia efektywnosci odzysku energii elektrycznej z energii drgan
mechanicznych, w analizowanym przyktadzie belki wysiggnikowej najkorzystniejsze
jest zastosowanie generatora prostokgtnego, roztozonego na dwéch trzecich dtugosci
belki.
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Streszczenie

W niniejszej pracy skupiono si¢ na zbadaniu wptywu ksztattu i potozenia generatora
piezoelektrycznego na pozyskiwane napigcie. Rozwazono uktad mechaniczny w postaci
belki  wysiggnikowej z  przyklejonym  przetwornikiem  piezoelektrycznym,
spolaryzowanym poprzecznie. Zastosowano generator w ksztalcie prostokgtnym
itréjkatnym. Na podstawie obliczen analitycznych dokonano wyboru mozliwie
efektywnego generatora. Wyznaczono charakterystyki amplitudowo-czgstotliwos$ciowe
wytwarzanego napiecia w przypadku drgan belki w zakresie pierwszej i drugiej
czgstotliwosci rezonansowej. Do obliczen poréwnawczych, przeprowadzonych metodg
elementéw skonczonych (MES), wybrano generator prostokatny, roztozony na dwéch
trzecich ditugosci powierzchni belki. Wykazano zadowalajgcg zgodnosé wynikéw
uzyskanych metodg analityczng i MES.

Stowa kluczowe: piezoelektryk, belka, MES, pozyskiwanie energii elektrycznej

Influence of the piezoelectric element position
and shape on energy harvesting

Summary

This study focuses on examining the influence of the shape and position of the
piezoelectric generator on the harvested voltage. The considered mechanical system is
the cantilever beam with the glued transversely polarized piezoelectric transducer. Both
rectangular and triangular generators were used. Using analytical calculations,
the generator's shape was selected as efficiently as possible. Amplitude-frequency
characteristics were determined in the first and second resonant frequency range.
The rectangular generator covering two-thirds of the upper surface of the beam was
selected for comparative calculations. The results of both methods were compared
with acceptable agreement.

Keywords: piezoelectric, beam, FEM, energy harvesting
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