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Streszczenie. W pracy rozwigzano zadanie poczatkowo-brzegowe propagacji plaskiej fali naprezenia
w tarczy stalowej metoda ruchomych najmniejszych kwadratéw. Stosowano rdézne siatki weztow.
W przypadku siatek z weztami generowanymi losowo istotne znaczenie ma wybdr wezléw sasiedztwa
aproksymacyjnego. Przyjeto kryterium topologiczne wynikajace z triangulacji zbioru weztéw, ktéra
minimalizuje faczng dlugoé¢ krawedzi triangulacji. Stwierdzono, ze triangulacyjny sposéb wyboru
otoczenia aproksymacyjnego i wygladzanie siatki nieregularnej metoda Laplace’a znacznie poprawia
dokladno$¢ rozwigzania. Efekt odbicia fali naprezenia od brzegu swobodnego modelowano przez
wprowadzenie wezlow fikcyjnych (poza obszarem tarczy). Otrzymane rezultaty poréwnano z wynikami
obliczent metoda réznicowa, stwierdzajac ich zgodnos¢ jakosciows i ilodciowa.
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1. Wstep

Wspolczesne problemy mechaniki konstrukeji s rozwigzywane gtéwnie metoda
elementéw skonczonych (MES). Ma ona ugruntowane podstawy matematyczne,
bogata biblioteke oprogramowania i jest skuteczna w modelowaniu nawet bardzo
ztozonych zagadnien poczatkowo-brzegowych mechaniki. Istnieje jednak grupa za-
gadnien, w ktérych MES ujawnia swoje wady. Na przyktad analiza procesow duzych
deformacji. W takich przypadkach elementy moga zmienia¢ swoj ksztalt na tyle,
ze prowadzenie dalszych obliczenn wymaga zupelnej regeneracji siatki elementow.
Powtdrne tworzenie siatki zwykle wiaze sie z utratg pierwotnej doktadnosci obliczen
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lub zbieznosci. Innym przyktadem jest analiza proceséw powstawania i propagacji
pekniec przy obciagzeniach dynamicznych. Wptyw konfiguracji elementéw na kie-
runki rozwoju szczelin moze uniemozliwi¢ prawidtowa ocene tego, w istocie silnie
niestatecznego zjawiska. Usuwanie tych ograniczen w ramach samej MES jest dos¢
klopotliwe z uwagi na fakt, ze wezly taczy $cista relacja z elementami.

Ograniczen tych nie majg tzw. metody bezsiatkowe [1, 2, 3]. Stanowig one pewne
uogolnienie metody réznic skonczonych, w ktérej elementem kluczowym jest wezel.
W metodach bezsiatkowych aproksymacja jest rozpieta na zbiorze wezldéw i nie ma
dodatkowych relacji miedzy weztami a elementami. Zaleta metod bezsiatkowych
jest to, ze mozna je implementowa¢ w wersji adaptacyjnej, ze zmienng gestoscia
weztow. W efekcie problemy modelowania duzych deformacji, propagacji peknie¢
itp. mozna rozwigza¢, spelniajac wymagania sformufowan adaptacyjnych w sposéb
naturalny.

W metodach bezsiatkowych stosowana jest najczesciej aproksymacja wynika-
jaca z minimalizacji bledu metoda najmniejszych kwadratéw. W niniejszej pracy
wykorzystano metod¢ ruchomych najmniejszych kwadratéw (ang. Moving Least
Squares — MLS). Strukture tej metody okreslaja nastepujace elementy:

— baza wielomianowa, niekiedy wzbogacana o funkcje modelujace réznego

typu nieciaglosci,

— funkcja wagowa okreslona na no$niku zwartym, zwigzana z kazdym weztem

siatki lub lokalnie z punktem, w ktérym definiujemy aproksymacje,

— zbidr wspoélczynnikow aproksymacji zaleznych od potozenia punktu.

Nosnik funkcji wagowej definiuje obszar wplywu wezla na aproksymacje. Ist-
nieje wiele sposobéw definicji obszaru wplywu, wiele tez wprowadzono réznych
funkcji wagowych.

Niniejsza praca stanowi wstep do bardziej zaawansowanych analiz zjawiska
zniszczenia w materiatach niesprezystych przy obcigzeniach dynamicznych z wyko-
rzystaniem metod bezsiatkowych. Jest takze kontynuacjg wezesniejszych prac autora
wraz z prof. P. Perzyng, w ktorych wykorzystywano metode réznic skoficzonych
w sformulowaniu konwekcyjnym do modelowania proceséw duzych deformacji
i propagacji peknie¢ w metalach obcigzonych dynamicznie [4, 5]. Wydaje sie, ze
konwekcyjne ujecie metody ruchomych najmniejszych kwadratéw otworzy mozli-
wosci bardziej efektywnej analizy tych zagadnien.

W rozdziale 2 pracy sformulowano zagadnienie poczatkowo-brzegowe pro-
pagacji plaskiej fali naprezenia. Problem ten w niniejszej pracy pelni role testu
proponowanej numerycznej metody rozwigzania (MLS).

Rozdzial 3 zawiera sformulowanie metody ruchomych najmniejszych kwadra-
tow, a takze stosowanej w obliczeniach funkeji wagowej. W rozdziale tym podano
réwniez sformulowanie réznicowe problemu wykorzystywane do odpowiednich
poréwnan na etapie analizy rezultatéw obliczen numerycznych.
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W rozdziale 4 przedstawiono rezultaty analizy numerycznej. Przedmiotem tej
analizy jest cienka tarcza stalowa poddana wymuszeniu kinematycznemu na czesci
brzegu. Przyjeto dwa rodzaje siatek wezldw do aproksymacji MLS. Jako pierwsza
analizowano siatke wezloéw generowanych losowo w obszarze tarczy. Do wyboru
wezlow otoczenia aproksymacyjnego wykorzystano triangulacje minimalizujaca
faczng dlugos¢ krawedzi triangulacji. Takie podejscie umozliwito takze poprawe
jako$ci generowanej losowo siatki jedna z metod wygladzania. Druga siatke tworzy
regularny zbior wezléw (siatka prostokatna), w ktérym zbiory weziéw aproksymacyj-
nych okreslano wedlug kryterium odleglosciowego. Rozwazano rozne liczby weztéw
w tych zbiorach, adekwatnie do rzedu aproksymacji 1 lub 2. Otrzymane wyniki
poréwnano z rozwigzaniem réznicowym. Wnioski konicowe zawiera rozdziat 5.

2. Sformulowanie problemu
W kartezjanskim ukladzie wspétrzednych prostokatnych zbiér poszukiwanych

funkcji problemu w plaskim stanie naprezenia tworza odpowiednio sktadowe stanow
przemieszczenia, odksztalcenia i naprezenia:

. (x,3.1) €. (%, ,1) 0o (X, 2,0)
u(x,y,z):L”‘ (x’y’t)} B, 0,0 =| £, (5,00) |, (5 p,0) =| 0,,(x,3,0) | (2.1)
o Vo (E0) NESR)

Funkcje te zalezg od dwoch zmiennych przestrzennych x i y oraz czasu t. Rdwnania
ruchu mozna zapisa¢ w postaci jednego réwnania macierzowego:

pi=D'c, (2.2)

w ktérym macierz operatorowa ma nastepujacg strukture:

(2.3)

Wektor przyspieszenia
i' =o' =[i, ii], (2.4)

a p jest gestoscig materiatu.
Liniowe zwigzki geometryczne przyjmuja postaé

€ =Du. (2.5)
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Zalezno$¢ pomiedzy stanem naprezenia i stanem odksztalcenia wyrazimy
prawem Hooke’a:

o = Ee. (2.6)

Sktadowe macierzy modutéw sprezystosci w ptaskim stanie naprezenia okreslamy
wedlug nastepujacych wzorow:

E

1

E E
1:E22=ﬁ: 33:m=Ga E,=vE,, E;=E;=0, (27)
gdzie E jest modutem Younga, v wspolczynnikiem Poissona, a G oznacza modut
Kirchhoffa. Odpowiednie warunki brzegowe i poczatkowe sformutujemy, rozwig-
zujac wybrane zadanie poczatkowo-brzegowe (rozdz. 4).

3. Metoda rozwigzania
3.1. Metoda réznic skonczonych

W Kklasycznej metodzie réznic skonczonych (MRS) stosuje si¢ wylacznie re-
gularne siatki wezléw. Moga one przybierac rézne formy, w zaleznosci od ksztaltu
obszaru, w ktérym sformutowano zagadnienie poczatkowo-brzegowe. W pracy
wykorzystano prostokatng siatke wezldw o wymiarach oczka Ax x Ay (rys. 3.1).

Aproksymacja poszukiwanych funkcji wielomianem pierwszego stopnia w ob-
szarze oczka siatki réznicowej prowadzi do prostych schematéw réznicowych.
Struktura ilorazu réznicowego, np. pierwszej pochodnej sktadowej przemieszczenia
u, wzgledem zmiennej x jest nastepujaca (rys. 3.1):

1
. EE(—ux1 —U,tutu,). (3.1)

xux

Stan przemieszczenia w obszarze prostokatnego oczka siatki réznicowej jest
opisany przemieszczeniami jego weztow:
R 7R I VA R A T (3.2)
Natomiast stan odksztalcenia okreslimy, wykorzystujac réznicowe sformulowanie
zwigzkéw geometrycznych (2.5). W zapisie macierzowym otrzymujemy:

e=Gu. (3.3)
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Rys. 3.1. Regularna siatka wezléw metody réznicowej

Macierz operatoréw réznicowych ma wymiar 3 x 8 i nastepujacg postac:

1—§ o & o0 -& 0 & o0
GZE 0O - 0 —-n 0 n 0 n|, &=1/Ax, n=1/Ay. (3.4)

-n =& -n & n -& n &

Znajomos¢ odksztalcen w obrebie oczka siatki réznicowej pozwala, na podstawie
wzoru (2.6), obliczy¢ skladowe stanu naprezenia. Naprezenia we wszystkich punktach
weztowych tworzg macierz jednokolumnowa o dwunastu sktadowych:

AT _
o _[Ox_xl Oyyl Txyl Oxx2 0yy2 TxyZ i Ox_x4 Oyy4 Txy4]‘ (3'5)

Z kolei przyspieszenia odpowiednich przemieszczen okredlimy, wykorzystujac
réznicowe sformutowanie rownan ruchu (2.2):

pii =HG (3.6)
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Macierz operatoréw réznicowych

H_;{—E 0 -n & 0 -n =& 0 g7 & 0 ”},(3.7)

200 -y £ 0 -»p E 0O 5 -E 0 5 &

ma teraz wymiar 2 X 12.
Przyspieszenie w obrebie oczka siatki roznicowej w chwili ¢, aproksymujemy
nastepujacg formulg réznicowa:

1 -1 1 -1
v ur+ _2ur +ur Aur,r+ _Aur T

u = 3.8
AP AP 58
W rezultacie réwnania ruchu (3.6) przybieraja posta¢ przyrostowa:
T,7+1 7-1,7 T AT — Atz
A" =Au""+H6", H=—H. (3.9)
P

Jawne sformufowanie (3.9) jest warunkowo stabilne i wymaga okreslenia wartosci
krytycznej kroku czasowego Af. Znajomo$¢ przemieszczen w chwili poprzedniej
i odpowiedniego przyrostu przemieszczen pozwala okresli¢ przemieszczenia w chwili
nastepnej we wszystkich wezlach siatki réznicowej wedtug wzoru:

T+

" =u" +Au (3.10)

Posta¢ warunkow poczatkowych zaleze¢ bedzie od rozwazanego zagadnienia po-
czatkowo-brzegowego.

3.2. Metoda ruchomych najmniejszych kwadratow

Rozwazamy zbidr QO N wezléw rozproszonych w obszarze dwuwymiarowym
(nieregularna siatka wezléw). Wspolrzedne i-tego wezla oznaczamy przez x;.
Poszukujemy kompletnego wielomianu zozonego z m funkcji bazowych, ktéry
jest najlepszym przyblizeniem $redniokwadratowym aproksymowanej funkcji na
podzbiorze Q n wezkow, przy czym n > m.

W takim przypadku funkcja aproksymacyjna nie odtwarza $cisle wartosci
weztowych. Minimalizujemy kwadraty réznic wartosci funkcji aproksymacyjnej
i wartosci wezlowych z pewng wagg, ktora uwzglednia wptyw odleglosci rozpatry-
wanego wezla na blad aproksymacji. Funkcje u rozwijamy w szereg w otoczeniu
wybranego ze zbioru Q wezta x,:



Analiza falowa tarczy w plaskim stanie naprezenia... 195

4(x,%,) = Y, p,(X)a,(x)) =p" (V)a(x,), (3.11)
j=1
gdzie p(x) jest kompletnym wielomianem rzedu p majacym m wyrazow:

pT(X)=[1 x y x> xy v, xf, Xt oyrtL, y”]. (3.12)

Wektor wspolczynnikéw zaleznych od wyboru punktu x, ma nastepujaca struk-
ture:

a' (x,)=[a,(x)) a,(%,) ... a,(%)]. (3.13)

Funkcjonat bledu H jest funkcja polozenia wezla x,

2

H(xo)=§i:W(X,.,XO) ipj(xi)aj(xo)—u(x,«) : (3.14)

W zapisie macierzowym forma funkcjonatu bledu jest nastepujaca:

H=(Pa—u)' W(Pa—u), (3.15)
gdzie

2 2 p k p—k P
Lxp v X0 )y Vo X X0 Ve W
k

2 2 P p=k P
Lox, v, X X0, Vi X3o X5 V) s Vs

P= (3.16)

2 2 P k p—k P
1 ‘xn yn ‘xn ‘xnyn yn""’ xn’ xn’ yn 200 yn

jest macierzg n x m wartosci funkcji bazowych okreslonych dla wszystkich n weztow.
Wartosci funkcji u w punktach wezlowych zapisujemy w postaci:

u' =[u(x,) u(x,) . u(x,)]. (3.17)
Macierz wag zalezy od wyboru (potozenia) wezla x, i ma nastepujaca strukture:

w(x,,X,) 0 ... 0

0 X)) .. 0
W= WXy, %,) . (3.18)
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Wspétczynniki a;(xy), j = 1, 2, 3 wyznaczymy, minimalizujac funkcjonat btedu
H, zatem

9, H= 22W(ano) ip, (x;)a;(xy) —u(X,-)}pk (x;)=0. (3.19)

W rezultacie otrzymamy uktad réwnan algebraicznych:

chjaj = Zbkjuj, (3.20)
j=1 j=1
w ktérym
Cy =Cp = ZW(XHXO)pj(X[)pk (x), bkj = EW(Xi’XO)pj (x;). (3.21)
i=1 i=l1
W zapisie macierzowym jest:
Ca=Bu=a=C"'Bu, (3.22)
gdzie
C=P"WP, B=P'W. (3.23)
Podstawiajac (3.22) do (3.11), otrzymujemy nastepujace wyrazenie na rozwazang
aproksymacje:

a(x,x,)=p"' (x)a(x,)=p C'Bu=N(x,x,)u, (3.24)
gdzie
N(x,x,)=p'C"'B (3.25)
sg funkcjami ksztaltu w rozwazanej metodzie bezsiatkowe;j.

W implementacji numerycznej funkcje u(x) w otoczeniu wezta x, zwykle
przybliza si¢ wielomianem potegowym wzgledem wspolrzednych lokalnych
X=x-x, y=y-—1Y,, ktore sg tak dobrane, aby w punkcie centralnym o wspét-
rzednych (x,, yo) nowe wspolrzedne (%,,7,) byly rowne zeru:

8(5.5) = 3, /(5. (s ) =B (5. DG o) (3.26)

W rezultacie wartosci funkcji aproksymowanej i jej pierwszych pochodnych prze-
strzennych w punkcie x, mozna okresli¢ na podstawie ponizszych wzoréw:

12(;(0’)70) =4a, ﬁ,x(fo,j/o) =a,, ﬁ,y(ioajjo) =a;. (3.27)
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Funkcja wagowa na ogot jest takze definiowana w ukladzie lokalnym zwigzanym
z punktem x,. W niniejszej pracy funkcje wagowa przyjeto w postaci [1]:

w(p)=1-6p> +8p> —3p*, (3.28)

p=rilr, r={+j. (3.29)

Przez r, oznaczono promien obszaru wplywu wagi. Dla wezla centralnego w(p = 0) =
=liw(p=1)=0.

Na funkcjonat bledu (3.14) maja wptyw tylko te wezly, ktore leza w obszarze
wplywu wagi (w jej no$niku). Warto zauwazy¢, ze w proponowanym podejsciu
nie istnieje jeden globalny sposdb tworzenia funkecji aproksymowane;j. Ten sposéb
w kazdym punkcie obszaru jest inny i to zasadniczo odréznia metody bezsiatkowe
od MES. W zalaczniku A do artykutu zamieszczono podprogram napisany w jezyku
FORTRAN 95, obliczajacy gradienty aproksymowanej funkeji wedltug podanych
wyzej zasad.

gdzie

4. Przyklad obliczeniowy
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Rys. 4.1. Wymiary (w milimetrach) oraz sposob obcigzenia cienkiej tarczy stalowej
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Przedmiotem analizy numerycznej jest cienka tarcza stalowa o wymiarach
w planie jak na rysunku 4.1. Obcigzenie cze$ci brzegu tarczy modelowano nadang
predkoscia wezlow wedlug zaleznosci:

V)=Vit/t, dla t<t, i V(t)=V, dla t>1,. (4.1)

Czas wzrostu predkosci wymuszenia do wartosci Vy = 10 m/s wynosi t, = 1,0 ps.
Przyjeto jednorodne warunki brzegowe i poczatkowe. Zatozono ptaski stan na-
prezenia (rozdz. 2). Podobna tarcza byla przedmiotem analiz propagacji pekania
metodg réznicowg w pracach [4, 5].

Celem tej analizy jest m.in. przedstawienie mozliwoséci niemalze dowolnego
ksztaltowania zbioru punktéw wezlowych metody ruchomych najmniejszych kwa-
dratow. Na wstepie przyjeto siatke punktéw generowanych losowo w obszarze tarczy.
Problemem pozostaje wybor wezlow sasiednich rozwazanego wezla x,. Wykorzystano
triangulacje obszaru tarczy minimalizujacg faczng dlugos¢ krawedzi triangulaciji.
Przyjeto, ze zbidr punktéw sasiednich rozpatrywanego wezta x, stanowia punkty
koncowe krawedzi triangulacji wychodzacych z x (rys. 4.2). Podejécie takie pozwala
takze poprawic jakos$¢ generowanej losowo siatki jedng z metod wygladzania.

Idea wygladzania polega na przesuwaniu wezléw wewnetrznych triangulacji
(tzn. nieprzylegajacych do zZadnej z krawedzi brzegowych) w taki sposéb, aby srednia
jakos¢ otoczenia punktow sasiednich ulegla poprawie. Nowe polozenie punktu w pre-
zentowanym algorytmie jest obliczane wedlug nastepujacej procedury iteracyjne;j:

2 (xjter _ Xger )
Xger+1 — ther + §0 i=1 - . (42)
W powyzszym réwnaniu # jest liczbg weztéw sgsiednich z otoczenia punktu xg, x(*'
oznacza polozenie wezla centralnego obliczone w kolejnej iteracji iter + 1, warto$¢
parametru relaksacji ¢ zwykle przyjmujemy z przedziatu (0, 1]. Efekt wygtadzenia
siatki z rysunku 4.2b uzyskano przy ¢ = 0,7.

Fikcyjne wezly lezace poza obszarem tarczy stuza do aproksymacji warunkow
brzegowych na krawedzi swobodnej (nieobcigzonej). W tych weztach skladowe
stanu naprezenia znikaja, ¢ = 0.

W analizie numerycznej wykorzystano takze siatki regularne, dobierajac ,,s3sia-
dow” wg kryterium odleglosciowego (najblizszych w stosunku do wezta centralnego)
(rys. 4.3). Dobdr minimalnej liczby wezldéw sgsiednich zalezy od zadanego rzedu
aproksymacji. Jezeli rzad aproksymacji ma by¢ réwny jednosci, to liczba weztow
sasiednich nie powinna by¢ mniejsza od dwoch. W przypadku rzedu aproksymacji
p =2 liczba punktéw sgsiednich musi przekraczac 4.
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b)
® wezly siatki
m wezly obcigzone
A wezly sasiednie

Rys. 4.2. Siatki wezlow generowanych losowo: a) bez wygltadzania; b) siatka poprawiona metoda

a)

Rys

wygladzania Laplacea

b)

@ wezly siatki
m wezly obciazone

A wezly sasiednie

. 4.3. Regularna siatka wezléw: a) rzad aproksymacji p = 1; b) rzad aproksymacji p = 2
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Nizej przedstawiamy rezultaty obliczen, w ktérych wykorzystano rézne siatki.
Rozwigzanie uzyskane na siatce punktéow wygenerowanych losowo oznaczono
przez L1. Siatka ta zawiera 5151 weztéw rzeczywistych. Z uwagi na sposéb doboru
weztéw sgsiednich (rys. 4.2b) mozliwa jest jedynie aproksymacja rzedu 1. Odleglos¢
najblizej usytuowanej pary ,,sasiadow” w tej siatce wynosi As =9,78-10™ m. War-
tos¢ krytyczng kroku czasowego w jawnym sformulowaniu réznicowym wzgledem
czasu (3.9) wyraza wzor:

At =As/c, (4.3)

E
s @

jest predkoscia falowa. Przyjmujac dane jak dla stali (E = 200 GPa, v = 0,3, p =
= 7830 kg/m?), otrzymujemy: ¢ = 5298 m/s, Afy, = 0,1846 ps. W obliczeniach ope-
rowano wartoscig kroku czasowego pomniejszona o 20%.

Rozwigzanie przy regularnej siatce wezléw umozliwiajacej aproksymacje rzedu
1 (rys. 4.3a) oznaczono przez R1. Siatka ta zawiera t¢ samg liczbe wezlow co siatka
wygenerowana losowo L1,a As=20- 10™* m, zatem Aty =0,3775 ps. Przez R2 ozna-
czono rozwigzanie uzyskane na siatce o tych samych parametrach co w rozwigzaniu
R1, lecz o zwigkszonej liczbie weztéw sasiednich. W tym przypadku mozliwa jest
aproksymacja rzedu 2. Oznaczenie D nosi rozwigzanie uzyskane metoda réznicowa
wg podejscia przedstawionego w rozdziale 3.1. Siatka metody réznic skonczonych
zawierala rowniez 5151 weztow rzeczywistych.

Na rysunku 4.4 przedstawiono zmienno$¢ w czasie naprezenia zastepczego we-
dtug hipotezy wytrzymalosciowej Hubera-Misesa-Henckyego (H-M-H) w punkcie

srodkowym tarczy:
Oy =0, +0, +377 . (4.5)

Czas dotarcia frontu fali naprezenia do tego punktu wynosi t = 9,44 ps.

Zwraca uwage zgodno$¢ rozwigzan L1 i R2 o réznych rzedach aproksymaciji.
Mozna wnioskowac, ze sposob wyboru otoczenia weztdéw sasiednich ma kluczowe
znaczenie dla stosowanej metody bezsiatkowej. Triangulacja i wygtadzanie siatki
nieregularnej metoda Laplace’a poprawia dokladno$¢ rozwigzania o rzedzie aprok-
symacji 1 na tyle, ze jest ono poréwnywalne z rozwigzaniem na siatce regularnej
o rzedzie aproksymacji 2.

Rozwigzanie R1 (siatka regularna, rzad aproksymacji 1) charakteryzuje sie wiek-
szymi amplitudami zmian oy W stosunku do pozostalych rozwigzan. Metoda
réznicowa daje wartosci naprezenia oy hieco wigksze niz w pozostatych przy-
padkach.

gdzie
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Rys. 4.4. Zmiennos$¢ w czasie naprezenia zastepczego wg hipotezy H-M-H w punkcie srodkowym
tarczy (oznaczenia stosowane na wykresie opisano w tekscie)

Na rysunku 4.5 zamieszczono profil naprezenia wedtug hipotezy H-M-H
w przekroju wzdluz krétszej osi symetrii tarczy okreslony w chwili t = 15 ps.
Charakterystyczng cechg rozwigzania R1 s3 silne gradienty zmian analizowanego
naprezenia. Zblizone wartosci 0.y uzyskano z rozwigzan L1 i R2 (rézne rzedy
aproksymacji), najwigksze zas w rozwigzaniu D (metoda réznicowa).

Charakter przestrzennych rozkladéw naprezenia oy .y w chwili £ = 15 ps przed-
stawiono na rysunku 4.6. Silna lokalizacja tego naprezenia na krawedzi obcigzonej
wynika z niecigglego rozkladu wymuszenia kinematycznego (rys. 4.1). Najbardziej
regularny rozklad oy uzyskano w rozwigzaniu R2 (siatka prostokatna z aproksy-
macja rzedu 2). W przypadku rozwigzania L1 mozna zauwazy¢ lokalne zréznicowanie
wartosci rozwazanego naprezenia, wynikajace z silnie niejednorodnego rozkladu
weztéw generowanych losowo. Rozwigzania R1 i uzyskane metodg réznicowa D
charakteryzuja si¢ wiekszymi gradientami w rozwazanym rozkladzie.

Warto zwrdci¢ uwage, ze przy wszystkich rozwigzaniach front fali po okreslonym
czasie (¢ = 15 ps) znajduje si¢ w tym samym miejscu tarczy (rys. 4.6). Swiadczy to
o poprawnosci stosowanej procedury catkowania wzgledem czasu i o stabilnosci
rozwigzania numerycznego.

Przyjety sposob aproksymacji warunku brzegowego (o = 0), przez wprowadzenie
wezlow fikcyjnych umozliwia takze modelowanie odbicia fali naprezenia od brzegu
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Rys. 4.5. Rozklad naprezenia zastepczego 0.\ W przekroju wzdtuz krotszej osi symetrii tarczy (y = b/2)

w chwili £ = 15 ps (oznaczenia stosowane na wykresie opisano w tekscie)

Rys. 4.6. Wykresy przestrzenne naprezenia 0y uzyskane w roznych rozwiazaniach (f = 15 ps)
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swobodnego. Na rysunku 4.7 przedstawiono rozklady naprezenia zastepczego wedtug
hipotezy H-M-H dla chwili t = 30 ps, czyli po odbiciu si¢ fali naprezenia od brzegu
swobodnego (rozwigzanie L1). Mozna zauwazy¢ front fali odbitej przemieszczajacej
sie w kierunku brzegu z wymuszeniem kinematycznym.

front fali odbitej
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Rys. 4.7. Przestrzenny wykres naprezenia oy dla chwili £ = 30 ps (rozwigzanie L1)

5. Wnioski

Prezentowane w pracy rozwazania stanowig podbudowe bardziej zaawansowa-
nych analiz zjawiska zniszczenia w materialach sprezysto-plastycznych w obecnosci
fal naprezenia generowanych obcigzeniem dynamicznym. W numerycznej analizie
tego typu zagadnien nabiera znaczenia mozliwos¢ elastycznego dostosowywania siatki
weztéw aproksymacyjnych do powstajacych obszaréw zlokalizowanych odksztal-
cen plastycznych i pekania. Tego typu cechy majg tzw. metody bezsiatkowe, w tym
stosowana w niniejszej pracy metoda ruchomych najmniejszych kwadratow.

W pracy rozwigzano zagadnienie poczatkowo-brzegowe propagacji plaskiej
fali naprezenia w tarczy stalowej, wykorzystujac rozne siatki weztéw metody MLS.
Stosowano takze siatki wezléw generowanych losowo. Stwierdzono, ze w przypad-
ku takich siatek istotne znaczenie ma sposdb doboru weztéow sgsiedztwa aprok-
symacyjnego. Przyjeto kryterium topologiczne wynikajace z triangulacji zbioru
weztéw minimalizujacej taczng dlugos¢ krawedzi triangulacji. Stwierdzono, ze
triangulacyjny sposdb wyboru otoczenia aproksymacyjnego i wygtadzanie siatki
nieregularnej metoda Laplace’a znacznie poprawia dokladnos¢ rozwigzania. Efekt
odbicia fali naprezenia od brzegu swobodnego modelowano przez wprowadzenie
wezlow fikeyjnych (poza obszarem tarczy). Otrzymane metoda MLS rezultaty
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poréwnano z wynikami obliczenn metoda réznicows, stwierdzajac ich zgodnos¢
jakosciows i ilo$ciows.

Artykut wplyngt do redakcji 28.05.2014 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 7.07.2014 r.
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Dodatek A
Program obliczajqcy gradienty funkcji u(x, y) metodg MLS
SUBROUTINE mls(n, xy, u, r, pw, gr)

Procedura oblicza gradienty funkcji aproksymowanej u w punkcie
o wspétrzednych x = xy(1, n), y = xy(2, n) metodg ruchomych
najmniejszych kwadratow.

I

I

I

I

!

| Dane:

! n = liczba punktow,

I xy(2, n) = tablica wspdtrzednych punktéw, ostatnig kolumne tej tablicy
! zajmujg wspotrzedne punktu obliczanego,
I u(n) =wartosci funkgji,

! r = promien wptywu funkcji wagowej,

I pw  =rzad wielomianu (pw =1 lub pw = 2).

I

I

I

I

I

wyniki:
gr(2) = gradienty funkcji aproksymowanej w punkcie

o wspétrzednych xy(1, n), xy(2, n).

IMPLICIT NONE
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INTEGER, INTENT (IN) ::n, pw

REAL(8), INTENT (IN) ::xy(2, n), u(n), r

REAL(8), INTENT(OUT) :: gr(2)

I

INTEGER ::m, i, 1, k, j

REAL(8) :: a(6, 7), xi, vi, ri, wi, p(6), c, d

I

I liczba sktadnikow wielomianu

m=3

IF(pw ==2)m=6

IF(n < m) THEN
WRITE(*, ‘(,,za mata liczba punktow =", i2)’) n
STOP

END IF

a=0.0

DOi=1,n

I

wspotrzedne lokalne i wagi
xi = xy(1, i) —xy(1, n)
yi=xy(2,i)—xy(2, n)
ri = (DSQRT(xi * xi +yi * yi)) / r
IF(ri >=1.0) THEN
wi=0.0
ELSE
wi=10-6.0*ri*ri+8.0*ri **3.0-3.0*ri **4.0
END IF

sktadniki wielomianu
p(1)=1.0
p(2) =xi
p(3) =yi
IF(m==3) GO TO 10
p(4) = xi * xi
p(5) =xi *yi
p(6) =vyi *yi
10 CONTINUE
I
I uktad rownan
DOk=1,m
c=wi * p(k)
alk, m+1)=c*u(i)+alk, m+1)
DOI=1,m
alk, 1) =c*p(l) +a(k, I)
END DO
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END DO
END DO
!

! rozwigzanie uktadu réwnan

DOi=1,m
c=al(i,i)
a(i,i)=c—-1.0
DOk=i+1, m+1

d=al(i, k) /c
DOj=1m
a(j, k) = a(j, k) —d *a(j, i)
END DO
END DO

END DO

I

I gradienty

gr(l)=a(2, m+1)
gr(2)=a(3, m+1)
END SUBROUTINE mls

W. DORNOWSKI

Analysis of a plane stress wave by the moving least squares method

Abstract. A meshless method based on the moving least squares approximation is applied to stress wave
propagation analysis. Two kinds of node meshes, the randomly generated mesh and the regular mesh
are used. The nearest neighbours’ problem is developed from a triangulation that satisfies minimum
edges length conditions. It is found that this method of neighbours’ choice significantly improves the
solution accuracy. The reflection of stress waves from the free edge is modelled using fictitious nodes
(outside the plate). The comparison with the finite difference results also demonstrated the accuracy
of the proposed approach.

Keywords: civil engineering, meshless method, moving least squares method, elastic waves



