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Algorytm MEB wyznaczania pola
temperatury w przeplywie Poiseuille’a
w przewodach prostoosiowych
o stalej temperaturze Scianki

1 Wstep

W wielu zagadnieniach cieplno-przeptywowych wykorzystywane sg nieizotermiczne
przeptywy  Poiseuille’a w  przewodach  prostoliniowych  [1,2].  Przepltyw
newtonowskiego plynu rzeczywistego jest opisany uktadem réwnan rézniczkowych
wynikajgcych z zasady zachowania masy (1), momentu pedu (2) i energii (3) [3,4]:
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gdzie: € oznacza predkosé przeplywu, p — cisnienie, g — przy$pieszenie ziemskie, p —
gestos¢ cieczy, i — wspdlczynnik lepkosci dynamicznej, ¢, — cieplo wlasciwe przy
stalym ci$nieniu, natomiast r; — lepki tensor naprezen.
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W przypadku jednokierunkowego (c,=0, ¢,=0), stacjonarnego przeptywu dla bardzo
matych liczb Reynoldsa (przeptyw Poiseuille’a) w przewodach prostoosiowych,
rownania (1-3) ulegajg uproszczeniu (rys.1):
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gdzie: A jest wspdlezynnikiem przewodzenia ciepta.
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Rys. 1. Szkic obrazujqcy zagadnienia brzegowe w przeptywach przestrzennych
Fig. 1. Sketch to consideration of boundary conditions for three-dimensional problem

Réwnania (5-6) zostaty rozwigzane metodg elementéw brzegowych (MEB). W celu
wykonania symulacji zostal napisany program obliczeniowy VISCOUS DISSIPATION
1D w jezyku Fortran. Obliczenia wykonywano dwuetapowo. W pierwsze] kolejnosci
wyznaczone zostato pole predkosci z réwnania (5), ktére jest warunkiem dla réwnania
(6). W kolejnym etapie w celu wyznaczenia pola temperatury rozwigzane zostato
réwnanie (6).

2 Brzegowe rownania catkowe opisujagce rozwigzanie pola
temperatury w  przeptywie Poiseuille’a w  przewodach
prostoosiowych o statej temperaturze Scianki

Réwnanie (5) mozna zredukowaé do réwnania Laplace’a. Zabiegu tego mozna dokonaé

poprzez rozdzielenie skladowej predkosci przeptywu jednokierunkowego ¢z na:

sktadowg predkosci przeptywu niezakléconego c., oraz sktadowg predkosci przeptywu
wzbudzonego sciankami prostoliniowego kanatu ¢y, [5,6]:

d’c, dc
» 4 *>=0 ; ¢ =—c, ; el - 7
= oy (D) q )
gdzie:
1 2, .2 1 dp
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Ostatecznie predkos¢ w przekroju kanalu wyznaczona zostata z zaleznosci:
c,=c. +c, . (8)

Przy zatozeniu, ze podziat brzegu (1) zgodny jest z kierunkiem wskazéwek zegara w
obszarze ptaskim (A) przekroju przewodu prostoosiowego ograniczonego brzegiem (L),

rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (5) jest nastepujgce réwnanie catkowe (rys.2)
[5,6]:

1
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gdzie:
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gdzie: n, oraz n, sg to wersory normalnej do brzegu (L).
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Rys. 2. Szkic do analizy zagadnienia brzegowego w przekroju przewodu prostoliniowego
Fig. 2. Sketch to consideration of boundary conditions in cross-section of duct

Po wyznaczeniu gestosci g,(q) na linii brzegowej (L) predkosé ¢, w dowolnym punkcie
obszaru (A) wyznacza sie z zaleznosci:

c,®=-[ &, @KP.@dL,+ | ¢ (@E®.QdL, +c.(p)
@) (L (10)
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Warunek w obszarze (A) réwnania (6) wyznacza sie z zaleznosci:
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gdzie:
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Po uwzglednieniu warunku 3 w obszarze (A) oraz temperatury 7 na brzegu (L)
rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (6) jest nastgpujgce réwnanie catkowe:

1
ST®+ [ q@K@.0dl, = [ T@EPp,0dL, +

(L) (L)
+[[SmEK P, v)dA (14)
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Po obliczeniu funkcji g(gq) na brzegu (L) pole temperatury wyznacza si¢ z zaleznosci:
7(p) =— [ @K (p.q)dL, + [ T(@E(p.qdL, ~
(L) (L)
- [[SmEK . vdA
@ (15)
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3 Weryfikacja numerycznego modelu

Weryfikujac  przedstawiony algorytm, postuzono si¢ znanym rozwigzaniem
teoretycznym rozkladu temperatury w cieczy przeplywu Poiseuille’a w rurze
o przekroju kolowym, w ktérej $cianki utrzymywane sa w stalej temperaturze 7,[3]:
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2 4
Itlcsr r
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gdzie: ¢, jest to predko$¢ Srednia w przewodzie, natomiast R oznacza promien
przewodu.

Maksymalna réznica temperatur AT, miedzy scianka przewodu a temperaturg w osi
przewodu zalezy przede wszystkim od lepkosci cieczy. W tabeli 1 przedstawiono
rozwigzanie réwnania (16) dla wybranych cieczy [7] w przewodzie kotowym przy
zalozeniu, ze Re=20. W przypadku cieczy o duzej lepkosci (takich jak gliceryna)
réznica temperatur AT, jest znaczna, natomiast dla toulenu, ktérego lepkosé jest
okolo 2555-krotnie mniejsza niz gliceryny, AT,,. jest pomijalne. Zastosowanie
praktyczne przedstawionego zagadnienia sprowadza si¢ do cieczy lepkich o duzej
lepkosci.

Tab. 1. Réznica temperatur AT, w cieczy przeplywu Poiseuille’a w rurze o przekroju

kotowym, w ktorej scianki utrzymywane sq w statej temperaturze T dla wybranych
substancyji

Tab. 1. The solution AT, in a fluid moving in Poiseuille flow in a pipe with circular
cross-section whose are maintained at constant temperature T

Wsp.
Lepk.dyn. | Gestos¢ | przew. Predkosé Temp. dla R=0 Tmax-Ts
ciepta $rednia
U p A Cer Tmax(R=0) AT max
Pa*s kg/m®* | WimK m/s K K

Gliceryna (Re=20, Ts=293 [K], R=0,01 [m])

1,50E+00 | 1261,1 | 02797 |1,189E+00 | 3,0057228857E+02 | 7,572E+00
Olej rycynowy (Re=20, T:=293 [K], R=0,01 [m])

986E-01| 969 | 0,18 |1,018E+00 | 2,9867166650E+02 | 5,672E+00
Olej z oliwek (Re=20, Ts=293 [K], R=0,01 [m])

8,50E-02 | 9165 | 0,189 | 9,274E-02 | 2,9300386839E+02 | 3,868E-03
Glikol etylenowy (Re=20, T;=293 [K], R=0,01 [m])

213€-02 | 11156 | 02705 | 1,912E-02 | 2,9300002882E+02 | 2,882E-05
Toluen (Re=20, T;=293 [K], R=0,01 [m])

587604 | 873 | 0,141 | 6,719E-04 | 2,9300000000E+02 | 1,878E-09

W celu wykonania weryfikacji do obliczen przyjeto: Re=20, 1#=1.499 [Pa*s], R=0.01
[m], ¢,=2.97 [m/s]. Do doktadnego odczytu warunku (11) zbudowano siatke sktadajaca
si¢ z 80400 tréjkatnych elementéw. Blgd rozwigzania metody elementéw brzegowych
dla temperatury wyznaczono z zaleznosci:

T

TEO

STy = Toues 1009 - (17)

TEO
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gdzie: Tygg jest to temperatura wyznaczona metoda elementéw brzegowych, natomiast
Trro jest rozwigzaniem teoretycznym (16) [3].

W tabeli 2 zestawiono bigd metody MEB dla brzegu sktadajgcego sig z 100 i 200

liniowych elementéw. Wszystkie jadra catkowe zostaly wyznaczone metodg trapezéw,

gdzie na pojedynczym elemencie zalozono 16 trapezéw. Zageszczenie podziatu linii

brzegowej powoduje zmniejszenie bigdu metody MEB.

Tab. 2. Temperaturaw przeptywie Poiseuille’a w przewodzie okrgglym - blgd rozwiqzania
MEB

Tab. 2. The temperature distribution in a fluid moving in Poiseuille flow in a pipe witch
circular cross - ervor analysis applied in BEM

Wspdtrzgdne Roz. Roz. Blad met. Roz. Bilad met.
wezléw teoretyczne | num. MEB MEB num. MEB MEB
100 100 200 200
Xp Yr Treo Taem 8Teem Teem 8Teem
- - [’cl [’cl [%] [’cl [%]

0,00E+00| 0,00E+00| 2,757E+01| 2,801E+01| 1,601E+00 | 2,773E+01| 5,539E-01
0,00E+00 1,00E-03| 2,757E+01]| 2,801E+01| 1,601E+00 | 2,772E+01| 5,539E-01
0,00E+00| 2,00E-03| 2,756E+01| 2,800E+01| 1,602E+00 | 2,771E+01| 5,542E-01
0,00E+00| 3,00E-03| 2,751E+01| 2,795E+01| 1,605E+00 | 2,766E+01| 5,554E-01
0,00E+00| 4,00E-03| 2,738E+01| 2,782E+01| 1,614E+00 | 2,753E+01| 5,584E-01
0,00E+00| 5,00E-03| 2,710E+01| 2,754E+01| 1,631E+00 | 2,725E+01| 5,647E-01
0,00E+00| 6,00E-03| 2,659E+01| 2,703E+01| 1,664E+00 | 2,674E+01| 5,764E-01
0,00E+00| 7,00E-03| 2,575E+01| 2,620E+01| 1,720E+00 | 2,591E+01| 5,964E-01
0,00E+00| 8,00E-03| 2,447E+01| 2,491E+01| 1,815E+00 | 2,462E+01| 6,290E-01
0,00E+00| 9,00E-03| 2,260E+01] 2,304E+01] 1,936E+00 | 2,276E+01] 6,801E-01

4 Przyktady obliczeniowe

Ponizej przedstawiono przyklady obliczeniowe metody elementéw brzegowych
programu VISCOUS DISSIPATION 1D w kanale prostokgtnym. Obliczenia wykonano
dla gliceryny (Re=10, u=1.499 [Pa*s]) przeplywajacej przez kanal prostokatny
o wymiarach 0.01x0.02 [m], ktérego $cianki utrzymywane sg w temperaturze 20°C.
Graficzne rezultaty obliczen zostaly przedstawione na rysunku 3 (izotachy)
oraz na rysunku 4 (izotermy).
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Rys. 3. Pole predkosciw przewodzie prostoosiowym o przekroju prostokqta wyznaczone
metodq MEB (gliceryna, Re=10, yu=1.499 [Pa*s])

Fig.3. Velocity in rectangle channel (glycerin, Re=10, u=1.499 [Pa*s]) - BEM solution
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Rys. 4. Pole temperatury w przewodzie prostoosiowym o przekroju prostokgta wyznaczone
metodq MEB (gliceryna, Re=10, yu=1.499 [Pa*s])

FigA4. The temperature distribution in rectangle channel (glycerin, Re=10, u=1.499
[Pa*s]) - BEM solution

5 Podsumowanie

Przedstawiony algorytm metody elementéw brzegowych pozwala w sposéb wydajny
rozwigzywaé  zagadnienia cieplne przeptywdéw  Poiseuille’a  w  przewodach
prostoosiowych przy stalej zadanej temperaturze S$cianek. Dyssypacja energii
powodowana lepko$cig ogranicza zakres stosowania algorytmu do przeptywéw ptynéw
o duzej lepkosci. Maly blad metody MEB w poréwnaniu do znanego rozwigzania
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analitycznego $wiadczy o duzej doktadnosci algorytmu. Nalezy réwniez zaznaczyc,
ze alternatywne metody siatkowe wymagaja wykonywania pracochionnych
przestrzennych siatek [8]. Obecnie metoda elementéw brzegowych nalezy
do intensywnie rozwijajacych sig¢, a takze jest bardzo konkurencyjna w stosunku do
najczesciej stosowanych metod obszarowych. Zaprezentowany algorytm MEB
wyznaczania pola temperatury w przeplywie Poiseuille’a w  przewodach
prostoosiowych o stalej temperaturze $cianki moze by¢ szczegdlnie przydatny
do symulacji pdl temperatur w mikrokanatach [9,10,11,12], tam gdzie przeptywy
zgodne sa z makroprzeptywami, i pozwala zastgpi¢ kosztowne eksperymenty.
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Streszczenie

W publikacji przedstawiono algorytm metody elementéw brzegowych wyznaczania
pola temperatury przeptywu Poiseuille’a w przewodach prostoosiowych o dowolnym
przekroju poprzecznym, w ktérym scianka utrzymywana jest w stalej temperaturze.
Weryfikacja metody elementéw brzegowych zostala wykonana poprzez poréwnanie
rezultatéw obliczen MEB ze znanym rozwigzaniem analitycznym. Wyprowadzony
algorytm moze by¢ stosowany w przeptywach cieczy lepkich o znacznych lepkosciach
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np. olejéw. W prezentowanej publikacji przedstawiono graficzne rezultaty obliczen dla
wybranych przykladéw, dla ktérych nie sa znane rozwigzania analityczne.

Stowa Kkluczowe: metoda elementéw brzegowych, przeptyw Poiseuille’a, dyssypacja
lepkosci, przewody prostoosiowe

Application Boundary Element Method
to calculate the temperature distribution
in a fluid moving in Poiseuille flow in a pipe
with arbitrary cross-section
at constant temperature in wall

Summary

The paper presents the numerical application Boundary Flement Method to calculate the
temperature distribution in a fluid moving in Poiseuille flow in a pipe with arbitrary
cross-section at constant temperature in wall. The efficiency and the credibility
of proposed algorithm were verified by numerical tests. This algorithm can be used
to calculate temperature distribution in system pipe with liquid where the viscosity is
large. Numerical examples are presented. The computer program Viscous Dissipation
1D was written in Fortran programming languages.

Keywords: boundary element method, Poiseuille flow, viscous dissipation, longitudinal
duct

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy wlasnej nr W/WBIilS/8/201 1.
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