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Analityczne, numeryczne (MES) i doswiadczalne badanie zginania
trojwarstwowego pasma plytowego z rdzeniem z pianki metalowej

Przedmiotem badan jest trojwarstwowe pasmo plytowe poddane czteropunktowemu zginaniu.
Opracowano analityczny model tego pasma, korzystajqc z klasycznej teorii linii famanej nazy-
wanej teoriq Zig-Zag. W pasmie tym wyrozniono trzy przedzialy: dwa brzegowe, w ktorych
wystepuje zginanie i Scinanie oraz jeden srodkowy, w ktorym wystepuje czyste zginanie. Wy-
znaczono catkowite ugiecie maksymalne pasma plytowego oraz maksymalne ugiecie odcinka
srodkowego. Przeprowadzono obliczenia numeryczne metodq elementow skonczonych (MES)
dla takiego samego modelu pasma, jak wyzej wspomniany model analityczny. Probe doswiad-
czalnq przeprowadzono na stanowisku badawczym w Instytucie Pojazdow Szynowych. Porow-
nano wyniki badan analitycznych, numerycznych i doswiadczalnych. Analizowane pilyty war-
stwowe mogq by¢ stosowane, m. in. jako czesci podlogi lub poszycia pojazdu szynowego.

1. Wstep

Podstawy analitycznego modelowania konstrukcji warstwowych zostaly stworzone w potowie XX
wieku. Vinson [16] przedstawil przeglad prac opublikowanych w XX wieku, omawiajacych problemy
mechaniki konstrukcji warstwowych. Reddy [14] opracowal obszerna monografi¢ poswigcong kom-
pozytowym ptytom i powlokom. Opisal metody modelowania i analizy tych konstrukcji, wraz z rdz-
nymi teoriami majacymi do nich zastosowanie. Magnucki i Szyc [8] sporzadzili wspotautorska mono-
grafi¢ na temat wytrzymatosci i statecznosci belek i ptyt z rdzeniem z piany aluminiowej. Kozak [5]
opisal zastosowania stalowych ptyt warstwowych w konstrukcji statkow.

Sayyad 1 Ghugal [15] przedstawili krytyczny przeglad literatury opublikowanej w XXI wieku na
temat konstrukcji kompozytowych i warstwowych. W tym opracowaniu przytoczono rozmaite teorie i
hipotezy stosowane w tej dziedzinie i wyrdzniono mozliwy zakres przysztych badan. Banhart [1] roz-
wazal problemy produkcji pian metalowych 1 innych porowatych struktur metalowych. Autor przyta-
cza rozne innowacyjne metody produkcyjne i sposoby opisu wlasciwosci metali komorkowych. W
pracy przedstawiono rowniez zastosowania tych materiatow w roéznych galg¢ziach przemystu. Icardi
[2] opracowal model przeznaczony do analizy belek warstwowych. Przemieszczenia sformutowano z
mysla o spelnieniu warunkoéw ciaglo$ci naprezenia tnacego, normalnego i gradientu naprgzenia w
kierunku poprzecznym.

Hipoteza Zig-Zag poprawia dokladnos¢ takiego podejScia. Wyniki poréwnano z innymi
trojwymiarowymi rozwigzaniami w zakresie sprezystym oraz z réznymi modelami dostgpnymi w
literaturze. Jasion i Magnucki [3] rozpatrywali belki warstwowe poddane czteropunktowemu zginaniu.
Zasada stacjonarnosci catkowitej energii potencjalnej postuzyla do wyprowadzenia wzorow
wyznaczajacych naprgzenia krytyczne w okladzinach belki, wywolujace marszczenie gornej
oktadziny. Przedstawiono wyniki uzyskane na podstawie modelu analitycznego i za pomoca MES dla
kilku belek warstwowych o réznych grubosciach i wlasciwosciach rdzenia. Jasion i in. [4] badali
wyboczenie globalne i lokalne oktadzin belek warstwowych i1 warstwowych plyt kotowych.
Opracowano matematyczny model przemieszczen, z uwzglednieniem $cinania. Rozwiazania
analityczne poréwnano z wynikami otrzymanymi za pomoca metody elementow skonczonych i
wynikami do$wiadczalnymi. Magnucka-Blandzi i Magnucki [6] analizowali swobodnie podparta
belke warstwowa z rdzeniem z piany metalowej. Nieliniowa hipoteza deformacji i twierdzenie o
minimalnej catkowitej energii potencjalnej postuzyty do wyznaczenia rézniczkowych rownan
rownowagi. Ich rozwiazanie pozwolilo wyznaczy¢ optymalne bezwymiarowe parametry belki.
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Magnucka-Blandzi [7] rozwazata swobodnie podparta warstwowa prostokatna ptyte $ciskana w
ptaszczyznie. Zalozenie definiujace pole przemieszczen i warunki geometryczne umozliwito wypro-
wadzenie uktadu rownan rézniczkowych, a nastgpnie wyznaczenie krytycznych obciazen dla przypad-
kéw rodziny warstwowych ptyt. Magnucki i in. [9], [10] 1 [11] analizowali konstrukcje posiadajace
rdzenie z piany aluminiowej. Badania byly poswigcone belce pigciowarstwowej poddanej $ciskaniu
osiowemu lub zginaniu, oraz warstwowej plycie kotowej poddanej czystemu zginaniu. Zasada stacjo-
narnos$ci catkowitej energii potencjalnej postuzyta do wyprowadzenia ukltadu czastkowych réwnan
rézniczkowych rownowagi. Rozwiazania analityczne otrzymane dla tych konstrukcji poréwnano z
wynikami teoretycznymi, numerycznymi i do§wiadczalnymi.

Paczos i in. [13] rozpatrywali krotkie belki warstwowe z rdzeniem o strukturze plastra miodu.
Przyjeta hipoteza Zig-Zag deformacji ptaskiego przekroju poprzecznego belki umozliwita opracowa-
nie modelu analitycznego. Wyniki uzyskane analitycznie porownano z do§wiadczalnymi.

Magnucki [12] badal swobodnie podparte belki warstwowe i dwuteowe o strukturze symetrycznej,
poddane zginaniu tréjpunktowemu i obciazeniu roztozonemu. Wzigto pod uwage dwa warianty
odksztalcenia ptaskiego przekroju poprzecznego belek, a mianowicie klasyczna hipoteze ,,linii
tamanej” oraz nieliniowa hipotez¢ wielomianowa. Rownania rézniczkowe rownowagi tych struktur
umozliwity wyznaczenie ich ugi¢¢, z uwzglgdnieniem $cinania.

Przedmiotem niniejszej pracy jest swobodnie podparte warstwowe pasmo plytowe o dtugosci L i
szerokosci b, poddane zginaniu czteropunktowemu (rys. 1).
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<

Rys. 1. Schemat warstwowego pasma ptytowego poddanego czteropunktowemu zginaniu
Wykresy sity tnacej i momentu gnacego sa przedstawione na rys. 2.
a) Sita tnqca

F & F

L L-2L4 L

b) Moment gnqcy
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1] L]

Rys. 2. Wykresy sity tnacej @) i momentu gnacego b)

2. Badanie analityczne

Model analityczny warstwowego pasma ptytowego jest sformulowany na podstawie klasycznej hipo-
tezy ,,linii tamane;j” (rys. 3).
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Rys. 3. Schemat odksztalcenia ptaskiego przekroju v
poprzecznego warstwowego pasma plytowego n

B
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Zgodnie z rys. 3 przemieszczenie wzdluzne jest wyrazone nastgpujaco:
*  okladzina gorna (~h/2< y<-1,/2)

)= o 0
e rdzen (-1./2<y<1,/2)
L u . \x)O
) == 2 D @
ox  f [

*  okladzina dolna (¢, /2< y < h/2>
(xy gd —uf(x) 3)

gdzie: u, (x) — wzdluzne przemieszczenie okladzin, v(x) - ugigeie, x, y — wspolrzedne, 7,1, -
grubosci oktadzin i rdzenia, h = 2t , +¢, — catkowita grubo$¢ pasma ptytowego.

Odksztalcenia 1 napr¢zenia zapisano zatem w postaci
» dla oktadziny gorne;j

(«=/) _Ou_ Hdlv du (ur) _Ou  dv
gx (x ) ax dx2 + dx yxy (‘x’ y ) ay dx 0 > (4)
O.)gu—f) (x, y) =E, Eﬁu—f’) (x’ y), T g—f) (x’ y) =0, 5)
e dlardzenia
(g p)= O = _ Hv _2du, o _ou_ dv_ u )
Ex (x,y) Ox y% t. dx Vay oy * dx 2 t, ©
o, y)=E,e(x.y). = L U0 (X), %)

» dla oktadziny dolnej

. 0 d*v du . ou d
gl _/)(x,y):a_zz_ Ezv_d_}cf ygf)(x,y):a_”+d_;=o, (8)
0! xy)=E el x.y). ry e y)=0. ©)

gdzie: £, E., v, — stale materialowe (moduly Younga i liczba Poissona rdzenia).

Moment gnacy

zL /2 te/2
bDJ ol e yly+ [yol(ey)dy+ ijZ i (10)
/2 _tc/z [L/Z E

gdzie: b — szerokos¢.
Podstawiajac wyrazenia (5), (7), (9) okre$lajace naprgzenia normalne do réwnania (10) i catkujac,
otrzymano

2 du M
w d ;}_2C'w¢l . =-12 b(x;)’

dx t. dx E bt;

c

C an

edzie: C,, =1+2¢,(3+6x, +4x2)x,,  C, =1+6¢,(1+x, )x, — wspslezynniki,
e, =E,[E , X, =t,/t, -parametry bezwymiarowe.

POJAZDY SZYNOWE / RAIL VEHICLES NR 3/2020

13



14

Uwzgledniajac naprezenie tnace (7), otrzymano poprzeczna silg styczna w nastgpujacej postaci

/2 Eb
7(x)= b_J/Z Dby = ) (12)
Zatem nieznana funkcja przemieszczenia wzdhuznego wynosi
u,(x)=1 +vc)% : (13)

c

Problem zginania warstwowego pasma ptytowego jest sformutowany w dwoch przedziatach:
1) 0<x<L, —czes¢ przylegajaca do krawedzi (zginanie z efektem $cinania)

Przyjeto nastgpujaca posta¢ poprzecznej sity stycznej

_ 1 HH_>x
T(x)—tanh(k)tanhgcé Ll%“, (14)

gdzie: k — wspotczynnik (kK — ).

Moment gnacy M , (x) = Fx.
Roéwnanie (11) po jednokrotnym scatkowaniu i uwzglgdnieniu powyzszego wyrazenia (14) przybiera
postac nastepujaca

dv
C, ——C +2(1+v tanh , 15
" dx ( )tan o j% %Ebt ox’ Ebt3 (1)

gdzie: C, — stata catkowania.
Warunek dla x = L;:

FI?
C, L C, - L
"dx|,, E bt;

Réwnanie (15) po scatkowaniu ma postaé nastgpujaca

C
C.v(x)=C, +Cx-2(1+v, )ktanh(k)ln[q:oshgc% %%ﬁ 5 (17)

gdzie: C, - stala catkowania.
Warunek dla x =0, v(O) =0, astad

(16)

In{[coshlk FL .1 hik
C, = 2(1 +VC) [ ( )] C, L, biorac pod uwagg, ze llmM =1.
ktanh(k) E bt, koo ktanh(k)
W rezultacie
FL
C,=2(l+v,)C,, —~. 18
2 ( L) i Ecbtc ( )
Ugigcie w pierwszym przedziale — tzn. przylegajacym do krawedzi dla x = L, jest zatem nastgpuja-
ce:
FL FL;
C.v(L)=20+v —L+C L -2—. 19
v ( 1) ( G)Cqubt 11 Ebt3 ( )

2) L, < x<LJ2 - czeéé srodkowa (czyste zginanie, bez $cinania)

Poprzeczna sita styczna T(x): 0, moment gnacy M, (x)= FL,. Réwnanie (11) po scatkowaniu
przyjmuje zatem postaé

FL
C ﬂ=C -12x—— (20)

% 3 3
c c
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gdzie: C, — stata catkowania.
Przyjeto dwa warunki odnoszace si¢ do nachylenia krzywej ugigcia:

d FL L
e dax=L/2, C,2 =0, skad C,=6—""—,
x|, E bt;
FL?
e dlax=1L, CWﬂ =C,-12 13,
dx I E bt
zatem
dv FL
va_ _6(L_ l) 13 . (21)
dx I E bt
Réwnanie (20) po scatkowaniu przyjmuje postac
FL L FL
c.v(x)=c, +6xE blt3 - 6x’ - b;S , (22)
gdzie: C, — stafa catkowania.
Ugiecie dla x = L, wyraza si¢ nastepujaco
_ FL
CVVV(L] ) =C, + 6(L _LI)E b (23)

Uwzgledniajac warunek zgodno$ci nachylenia krzywej ugigcia (wyrazenia (16) i (21)) otrzymuje si¢
stalg calkowania

FL

C, =6(L-L L 24
=6(2-L,) E b0 (24)

Podobnie, warunek zgodnos$ci ugie¢ (wyrazenia (19) i (23)) pozwala wyznaczy¢ stala catkowania

FL FL;
C,=2ll+v,)C L-2—L. 25
4 ( c) vu Ecbtc Ecbtf ( )
Zatem ugigcie warstwowego pasma plytowego dla x = L, (23) jest postaci
A F

=2|l+v,)C, +B—4a o Ala,——, 26
[( c) vu ( 1%1 ] C E b ( )

gdzie: @, =L, /L, A = L/t, —wspblczynniki bezwymiarowe.
Tak wigc, zgodnie z wyrazeniem (22), catkowite maksymalne ugigcie warstwowego pasma plytowego

vr(f]‘;ffl) :v%LEz %(1+VC)C (3 4a, ))\25‘7 A £ (27)

CEb

Natomiast maksymalne ugigcie czesci s’rodkowe] (rys. 4)
F

/\_ (28)
'C, Eb’

W) =) —u(1,) =2 (-2, Ve

F F

v(L1)
Vrgvrgx

7 Lot i

< ”
<+ > <+

v

Rys. 4. Schemat ugigcia pasma plytowego poddanego czteropunktowemu zginaniu

POJAZDY SZYNOWE / RAIL VEHICLES NR 3/2020

15



Przyktadowe obliczenia wykonano dla nast¢pujacych danych: 2=900 mm, L;,=300 mm, 5#=250 mm,
t=2 mm, t~=16 mm, E~=72000 MPa, E=3640 MPa, v.~=0.3 oraz warto$¢ sity F=F;2=1500 N
(F/=2F=3000 N — obciazenie catkowite). Otrzymano zatem maksymalne ugigcie czesci srodkowe;j
(28) v =0.82 mm, maksymalne ugigcie catkowite (27) vr(rf‘;i“’)=6.37 mm oraz ugig¢cie w miejscu

max

przylozenia sity F, wyrazenie (26), v(L;)=5.55 mm.

3. Badanie numeryczne MES

Model warstwowego pasma ptytowego przeznaczony do analizy metoda elementéow skonczonych
zostal opracowany za pomoca pakietu SolidWorks. Symetria pasma plytowego pozwala ograniczy¢
ten model do jednej czwartej calego pasma (rys. 5). Jego wlasciwe zachowanie zapewniaja natozone
nan odpowiednie warunki brzegowe. Model pasma plytowego jest podzielony na okoto 942 tysiace 3-
wymiarowych czworosciennych elementow skonczonych, z czterema punktami Jakobianu. Liczba
weztow jest bliska 1 400 000. Przykladowy fragment siatki jest pokazany na rys. 6.

Rys. 5. Model warstwowego pasma plytowego zastosowany w obliczeniach MES

Pasmo ptytowe umieszczone jest w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych x,y,z. Plaszczyzna xz jest
plaszczyzna srodkowa oraz obojgtna pasma, o§ y zwrdcona jest w dot (rys. 5).

Rys. 6. Fragment siatki MES
(W przyblizeniu ograniczony do obszaru zaznaczonego na rys. 5 kropkowanym okregiem)

Nizej wyszczegolnione warunki brzegowe natozone na powierzchnie modelu pasma ptytowego gwa-
rantuja, ze zachowa si¢ on jak jedna czwarta catosci:
¢ Model pasma jest swobodnie podparty na krawedzi x=0. Z tego powodu przemieszczenia y
Sciany wspolptaszczyznowej z ptaszczyzna yz sa rowne zeru.
e Przemieszczenia x Srodkowej $ciany pasma, rownoleglej do plaszczyzny yz (dla x=L/2), sa
roéwne zeru.
* Przemieszczenia z $ciany pasma wspOiptaszczyznowej z ptaszczyzna xy (dla z=0) sa rowne ze-
Tu.
Obliczenia wykonano dla tych samych danych, jakie przyjeto w rozwiazaniu analitycznym, otrzymano

nastgpujace warto$ci: v(tozaz)

max

=6.27 mm i v(L,) =5.46 mm. Tak wigc maksymalne ugigcie czgsci $rod-

kowej v{") =0.81 mm.

max
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4. Badania doswiadczalne

Badania doswiadczalne przeprowadzono na probkach wyprodukowanych i dostarczonych przez firme
Havel Metal Foam GmbH (Niemcy). Taka probka jest przedstawiona na rys. 7.

Rys. 8. Ugigte pasmo pod dziataniem obciazenia na stanowisku badawczym
(Laboratorium — Sie¢ Badawcza Lukasiewicz — IPS TABOR)

Pasmo zostalo zamontowane na stanowisku badawczym i obciazone sita Fy=2F, jak pokazano na rys.
1. Catkowita dlugos¢ pasma-probki wynosi 1000 mm. Zostata ona podparta na rolkach odlegtych o
L=900 mm. Obciazenie przytozono za pomoca dwdch kolejnych rolek rozstawionych na 300 mm,
symetrycznie wzgledem probki. W rezultacie czg¢§¢ probki znajdujaca si¢ pomigdzy dwiema rolkami
obciazajacymi podlega czystemu zginaniu (rys. 8).

Fo N

6 — — —— — =

Rys. 9. Zalezno$¢ migdzy obciaze-
niem F, 1 maksymalnym ugigciem
(m)

\%

max

$rodka probki

—t
Vigax [mm.

I —
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(m)

Ta proba umozliwita wyznaczenie zalezno$ci migdzy obciazeniem F, i maksymalnym ugigciem v’
srodkowego punktu probki (przedstawionej na rys. 9).

Mozna zauwazy¢, ze zginanie sprezyste (proporcjonalne) odbywa si¢ w ograniczonym zakresie
obcigzenia dla Fy?1.5 kN. Taka sita wywotuje maksymalne ugigcie $rodkowego punktu probki

wynoszace vr(n’Z))( =0.3409 mm. Dalszy wzrost obciazenia skutkuje wyraznym odchyleniem od

proporcjonalno$ci. Nieregularnosci przebiegu krzywej sugeruja, ze material ulega stopniowej
destrukcji.

W badaniach analitycznych i numerycznych MES przyjeto warto$¢ obcigzenia catkowitego
Fy=3000 kN, natomiast w badaniach stanowiskowych stwierdzono, Zze zginanie pasma-probki w
zakresie sprezystym jest dla wartos$ci obciazenia F,y? 1.5 kN. Maksymalne ugigcia czgsci Srodkowe;j
probki wyznaczone analitycznie i numerycznie MES dla tego obciazenia sa zatem nastgpujace

v -0.41 mm oraz v{"7FEM)

o o '=0.41 mm. Wartosci te sqa o 20% wigksze od wyznaczonych
doswiadczalnie. Nalezy zauwazy¢, ze ugigcie czesci s$rodkowej probki jest roznica ugigcia
catkowitego i1 ugigcia w miejscu dziatania sity-obciazenia (rys.4), zatem jego wartos$¢ jest mata w
poréwnaniu z wartoscia ugigcia w miejscu dziatania sity-obciazenia (~15%).

Firma Havel Metal Foam GmbH stosuje technologi¢ wytwarzania struktur tréjwarstwowych z
rdzeniem z piany aluminiowej do produkcji wielu réznych elementow konstrukcyjnych. Wyzej
analizowane plyty warstwowe mozna by zastosowaC jako czgsci podlogi lub poszycia pojazdu
szynowego. Kilka przyktadowych zastosowan tych struktur produkowanych przez firmg Havel Metal

Foam GmbH przedstawiono na rys. 10+12.

Total thickness: 20 mm Grubo$¢ catkowita: 20 mm
Cover sheet (top): 1.5 mm Oktadzina gorna: 1.5 mm
Metal foam core: 17 mm Rdzen z piany metalowej: 17 mm
Cover sheet (bottom): 1.5 mm Oktadzina dolna: 1.5 mm

Rys. 10. Pokrywa obudowy sprezarki

Welded construction 1515%600x298 mm
with integrated 08 cooling tube system

Konstrukcja spawana 1515%600x298 mm
ze zintegrowanym uktadem rur chtodzacych 08

Rys. 11. Skrzynia do systemu akumulatorowego 600 V przeznaczona do pojazdow z napedem elektrycznym
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A%

Aluminum foam absorber element
Element thumigcy z piany aluminiowe;j

Casted safety valve housing
Odlewana obudowa zaworu bezpieczenstwa

Przekroj poprzeczny thumika zgniotu
Cross section of the crumple damper

The absorber element inside the casted safety valve housing
Element tlumigcy wewnatrz obudowy zaworu bezpieczenstwa

Rys. 12. Ttumik zgniotu 5-calowego zaworu bezpieczenstwa

Mozna zatozy¢, ze zastosowanie struktur trojwarstwowych z rdzeniem z pianki aluminiowej bedzie sig
rozszerzato. Struktury takie posiadaja wiele zalet, wyrdzniaja si¢ niewielka masa przy zachowaniu
wymaganej wytrzymatosci. Maja tez korzystne wlasciwosci w przypadku obciazen udarowych.

5. Whnioski

Ugigcia probki pasma zostaly wyznaczone trzema metodami: analitycznie, numerycznie (MES) i do-
$wiadczalnie. W celu zrealizowania obliczen dwiema pierwszymi metodami wartosci modutow Youn-
ga oktadzin i rdzenia przyjeto £~72000 MPa (aluminium), £=3640 MPa, oraz liczbg Poissona rdze-
nia V,=0.3. Poréwnanie tych dwoch rozwiazan jest zadowalajace — warto$ci ugigcia sa zblizone
(Tab.1).

Natomiast podczas proby laboratoryjnej zmierzono tylko maksymalne ugigcie srodkowego punktu
probki, a wynik rézni si¢ znacznie okoto 20% od ugig¢ wyznaczonych dwiema pierwszymi metodami.
Ponadto w przypadku obciazenia wynoszacego F,=3000 N spieniony materiat przechodzi w stan pla-
styczny, co nie ma miejsca w przypadku obliczen.

Tablica 1. Poréwnanie wartosci ugie¢ wyznaczonych analitycznie, numerycznie (MES) i doswiadczalnie dla F,=1500

kN (F=750 kN)
Method Analytical FEM-numerical Experimental
Metoda Analityczna Numeryczna (MES) Doswiadczalna
Fo [kN] 1.5 1.5 1.5
VI(Itg:zl)[ ] 3.185 3.14 -
2.775 2.73 -
(L, Jmm] 77 7
0.41 0.41 0.341
v [mm]

Ugigcie czesci srodkowej probki, jako roznica ugiecia catkowitego i1 ugigcia w miejscu dziatania
sily-obciazenia (rys.4), jest mala — wynosi okoto 15% w poroéwnaniu z ugigciem w miejscu dziatania
sity-obciazenia.

Bibliografia jak w wersji angielskiej artykulu
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