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Modelowanie dynamiczne funkcjonującej oczyszczalni ścieków 
 

Wstęp 

Formułowanie modeli matematycznych jest nieodłącznym ele-

mentem na etapie projektowania oraz eksploatacji różnego typu 

instalacji przemysłowych lub urządzeń stosowanych w inżynierii 

ochrony środowiska. Poprawnie sformułowany model matematyczny 

umożliwia przeprowadzenie badań symulacyjnych na modelu oraz 

pozwala na redukcję czasu przy testowaniu nowych rozwiązań tech-

nologicznych w realnie istniejących systemach oczyszczania ście-

ków przemysłowych [Peebles, 1993; Gardner, 1986].  

Należy zauważyć, że zgodnie z najnowszymi trendami modelowanie 

matematyczne staje się nieodłącznym elementem projektowania i eks-

ploatacji systemów oczyszczania ścieków [Nopens i in., 2009; Langer-

graber i in. 2004]. Modele matematyczne są obecnie traktowane jako 

narzędzia pozwalające na rozwiązywanie zagadnień bez podejścia intu-

icyjnego i związanego z nim ryzyka oraz na badanie różnych wariantów 

operacyjnych w celu optymalizacji procesu technologicznego oczysz-

czania ścieków [Masiuk i in.,2004]. Pozwalają one również na przepro-

wadzenie symulacji w obszarze zmienności parametrów przekraczają-
cych dopuszczalne warunki funkcjonowania obiektu przemysłowego 

[Masiuk i in. 2007].  

Model funkcjonującej oczyszczalni ścieków 

Głównym celem pracy jest sformułowanie modelu matematycz-

nego funkcjonującej oczyszczalni ścieków w oparciu o przemysłową 
bazę danych. Oczyszczalnia ścieków została potraktowana jako 

obiekt dynamiczny. Konfiguracja modelu obiektu i jego współrzęd-

nych (zmiennych) została pokazana na rys. 1.  

 
Rys. 1. Schemat konfiguracji obiektu dynamicznego (oczyszczani  

ścieków)  i jego współrzędnych (zmienne wejściowe i wyjściowe) 

Zgodnie z definicją układu dynamicznego jest on tworem rzeczy-

wistym i do obliczeń matematycznych zastępuje się proces w nim 

przebiegający abstrakcją matematyczną zawierającą takie zmienne 

jak: czas, zbiór wszystkich wielkości wejściowych i wyjściowych, 

zbiór współrzędnych stanu, zbiór parametrów, operatory matema-

tyczne i logiczne [Luyben, 1976].  

Na rys. 2 pokazano etapy formułowania modelu matematycznego 

dla obiektu dynamicznego (oczyszczalni ścieków). Zdecydowano 

się, że w ramach tej pracy model matematyczny zostanie sformuło-

wany w postaci funkcji przejścia.  

 
Rys. 2. Etapy formułowania modelu matematycznego obiektu dynamicznego  

Baza danych 

Charakterystyka. Bazę danych, składającą się z między innymi z re-

jestrowanych wartości stężeń jonów chlorkowych, uzyskano na podsta-

wie raportów dobowych z funkcjonującej oczyszczalni ścieków (Rys. 3).  

       

Poddane analizie ścieki poprodukcyjne charakteryzowały się znaczną 
zawartością jonów chlorkowych. Wysoki stopień koncentracji chlorków 

utrudnia ochronę elementów stalowych przed korozją oraz powodują 
rozsadzanie betonu na skutek cyklicznych zmian wilgotności.  

Wybór sygnałów pomiarowych. Model dynamiczny oczyszczalni 

ścieków zdecydowano się oprzeć na analizie sygnałów pomiarowych 

przedstawiających zmiany stężenia jonów chlorkowych na wlocie 

i wylocie z oczyszczalni ścieków. Przykładowe zarejestrowane 

stężenia jonów chlorkowych na wlocie do i wylocie z oczyszczalni 

ścieków zostały przedstawione na rys. 4.  

 

 
Rys. 4.  Przykładowe zarejestrowane zmiany  stężenia jonówchlorkowych 

 (a) na wlocie, (b) na wylocie z oczyszczalni ścieków 

Opracowanie −−−− technika korelacyjna. W oparciu o zarejestrowa-

ne wartość stężeń jonów chlorkowych wyznaczono estymatory 

funkcji autokorelacji i korelacji wzajemnej zgodnie z procedurą 
podaną w pracy [Masiuk i in. 2008]. W obliczeniach zastosowano 

oprogramowanie Matlab/Simulink.  

Na rys. 5 przedstawiono przykładowo wyznaczone wartości esty-

matorów funkcji autokorelacyjnej i korelacji wzajemnej dla procesu 

usuwania jonów chlorkowych w analizowanej oczyszczalni ścieków.  

Rys. 3. Schemat blokowy funkcjonują-
cej oczyszczalni ścieków: 1 – kraty; 2 - 

przepompownia; 3 – komora piaskowa; 

4 – osadnik wstępny; 5 – sekcja 

napowietrzania; 6 – osadnik radialny;  

7 - zbiornik zamknięty; 8 – zbiornik 

otwarty; 9 – zbiornik retencyjny 
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Rys. 5. Przykładowe graficzne przedstawienie wyznaczonych estymato-

rów (a) funkcji autokorelacyjnej, (b) funkcji korelacji wzajemnej  

(punkty – estymatory;  linia ciągła – aproksymacja  uzyskanych  danych)  

W opisie analitycznym zmienności wyznaczonych estymatorów 

(dla czasu τ > 0) zastosowano następujące zależności: 

−  dla estymatorów funkcji autokorelacyjnej  
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−  dla estymatorów funkcji korelacji wzajemnej 
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Następnie dla powyższych zależności wyznaczono transformaty Lapace’a  
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gdzie:  A = 3549;   B = 8;       C = 0,67;     D = 0,32;   

            α = 0,02;    β = 0,05;  γ1 = 0,037;   γ2 = 0,4. 

W oparciu o wyznaczone zależności zdefiniowano funkcję przejścia 

w następującej postaci: 
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gdzie:   a0 = 0,00058;    a1 = 0,29;        a2 = 0,21;         a3 = 1,7;  

             b0 = 0,000024;  b1 = 0,00012;  b2 = 0,00075;   b3 = 0,0027. 

Funkcja przejścia wyznaczona równ. (3) jest algebraicznym obra-

zem w dziedzinie częstotliwości modelu matematycznego wyrażone-

go w formie równania różniczkowego: 
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Odpowiedź analizowanej oczyszczalni ścieków.  Bazując na wy-

znaczonej funkcji przejścia (równ. 3) oraz stosując oprogramowanie 

Matlab/Simulink wyznaczono odpowiedź analizowanej oczyszczalni 

ścieków w formie charakterystyki impulsowej, uzyskanej dla jonów 

chlorkowych: 
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gdzie:  δ(τ) – delta Diraca.  

Na rys. 6 pokazano uzyskaną charakterystykę impulsową. 

 
Rys. 6. Charakterystyka impulsowa dla analizowanego procesu usuwania  

jonów chlorkowych w testowanej oczyszczalni ścieków  

Podsumowanie i wnioski 

W pracy przedstawiono procedurę wyznaczania modelu matematycz-

nego dla funkcjonującej oczyszczalni ścieków w postaci funkcji przej-

ścia. W oparciu o tą zależność wyznaczono charakterystykę impulsową 
dla testowanego obiektu, która może posłużyć do analizy realizowanego 

procesu (w tym przypadku usuwania jonów chlorkowych).  

Na podstawie uzyskanej odpowiedzi dynamicznej w postaci  

charakterystyki impulsowej można wyciągnąć następujące wnioski: 

− analizowany obiekt dynamiczny powraca do stanu ustalonego  

po ok. 80 dniach,  

− w ciągu 80 dni elementy stalowe oraz elementy wykonane 

z betonu mogą być narażone na zwiększone działanie jonów 

chlorkowych, co może zintensyfikować proces korozji.  

Ponadto analiza zarejestrowanych zmian stężenia chlorków na 

wylocie z oczyszczalni ścieków (Rys. 4b) wykazała, że pożądanym 

jest zastosowanie w analizowanym obiekcie dodatkowej ochrony 

elementów stalowych i betonowych, co może spowolnić procesy 

korozyjne obiektów systemu oczyszczania.  
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