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U OG ÓLNI ONY LI NI OWY K LASYFIKATOR FIS HERA 

GE NERALISE D FI SHE R LI NEAR C LASSI FIER

STRESZCZENIE W literaturze wielokrot-
nie omawiano klasyfikatory obrazów  

o rozkładach normalnych. Na ogół, kiedy 
dwie klasy są znacznie oddalone od sie-
bie, to ich separację można przeprowa-
dzić za pomocą jednej hiperpłaszczyzny. 
W artykule rozpatrywane są przypadki 
trudne, kiedy rozkłady znacznie nachodzą 
na siebie. Aby błąd klasyfikacji był wów-
czas mniejszy, do rozdzielenia klas lepiej 
użyć dwóch niż jednej płaszczyzny. Na 
początku został opisany algorytm, który 
bada i wyznacza liczbę przecięć dwóch 
funkcji Gaussa jednej zmiennej dla róż-
nych przypadków. Potem algorytm ten 
został włączony do algorytmu uczenia  
i klasyfikacji dla zadania dwuklasowego. 
Następnie został on uogólniony do zadań 
wieloklasowych. Przeprowadzone ekspe-
rymenty na płaszczyźnie dla zadań trud-
nych, gdy liczba klas L = 2, 3, 4 wykazały, 
że zaproponowany algorytm dawał lepsze 
wyniki niż algorytm klasyczny z jedną 
płaszczyzną rozdzielającą. 
 
Słowa kluczowe:  
liniowa analiza dyskryminacyjna, wektor 
dyskryminacyjny Fishera, obliczanie liczby 
progów, klasyfikator z jednym progiem, 
klasyfikator z dwoma progami, rozszerzone 
kryterium Fishera. 
 
 

ABSTRACT Bayesian classifiers for nor-
mal distribution patterns have often been 
discussed in literature. In general, when 
two classes are considerably apart from 
each other, they can be separated with  
a single plane. In this paper we will exam-
ine some difficult cases, i.e. when their 
distributions significantly overlap. In such 
cases, to minimize the classification error, 
it is better to use two planes instead of one 
to separate the classes. At the beginning, 
the paper describes an algorithm used to 
investigate and determine the number of 
intersections of two Gaussian functions for 
different cases. Further in the article, this 
algorithm is included in the learning and 
classification algorithm for a two-class 
task. Then the algorithm is generalized for 
multi-class tasks. The experiments carried 
out on a plane for difficult tasks, when the 
number of classes L = 2, 3, 4, show that the 
proposed algorithm produces better re-
sults than the conventional algorithm with 
one separating plane. 
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linear discriminant analysis, Fisher discri-
minant vector, calculating the number of 
thresholds, single-threshold classifier, dou-
ble-threshold classifier, extended Fisher 
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WSTĘP 

 

Studia liniowych klasyfikatorów są bar-

dzo ważnym zagadnieniem w staty-

stycznych metodach rozpoznawania 

obrazów [1, 10, 11]. W wielu zastosowa-

niach preferuje się liniowe klasyfikatory 

z uwagi na ich prostotę i szybkość dzia-

łania. Jednym z podstawowych proble-

mów w statystycznym rozpoznawaniu 

obrazów jest zbudowanie klasyfikatora 

liniowego dla dwóch klas obrazów c1 i c2 

o rozkładach normalnych. Wiele takich 

problemów można rozwiązać, konstruu-

jąc na podstawie kryterium Fishera 

równanie wektora własnego. Następnie 

rozwiązanie tego równania daje wektor 

własny d taki, że zrzutowane na niego 

rozkłady klas będą maksymalnie odse-

parowane [1, 2, 9, 10]. Analizując roz-

kłady, można wyznaczyć płaszczyznę 

rozdzielającą dwie klasy z minimalnym 

średnim błędem. Opisane podejście jest 

satysfakcjonujące, jeżeli klasy są dobrze 

odseparowane od siebie. 

 

W pracy tej pójdziemy dalej i rozpa-

trzymy przypadek trudny, tzn. taki, że 

rozkłady klas mocno nachodzą na siebie 

(rys. 1a). W takim przypadku po operacji 

rzutowania klas na wektor dyskrymina-

cyjny d widzimy (rys. 1b), że aby otrzy-

mać mniejszy błąd klasyfikacji, należy 

użyć dwóch progów (w przestrzeni źró-

dłowej te progi reprezentują dwie rów-

noległe płaszczyzny decyzyjne). W prak-

tyce wyznaczenie dwóch progów nie 

zawsze jest proste i potrzebne. 

 

W artykule został opracowany algo-

rytm 1., który wyznacza liczbę progów 

dla dwóch klas obrazów po operacji 

INTRODUCTION 

 

Studies on linear classifiers are a very 

import issue in statistical methods for 

pattern recognition [1, 10, 11]. In 

many applications linear classifiers are 

preferred for their simplicity and fast  

action. One of the main problems in 

statistics-based pattern recognition is 

building a linear classifier for classes of 

patterns c1 and c2 having normal dis-

tribution. Many such problems can be 

solved by constructing an eigenvector 

equation based on the Fisher criterion. 

Then the solution to this equation pro-

duces such own vector d that the class 

distributions mapped on it will be max-

imally separated [1, 2, 9, 10]. Through 

analyzing distributions a plane sepa-

rating two classes with a minimum 

mean error can be determined. The de-

scribed approach is satisfactory if classes 

are separated well from each other. 

 

In this work we will move further and 

consider a difficult case, i.e. one where 

class distributions overlap to a large 

extent (fig. 1a). In such a case, after the 

class mapping operation on discrimi-

nant vector d, we can see that to obtain 

a smaller classification error it is nec-

essary to use two thresholds (in the 

source space these thresholds repre-

sent two parallel decision planes). In 

practice, to determine two planes is 

not always simple or needed. 

 

In this article algorithm 1 was devel-

oped. It determines the number of 

thresholds for two classes of patterns 

after a mapping operation on vector d. 

Then using algorithm 1, a two-class 
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rzutowania ich na wektor d. Następnie 

został opracowany algorytm dwuklaso-

wy uczenia i klasyfikacji z zastosowa-

niem algorytmu 1. Na podstawie zapro-

ponowanego algorytmu dwuklasowego 

opracowano algorytm wieloklasowy 

uczenia i klasyfikacji oraz jego uprosz-

czoną wersję. Przeprowadzone ekspe-

rymenty w przestrzeni 2D pokazały, że 

dla przypadków trudnych zapropono-

wany klasyfikator dawał mniejszy błąd 

niż klasyfikator z jednym progiem. 

algorithm of learning and classification 

was developed. Based on the proposed 

two-class algorithm a multiclass algo-

rithm of learning and classification and 

its simplified version were developed. 

Experiments performed in 2D space 

showed that for difficult cases the pro-

posed classifier produced a smaller 

error than a single-threshold classifier. 

 

  
a) b) 

Rys. 1. Klasy, których rozkłady przecinają się: a) rozkłady obserwacji w przestrzeni; b) rozkłady 
po operacji rzutowania na wektor dyskryminacyjny d 

Fig. 1. Classes, whose distributions intersect: a) observation distributions in space;  

b) distributions after a mapping operation on discriminant vector d  
 

ANALIZA PRZECIĘĆ  

DWÓCH FUNKCJI GAUSSA 

 

Szukanie progów 

 

Rozważymy przypadek jednowymia-

rowy, w którym znalezienie punktów 

przecięć dwóch funkcji Gaussa jest rów-

noznaczne ze znalezieniem progów dla 

klasyfikatora. Aby znaleźć punkty prze-

cięć, należy przyrównać do siebie obie 

funkcje gęstości, a następnie rozwiązać 

otrzymane równanie: 

 

ANALYSIS OF INTERSECTIONS  

OF TWO GAUSSIAN FUNCTIONS 

 

Looking for thresholds 

 

Let us consider a one-dimensional case 

in which finding intersection points for 

two Gaussian functions is tantamount 

to finding thresholds for a classifier. In 

order to find the intersection points, 

both density functions have to be com-

pared to each other and then the equa-

tion obtained must be solved: 
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 , (1) 

 

gdzie: 

 

where: 

 

,  — prawdopodobieństwa a priori klas ,  /  

probabilities a priori of classes , ; 

,  — średnie klas / mean magnitudes of classes; 
2

1 , 2

2  — wariancje obrazów w klasach / variances of patterns in classes. 

 

Po zlogarytmowaniu (1), a następnie 

uporządkowaniu jego elementów, otrzy-

mujemy: 

 

After logarithmizing (1), and ordering 

its elements, we obtain: 

 

 . (2) 

 

W zależności od parametrów równanie 

kwadratowe (2) może mieć różne roz-

wiązania. 

 

1. Jeżeli  oraz σ1 = σ2 = σ, to 

na podstawie (2) otrzymujemy: 

 

Depending on parameters of square 

equation (2) can have different solu-

tions. 

 

1. If  oraz σ1 = σ2 = σ, then on 

the basis of (2) we obtain: 

 

 0ln2
2

14 
P

P
 . (3) 

 

Rozważając równanie (3), widać, że 

gdy: 

a) , to równanie jest spełnione. 

Oznacza to, że wykresy funkcji 

Gaussa dla powyższych parame-

trów pokrywają się i występuje ta-

ka sytuacja, jaką przedstawiono na 

rysunku 2a. 

b) , to równanie jest sprzeczne. 

Przypadek ten oznacza, że punktów 

przecięć nie ma, ponieważ jedna 

funkcja zawsze przyjmuje mniejsze 

wartości od drugiej (rys. 2b). 

 

Considering equation (3), it follows 

that when: 

a) , then the equation is ful-

filled. This means that the diagrams 

of the Gaussian function for the 

above parameters overlap and 

there occurs a situation as present-

ed in figure 2a.  

b) , then the equation is con-

tradictory. This case means that 

there are no points of intersection 

because one function always takes 

smaller values than the other  

(fig. 2b).  
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a) b) 

Rys. 2. Relacje między rozkładami, gdy: a)  (rozkłady się pokrywają), b)  

Fig. 2. Relations between distributions, when a)  (distributions overlap), b)  

 

2. Jeżeli średnie są różne ,  

a wariancje rozkładów identyczne 

, to równanie (2) 

sprowadza się do równania linio-

wego. Wtedy równanie (2) ma jedno 

rozwiązanie, czyli występuje jeden 

próg, który można obliczyć według 

wzoru:  

 

2. If mean magnitudes are different 

, and distribution vari-

ances are identical , 

then equation (2) is brought to a lin-

ear equation. Then equation (2) has 

only one solution, which means there 

occurs one threshold, which can be 

calculated following the formula:  

 

 . (4) 

 

W szczególności gdy P1 = P2, to 

 

Especially, when P1 = P2, then 

 

 . (5)

 

3. W ogólnym przypadku, jeżeli 

 i  to równanie (2) 

ma dwa rozwiązania: 

 

3. In a general case, if  and 

 then equation (2) has two 

solutions:  

 

 . (6) 

 

Zgodnie z przedstawionymi rozważa-

niami teoretyczny algorytm wyzna-

czania liczby pierwiastków równania 

pokazano na rysunku 3., a odpowied-

nie wartości progów można liczyć na 

podstawie wzorów (4) i (6). 

 

Following the presented considera-

tions a theoretical algorithm for calcu-

lating the number of roots is shown in 

figure 3, and adequate threshold val-

ues can be calculated using the formu-

las (4) and (6). 
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Rys. 3. Algorytm wyznaczania liczby pierwiastków równania (1) 

Fig. 3. Algorithm for determining the number if roots of the equation (1) 

 

Dyskusja rozwiązań 

 

Przypadek p i e r w s z y , gdy nie ma 

rozwiązania, pominiemy jako zbyt szcze-

gólny i mało interesujący. Przypadek 

drugi, gdy klasy rozdzielane są jednym 

progiem, jest powszechnie stosowany, 

był rozważany wielokrotnie i jest dobrze 

opracowany. Przyjrzyjmy się przypad-

kowi trzeciemu, gdy występują dwa 

pierwiastki równania. Sytuacja taka jest 

mało dyskutowana w literaturze. Zda-

niem autorów ma ona duże znaczenie 

praktyczne, ponieważ często nie wiemy, 

czy rozkłady są dobrze czy słabo sepa-

rowalne, a więc nie wiadomo, czy stoso-

wać jeden czy dwa progi. Nasza propo-

zycja taką sytuację uwzględnia i pozwala 

w sposób ogólny sformułować algorytm 

uczenia i klasyfikacji. 

 

W ogólnym przypadku, gdy , to 

równanie (2) ma zawsze dwa rozwią-

zania, czyli zawsze mogą być obliczane 

dwa pierwiastki. W zależności od relacji 

 

Discussion relating to solutions 

 

We will disregard t h e  f i r s t  case 

when there is no solution as too detailed, 

and not very interesting. The second case, 

when the classes are separated with one 

threshold is commonly used. It has been 

considered many times and is well elab-

orated. Let us take a look at the third 

case, when the two equation roots occur. 

This situation has been rarely discussed 

in literature. In the authors’ view it has 

large practical significance as we often 

do not know if distributions are easy or 

poorly separable, therefore it is not 

known if one or two thresholds should 

be used. Our proposal takes such a situa-

tion into account and makes it possible 

to formulate, in a general way, an algo-

rithm of learning and classification. 

 

In a general case, when , then 

equation (2) has always two solutions, 

which means two roots can always be 

calculated. Depending on the relationship 

dane / data: m1, m2, 1, 2, P1 = P2 

brak progów 

absence of thresholds 

jeden próg 

one threshold 

dwa progi 

two thresholds 
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między rozkładami (ich parametrami) 
można ocenić liczbę praktycznie, tzn. 
rzeczywiście potrzebnych progów. Na 
przykład na rysunku 4a widać, że 
funkcje przecinają się w dwóch miej-
scach (są dwa progi), natomiast dla 
przypadku pokazanym na rysunku 4b 
widać, że wystarczy obliczyć jeden 
próg (obliczanie drugiego jest zbędne). 
Mając ten fakt na uwadze, postaramy 
się sformułować algorytm znajdowa-
nia zredukowanej liczby progów. 

between distributions (their parame-

ters), we can assess the number of 

thresholds that is actually needed. For 

example, in figure 4a it can be seen that 

the functions intersect at two points 

(there are two thresholds), whereas it 

can be seen that for the case shown in 

figure 4b it is sufficient to calculate one 

threshold (calculating the other one is 

not needed). Bearing this fact in mind we 

will try to formulate an algorithm for 

finding a reduced number of thresholds. 

 

  
a) b) 

Rys. 4. Wpływ położenia rozkładów klas na liczbę przecięć: a) ; b)  

Fig. 4. Influence of class distributions upon the number of intersections:  
a) , b)  

 

Algorytm znajdowania  

zredukowanej liczby progów 

 

Zaprezentowany niżej algorytm ma na 

celu zbadanie i wyznaczenie liczby pro-

gów dla dwóch rozkładów normalnych 

jednowymiarowych na podstawie ich 
parametrów (bez konieczności oblicza-

nia punktów przecięć krzywych). Dla 

uproszczenia rozważań zakładamy, że 

prawdopodobieństwa a priori klas są 

równe (P1 = P2); przypadek, gdy praw-

dopodobieństwa te nie są równe, pomi-

niemy. 

 

Algorytm 1. Znajdowanie liczby pro-

gów, gdy P1 = P2. 

 

The algorithm for finding a reduced 

number of thresholds 

 

The purpose of the algorithm present-

ed below is to examine and determine 

the number of thresholds for two nor-

mal one-dimensional distributions using 
their parameters (without the necessity 

to calculate the intersection points of 

curves). In order to simplify the consid-

erations we assume that the probabili-

ties a priori of classes are equal (P1 = P2); 

we will disregard the case, when proba-

bilities are not equal. 

 

Algorithm 1. Finding the number of 

thresholds, when P1 = P2. 
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Dane: Data: 

 

,  — wartości średnie klas / mean magnitudes of classes; 
2

1 , 2

2  — wariancje obrazów w klasach / pattern variances in classes. 

 

Założenia: 

 

Assumptions: 

 

P1 = P2 — prawdopodobieństwa a priori klas są równe /  

probabilities a priori of classes are equal; 

 — wariancja klasy c2 jest większa od wariancji klasy c1 /  

variance of class c2 is larger than that of class c1. 

 

Wprowadzone parametry: 

 

1. Współczynnik zgodności wariancji 

rozkładów 

 

Introduced parameters: 

 

1. Coefficient of variances agreed in 

distributions 

 

 
2

1




  , (7)  

 

gdzie: 

 

where: 

 

0 <  

 

Jeżeli  =1, to oznacza, że rozkłady po-

krywają się.  

 

Dalej będziemy przyjmować, że roz-

kłady pokrywają się, jeżeli   ≥ 0 , 

(np. 0 = 0,9), gdzie parametr 0 1. 

 

2. Współczynniki oceny rozsunięć 

rozkładów 

 

If  =1, then it means the distributions 

overlap.  

 

Further, we will assume that the distri-

butions overlap, if   ≥ 0 , (e.g. 0  = 0.9), 

where parameter 0  1. 

 

2. Assessment coefficients of spacing 

distributions 

 

  ; (8) 

 

  . (9) 

 

Współczynnik  służy do oceny, czy 

rozkłady znajdują się na tyle blisko 

 

Coefficient  is used to estimate if the 

distributions are in such a proximity 
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siebie, iż można uznać, że pokrywają 

się (nie przecinają się) i wtedy nie ma 
punktu przecięcia lub gdy można wy-
znaczyć tylko jeden próg. Natomiast 

współczynnik  służy do badania, czy 

dla danej pary rozkładów będziemy 

liczyć jeden czy dwa progi. 
 

Zakładamy, że parametry rozkładów , 
, ,  są znane, ponieważ na pod-

stawie zbioru uczącego możemy je es-
tymować. Zaproponowany algorytm wy-

znaczania liczby przecięć (progów), który 
uwzględnia wprowadzone współczynni-

ki, jest przedstawiony na rysunku 5. 

that it can be assumed that they over-

lap or if only one threshold can be 
determined. Coefficient  is used to 
find out if, for a given pair of distribu-

tions we will calculate one, or two 

thresholds. 

 
We assume that distribution parameters 

, , ,  are known, as we can 
estimate them using the learning set. 

The proposed algorithm for calculating 
the number of intersections (thresh-

olds), which takes into account the in-
troduced factors, is presented in figure 5. 

 

 
 

Rys. 5. Algorytm znajdowania liczby progów, gdy P1 = P2  

Fig. 5. The algorithm for determining the number of thresholds when P1 = P2  

 

Uwagi 
 

1. Decyzję o braku progów podejmu-

jemy wtedy, gdy rozkłady mają 

zbliżone wariancje i pokrywają się 
(lub prawie pokrywają), tzn. gdy 

spełnione są warunki: 

 

Remarks 
 

1. We make a decision referring to the 

absence of thresholds when the dis-

tributions have similar variances and 
overlap (or almost overlap), i.e. when 

the following conditions are fulfilled: 

 

   ≥ 0  oraz /and . (10) 

dane / data: m1, m2, 1, 2 

założenia / assumptions: P1 = P2, 2 > 1 

brak progów 

absence of thresholds 

jeden próg 

one threshold 

dwa progi 

two thresholds 
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2. Jeden próg wyznaczamy wtedy, 

gdy: 
a) rozkłady mają różne wariancje  

i są rozsunięte więcej niż o war-

tość , czyli gdy: 

2. We calculate one threshold when:  

a) the distributions have different 
variances and are extended by 
more than the value of , i.e. 

when: 

 

  < 0  oraz / and ; (11) 

 

b) rozkłady mają zbliżone warian-
cje i są rozsunięte o więcej niż  

o wartość , czyli gdy:  

 

b) the distributions have close vari-
ances and are extended by more 

than the value of , i.e. : 

 

  ≥ 0  oraz / and . (12) 

 

3. Decyzję o wyznaczeniu dwóch pro-
gów algorytm podejmuje w przypad-

ku, gdy rozkłady mają różne warian-

cje oraz są rozsunięte o nie więcej niż 
zadaną wartość , czyli gdy: 

 

3. The algorithm makes a decision to 
calculate two thresholds in a case, 

when the distributions have different 

variances and are extended by not 
more than a predetermined value :  

 

  < 0  oraz / and , (13) 

 
gdzie parametry , ,  zostały zdefi-
niowane wcześniej. 

 
ALGORYTM UCZENIA I KLASYFIKACJI 

 

Uczenie i klasyfikacja, gdy L = 2 
 
Zakładamy, że mamy dwie klasy c1 i c2, 

których obrazy mają rozkłady normal-

ne w przestrzeni N-wymiarowej. Pa-

rametry rozkładów są następujące: 

,  — wektory średnie; 

,   — macierze kowariancji; 
,  — prawdopodobieństwa a priori. 

 

Korzystając z algorytmu 1. wyznaczania 

liczby progów, zaproponujemy następu-

jący algorytm uczenia i klasyfikacji kla-
syfikatora dwuklasowego. 

 
where parameters , ,  were de-
fined earlier. 

 
THE ALGORITHM OF LEARNING  

AND CLASSIFICATION 

 
Learning and classification, when L = 2 
 

We assume that we have two classes c1 

and c2, whose patterns have normal 

distributions in an N-dimensional space. 

Distribution parameters are as follows: 

,  — mean vectors; 

,  — covariance matrixes;  

,  — probabilities a priori. 

 
Using algorithm 1 to calculate the num-

ber of thresholds, we will propose the 
following two-class classifier learning 
and classification algorithm. 
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Algorytm 2. Uczenie i klasyfikacja, gdy 

L = 2. 

Należy: 

 

1. Korzystając z kryterium Fishera, 

znaleźć wektor dyskryminacyjny  

Algorithm 2. Learning and classifica-

tion, when L = 2.  

It is neccessary:  

 

1. Using the Fisher criterion, find a dis-

criminant vector  

 

 ) � *+�Δ, (14) 

 

gdzie: 

 

where: 

 

Δ � '� � '�; 

 

* � ��Σ� � ��Σ�. 

 

2. Zrzutować obserwacje klasy �� i �� 

na wektor ). 

3. Na podstawie algorytmu 1. wyzna-

czyć liczbę progów nt (nt = 0, 1, 2)  

i obliczyć ich wartości. 

4. W zależności od liczby progów nt 

wybrać sposób konstrukcji funkcji 

klasyfikujących:  

 

a) Jeżeli liczba progów nt = 0, tzn. 

rozkłady klas są identyczne i po-

krywają się, wtedy niech funkcje 

klasyfikujące -� i -� mają postać 

następującą: 

 

2. Map observations of classes �� and 

�� on vector ). 

3. Using algorithm 1, determine the 

number of thresholds nt (nt = 0, 1, 2) 

and calculate their values. 

4. Depending on the number thresholds 

nt, choose the way of constructing the 

classification functions:  

 

a) If the number of thresholds nt = 0, 

i.e. class distributions are identical 

and overlap, then let the classifi-

cation functions -� and -� have 

the following form: 

 

 -�
. � 1; (15) 

 

 -�
. � 0, (16) 

 

gdzie y oznacza obraz. 

 

where y stands for a pattern. 

 

b) Jeżeli liczba progów nt = 1, to 

przyjmujemy, że funkcje klasyfi-

kujące są następujące: 

 

b) If the number of thresholds  nt = 1, 

then we assume that the classifi-

cation functions are as follows: 

 

 -�
. � /1,			gdy	/	when		9
:. � ;

0, gdy	/	when		9:. � ; ; (17) 
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 -�
. � /0,			gdy	/	when			9
:. � ;

1,			gdy	/	when			9:. � ;, (18) 

 

gdzie próg α obliczamy według wzoru 

(4) lub (5). 

 

where we calculate threshold α follow-

ing the formula (4) or (5). 

 

c) Jeżeli liczba progów nt = 2, wtedy 

niech funkcje klasyfikujące są na-

stępujące: 

 

c) If the number of thresholds nt = 2, 

then may the classification func-

tions be as follows: 

 

 -�
. � /1,			gdy	/	when	;� � 9:. � ;�														
0,			gdy	/	when	9:. & ;� ∨ 9:. � ;� ; (19) 

 

 -�
. � /0, gdy	/	when		;� � 9:. � ;�														
1, gdy	/	when		9:. & α� ∨ 9:. � ;� , (20) 

 

gdzie progi dane są wzorem (6). 

 

where the thresholds are expressed 

using formula (6). 

 

5. Dokonać klasyfikacji obrazów. 

 

Dla klasyfikatora dwuklasowego mo-

żemy dwie funkcje klasyfikujące -� i -� 

zastąpić jedną: 

 

5. To classify patterns. 

 

In the case of a two-class classifier we 

can substitute two classification func-

tions -� and -� for one:  

 

 -��
. � -�
. � -�
. � /�1, gdy	/	when		-�
. � -�
.
�1,			gdy	/	when		-�
. & -�
.. (21) 

 

Odpowiednia reguła decyzyjna klasyfi-

katora jest następująca: 

 

The adequate decision rule in the clas-

sifier is as follows: 

 

 �∗
. � /��, gdy	/	when		-��
. � 0
��, gdy	/	when		-��
. & 0. (22) 

 

W zależności od liczby progów błąd 

klasyfikacji dla poszczególnych przy-

padków możemy opisać wzorami:  

 

a) Jeżeli nt = 0 (rys. 2a), to:  

 

Depending on the number of thresholds 

the classification error for each case can 

be described with the formulas:  

 

a) If nt = 0 (fig. 2a), then:  

 

 Pe = 0.5.  (23) 
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b) Jeżeli nt = 1, to: b) If nt = 1, then: 

 

 		�? � @ ��A
B|��9B �C
+D @ ��A
B|��9BD

C . (24) 

 

c) Jeżeli nt = 2 (rys. 3a), to: 

 

c) If nt = 2 (fig. 3a), then: 

 

 �? � @ ��A
B|��9B �C�
+D @ ��A
B|��9BC�

C� � @ ��A
B|��9BD
C� . (25) 

 

Uczenie i klasyfikacja, gdy L > 2 
 

Opisana metoda uczenia dla L = 2 klas 

zostanie wykorzystana do uczenia klasy-

fikatora wieloklasowego. Uczenie takie-

go klasyfikatora (algorytm 2., [11]) 

będzie polegało na wyznaczaniu progów 

i współczynników funkcji klasyfikują-

cych odpowiednio dla poszczególnych 

par klas ci, cj, i, j = 1,2, … L, i ≠ j, dalej 

funkcję klasyfikującą dla pary ci, cj bę-

dziemy oznaczać -EF
., przy czym 

-EF � �-FE. Po wyznaczeniu wszystkich 

funkcji klasyfikujących -EF
. reguła de-

cyzyjna klasyfikatora będzie następująca: 

 

Learning and classification, when L > 2 

 

The described learning method for L = 2 

classes will be used in a multi-class 

classifier learning. Learning in the case 

of such a classifier (algorithm 2, [11]) 

involves determining thresholds and 

coefficients of classification functions 

respectively for the particular pairs of 

classes ci, cj, i, j = 1,2, … L, i ≠ j, further 

we will mark the classification function 

for the pair ci, cj using -EF
., while 

-EF � �-FE. After determining all clas-

sification functions -EF
. the decision 

rule of the classifier will be as follows: 

 

 �∗
. � �E ,  gdy / when -EF
. � 0  dla / for 	G � 1,2,… , I; 	G � K. (26) 

 

Przeprowadzenie klasyfikacji według 

reguły (26) sprowadza się do badania 

zespołów funkcji: 

 

Making the classification in accordance 

with rule (26) is brought to studying 

sets of functions: 

 

zespół 1 / set 1: -��, -�L, … , -�M; 

 zespół 2 / set 2: -��, -�L, … , -�M; (27) 

… 

zespół L / set L: -M�, -M�, … , -M
M+�. 
 

Numer zespołu i, dla którego wszyst-

kie wartości funkcji -EF  (j = 1, 2,…, L 

oraz i ≠ j) będą dodatnie, oznacza klasę 

ci, do której zostanie zaliczony niezna-

ny obraz y. Jeżeli nie istnieje taki zespół, 

to obiekt nie będzie sklasyfikowany, co 

 

The cardinal number in set i, for which 

all the values of function -EF  (j = 1, 2,…, L 

and i ≠ j) are positive, indicates class ci, in 

which an unknown pattern y will be 

included. If such a set does not exist, 

then the object will not be classified, 
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oznacza, że klasyfikator podejmie decy-

zję neutralną, tzn. w przestrzeni obra-

zów będą występowały obszary nie-

przydzielone do żadnej klasy. 

 

Jeżeli ustalimy kolejność badania zespo-

łów i występujących w nich funkcji, to 

złożoność opisanego algorytmu klasyfi-

kacji można uprościć. Po uproszczeniu 

algorytm (27) przyjmie następującą 

postać (algorytm 3.): 

which means that the classier will 

make a natural decision, i.e. in the pat-

tern space there will be areas not as-

signed to any class. 

 

If we establish the order in which to 

study the sets and functions occurring in 

them, then the complexity of the de-

scribed classification algorithm can be 

simplified. After simplification, algo-

rithm (27) will take the following form 

(algorithm 3): 
 

zespół 1/ set 1: , , , … , ; 

 zespół 2 / set 2: , , … , ; (28) 
zespół 3 / set 3: , … , ; 

… 

zespół L–1 / set L–1: . 

 
W algorytmie (28) mamy mniej o jeden 

zespół funkcji oraz mniej liczne zespo-

ły funkcji. Tak jak wcześniej, w proce-

sie klasyfikacji przeglądanie zespołów 

rozpoczynamy od z e s p o ł u  1 . Jeżeli  

w zespole tym wszystkie funkcje będą 

dodatnie, to znaczy, że obraz y zostanie 
przydzielony do c1. Jeżeli warunek ten 

nie zostanie spełniony, to wtedy ba-

damy z e s p ó ł  2 , ale teraz funkcję g12 

możemy pominąć, ponieważ wiemy, że 

obraz nie należy do klasy c1. Postępu-

jąc analogicznie, dla zespołu badamy 

funkcje gij tylko dla j = i + 1,…, L. Nato-
miast ostatni z e s p ó ł  L – 1  ma jedną 

funkcję . Jeżeli funkcja  

będzie dodatnia, to obraz zaliczymy do 

klasy cL-1, jeżeli będzie ujemna, to do 

klasy cL. Warto zwrócić uwagę, że ten 

sposób klasyfikacji obrazów nie ma 

decyzji neutralnych, ale błąd klasyfika-

cji może zależeć od kolejności bada-

nych par klas. 

 
In algorithm (28) we have one set of 

functions less and quantitatively 

smaller sets of functions. As earlier, we 

start reviewing sets in the process of 

classification with s e t  1 . If in the set 

all functions are positive, it means that 

pattern y will be assigned to c1. If this 
condition is not fulfilled, then we study 

s e t  2 , but this time we can disregard 

function g12, as we know that the pat-

tern does not belong to class c1. Ana-

logically, as regards the set we study 

function gij only for j = i + 1,…, L. The 

last s e t  L – 1  has one function 

. If function  is positive, 

we will assign the pattern to class cL-1, 

if it is negative, to class cL. It is worth 

mentioning that this way of classifying 

patterns does not have neutral deci-

sions, but a classification error may 

depend on the order in which pairs of 

classes are studied. 
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EKSPERYMENTY 
 
Badanie opisanych algorytmów ucze-
nia i klasyfikacji (27, 28) oraz zasto-
sowanie ich do zadań wieloklasowych 
przeprowadzono w przestrzeni dwu-
wymiarowej dla liczby klas L = 2, 3, 4. 
Zbiór treningowy każdej klasy składał 
się z 512 obrazów wygenerowanych  
za pomocą generatora liczb losowych  
o rozkładzie normalnym. Podczas na-
szych eksperymentów szczególną uwagę 
zwróciliśmy na przypadki, kiedy roz-
kłady obrazów zachodziły na siebie  
i były trudne do rozdzielenia. W eks-

perymentach założono, że 0 =0.9, tzn. 

że akceptowana tolerancja różnicy wa-
riancji dla rozkładów nie przekracza 
10%. Odpowiednie współczynniki 
oceny rozsunięć rozkładów  i   
liczymy zgodnie ze wzorami (8), (9). 
 
Badanie algorytmu uczenia i jakości 
klasyfikacji przeprowadzono dla dwóch 
przypadków: dla jednego progu i dla 
dwóch progów, przy czym w drugim 
przypadku dla algorytmu (27) i uprosz-
czonego (28). Otrzymane obszary decy-
zyjne zostały na rysunkach pokolorowa-
ne zgodnie z kolorami klas w przestrzeni 
źródłowej. Jeżeli wystąpiły obszary z de-
cyzją neutralną, to otrzymały one kolor 
biały (bez koloru). Jakość klasyfikacji 
poszczególnych algorytmów oceniano za 
pomocą estymatora średniego prawdo-
podobieństwa błędu na zbiorze trenin-
gowym. 
 
Rozkłady obrazów oraz wyniki bada-
nia klasyfikatora dla L = 2 pokazano na 
rysunku 6. Z porównania błędów kla-
syfikacji widać, że klasyfikator z dwo-
ma progami okazał się nieco lepszy. 

EXPERIMENTS 
 
Studying the described learning and 
classification algorithms (27, 28) and 
applying them to multi-class tasks was 
done in two-dimensional space for the 
number of classes L = 2, 3, 4. A training 
set for each class was composed of 512 
patterns generated with a generator of 
random numbers having normal dis-
tribution. During our experiments we 
paid special attention to cases, where 
the pattern distributions overlapped 
and were difficult to separate. As for 
the experiments, it was assumed that 

0 =0.9, i.e. the acceptable tolerance for 

difference in variance for a distribu-
tion does not exceed 10%. We calcu-
late adequate estimation coefficients of 

extension of distributions  and  
following formulas (8), (9). 
 
Studying the algorithm of learning and 
classification quality was done for two 
cases: for one threshold and for two 
thresholds, however, in the latter case 
for algorithm (27) and simplified (28). 
The decision areas obtained are col-
ored in the patterns according to class 
colors in the source space. If there 
occurred areas with a neutral decision, 
they received white color (colorless). 
The quality of classification referring 
to particular algorithms was estimated 
using the mean error probability esti-
mator on the training set. 
 
The pattern distributions and the re-
sults of studying classifier L = 2 are 
shown in figure 6. It follows from the 
comparison of the classification errors 
that the double-threshold classifier 
proves to be a little better. 
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A)  

  
a) b) 

Rys. 6. Dwie klasy obrazów L = 2: A) rozkłady klas w przestrzeni źródłowej;  
obszary decyzyjne klasyfikatora: a) z jednym progiem (algorytm (27)), ;  

b) z dwoma progami (algorytm (27)),  

Fig. 6. Two classes of patterns L = 2: A) class distributions in the source space;  
classifier decision areas: a) single-threshold (algorithm (27)), ;  

b) double-threshold (algorithm (27)),  

 
W celu sprawdzenia działania algorytmu 
uczenia i klasyfikacji, gdy L > 2, prze-
prowadzono eksperymenty na trzech  
i czterech klasach. W przeprowadzonych 
eksperymentach każdą parę klas roz-
dzielano jednym progiem (jedną płasz-
czyzną), a w drugim przypadku dwoma 
progami (jeżeli wystąpiły odpowiednie 
warunki). Otrzymane obszary decyzyjne 
i odpowiednie wyniki klasyfikacji poka-
zano na rysunkach 7. i 8. Z porównania 
wyników widać, że klasyfikacja z dwoma 
progami była lepsza od klasyfikatora  
z jednym progiem. Jeszcze lepsze wyniki 
otrzymano, gdy został zastosowany kla-
syfikator uproszczony. Ale klasyfikator  

 
In order to check the performance of 
the learning and classification algo-
rithm, when L > 2, an experiment was 
carried out on three and four classes. 
In the experiments each pair of classes 
was separated with one threshold (one 
plane), and in the other case with two 
thresholds if adequate conditions oc-
curred. The decision areas obtained, 
and adequate classification results are 
shown in figures 7 and 8. It follows from 
the comparison of the results that the 
classification with two thresholds was 
better than the single-classifier. Even 
better results were obtained when the 
simplified classifier was used. However, 
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ten wymagał dodatkowego wysiłku  

w celu dobrania takiej kolejności anali-

zowania par klas, aby błąd był naj-

mniejszy. 

this classifier required additional ef-

fort in order to select such an order of 

analyzing pairs of classes that the er-

ror should be the least. 

 

  

A) a) 

  
b) c) 

Rys. 7. Trzy klasy obrazów L = 3: A) rozkłady klas w przestrzeni źródłowej;  
obszary decyzyjne klasyfikatora: a) z jednym progiem (algorytm (27)), ;  

b) z dwoma progami (algorytm (27)), ; c) uproszczonego z dwoma progami  
(algorytm (28)),  

Fig. 7. Three classes of patterns L = 3: A) class distributions in the source space;  
classifier decision areas: a) single-threshold (algorithm (27)), ;  

b) double-threshold (algorithm (27)), ; c) simplified double-threshold  
(algorithm (28)),  

 

Na podstawie przeprowadzonych eks-

perymentów można powiedzieć, że kla-

syfikator z dwoma progami dla trudnych 

przypadków daje lepsze wyniki niż kla-

syfikator z jednym progiem oraz że za-

stosowanie klasyfikatora uproszczonego 

może dodatkowo zmniejszyć błąd. 

 

Based on the experiments carried out, 

it can be said, that a double-threshold 

classifier produces better results for 

difficult cases than a single-threshold 

classifier and using a simplified classi-

fier can additionally reduce the error. 

 



 Dawid Rasała, Witold Malina  

116 
 2 (197) 

  

A) a) 

  
b) c) 

Rys. 8. Cztery klasy obrazów L = 4: A) rozkłady klas w przestrzeni źródłowej;  
obszary decyzyjne klasyfikatora: a) z jednym progiem (algorytm (27)), ;  

b) z dwoma progami (algorytm (27)), ; c) uproszczonego z dwoma progami  
(algorytm (28)),  

Fig. 8. Four classes of patterns L = 4: A) class distributions in the source area;  
classifier decision areas: a) single-threshold (algorithm (27)), ;  

b) double-threshold (algorithm (27)), ; c) simplified double-threshold  
(algorithm (28)),  

 

WNIOSKI 

 

Po wyznaczeniu wektora dyskrymina-

cyjnego dla każdej pary klas i zrzutowa-

niu obrazów można na podstawie sa-

mych parametrów rozkładów ocenić 

liczbę progów potrzebnych do skon-

struowania klasyfikatora (algorytm 1.). 

Na bazie tego algorytmu skonstruowano 

klasyfikator, który automatycznie dobie-

ra liczbę progów do rozdzielenia każdej 

pary klas, które występują w zadaniu. 

 

CONCLUSIONS 

 

After determining a discrimination vec-

tor for each pair of classes and mapping 

the patterns, the number of thresholds 

needed to construct a classifier (algo-

rithm 1) can be estimated, using only 

distribution parameters. This algorithm 

was used to construct a classifier which 

automatically selects the number of 

thresholds needed to separate each class 

of pairs which occur in the task. 
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Przeprowadzone eksperymenty poka-
zują, że dla trudnych przypadków al-
gorytm klasyfikacji z dwoma progami 
daje mniejszy błąd niż klasyczny klasy-
fikator z jednym progiem. Warto także 
zwrócić uwagę, że algorytm klasyfika-
cji uproszczony (28) z dwoma progami 
dawał lepsze wyniki od algorytmu 
(27), przy czym dla algorytmu (28) 
należy dodatkowo dobrać kolejność 
analizowania par klas. Jeżeli klasy  
w przestrzeni źródłowej będą dobrze 
odseparowane od siebie, to zapropo-
nowany algorytm uczenia i klasyfikacji 
działa analogicznie jak algorytm z jed-
nym progiem. 
 
Obecnie pewną wadą algorytmu wy-
znaczania wektora d na podstawie 
klasycznego kryterium Fishera [1, 9] 
jest brak rozwiązania, gdy  = 0 (14),  
a dla  ≈ 0 obliczony wektor d nie musi 
być optymalny. Dlatego zawsze, kiedy 
występuje przypadek z dwoma pro-
gami lub brak progów, wektor d należy 
liczyć według rozszerzonego kryte-
rium Fishera [6, 8]. 

The experiments show that a double- 
-threshold classification algorithm pro-
duces a smaller error for difficult cases 
than a classic single threshold classifi-
er. It is also worth mentioning that 
simplified double-threshold algorithm 
(28) produced better results than al-
gorithm (27), however, for algorithm 
(28) the order in which to analyze 
pairs of classes must be additionally 
selected. If classes in the source space 
are separated well from each other, 
then the proposed learning and classi-
fication algorithm will perform analogi-
cally as the single-threshold algorithm. 
 
At present a certain disadvantage re-
lating to determining vector d using 
the Fisher classic criterion [1, 9] is the 

absence of a solution when  = 0 (14), 

and the calculated vector does not 

have to be optimal for  ≈ 0. Therefore, 

always, when there occurs a double-
threshold case or absence of thresh-
olds, vector d must be calculated fol-
lowing the Fisher extended criterion 
[6, 8]. 
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