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UOGOLNIONY LINIOWY KLASYFIKATOR FISHERA

GENERALISED FISHER LINEAR CLASSIFIER

STRESZCZENIE W literaturze wielokrot-
nie omawiano klasyfikatory obrazow
o rozkladach normalnych. Na ogét, kiedy
dwie klasy sa znacznie oddalone od sie-
bie, to ich separacje mozna przeprowa-
dzi¢ za pomoca jednej hiperptaszczyzny.
W artykule rozpatrywane sg przypadki
trudne, kiedy rozktady znacznie nachodza
na siebie. Aby btad klasyfikacji byt wéow-
czas mniejszy, do rozdzielenia klas lepiej
uzy¢ dwoch niz jednej ptaszczyzny. Na
poczatku zostat opisany algorytm, ktéry
bada i wyznacza liczbe przecie¢ dwoch
funkcji Gaussa jednej zmiennej dla réz-
nych przypadkéw. Potem algorytm ten
zostat wilaczony do algorytmu uczenia
i klasyfikacji dla zadania dwuklasowego.
Nastepnie zostat on uogélniony do zadan
wieloklasowych. Przeprowadzone ekspe-
rymenty na plaszczyznie dla zadan trud-
nych, gdy liczba klas L = 2, 3, 4 wykazaty,
Ze Zaproponowany algorytm dawat lepsze
wyniki niz algorytm klasyczny z jedna
ptaszczyzna rozdzielajaca.

Stowa kluczowe:

liniowa analiza dyskryminacyjna, wektor
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progéow, klasyfikator z jednym progiem,
klasyfikator z dwoma progami, rozszerzone
kryterium Fishera.
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ABSTRACT Bayesian classifiers for nor-
mal distribution patterns have often been
discussed in literature. In general, when
two classes are considerably apart from
each other, they can be separated with
a single plane. In this paper we will exam-
ine some difficult cases, i.e. when their
distributions significantly overlap. In such
cases, to minimize the classification error,
it is better to use two planes instead of one
to separate the classes. At the beginning,
the paper describes an algorithm used to
investigate and determine the number of
intersections of two Gaussian functions for
different cases. Further in the article, this
algorithm is included in the learning and
classification algorithm for a two-class
task. Then the algorithm is generalized for
multi-class tasks. The experiments carried
out on a plane for difficult tasks, when the
number of classes L = 2, 3, 4, show that the
proposed algorithm produces better re-
sults than the conventional algorithm with
one separating plane.
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WSTEP

Studia liniowych klasyfikatoréw sg bar-
dzo waznym zagadnieniem w staty-
stycznych metodach rozpoznawania
obrazéw [1, 10, 11]. W wielu zastosowa-
niach preferuje sie liniowe klasyfikatory
z uwagi na ich prostote i szybko$¢ dzia-
fania. Jednym z podstawowych proble-
méw w statystycznym rozpoznawaniu
obrazéw jest zbudowanie klasyfikatora
liniowego dla dwéch klas obrazéw c; icz
o rozktadach normalnych. Wiele takich
probleméw mozna rozwigza¢, konstruu-
jac na podstawie Kkryterium Fishera
réwnanie wektora wlasnego. Nastepnie
rozwigzanie tego roéwnania daje wektor
wilasny d taki, Ze zrzutowane na niego
rozktady klas beda maksymalnie odse-
parowane [1, 2, 9, 10]. Analizujgc roz-
ktady, mozna wyznaczy¢ ptaszczyzne
rozdzielajaca dwie klasy z minimalnym
$rednim btedem. Opisane podejscie jest
satysfakcjonujace, jezeli klasy sa dobrze
odseparowane od siebie.

W pracy tej péjdziemy dalej i rozpa-
trzymy przypadek trudny, tzn. taki, ze
rozktady klas mocno nachodzg na siebie
(rys. 1a). W takim przypadku po operacji
rzutowania klas na wektor dyskrymina-
cyjny d widzimy (rys. 1b), Ze aby otrzy-
ma¢ mniejszy biad Kklasyfikacji, nalezy
uzy¢ dwoch progéw (w przestrzeni Zro-
dtowej te progi reprezentuja dwie row-
nolegte ptaszczyzny decyzyjne). W prak-
tyce wyznaczenie dwoéch progéw nie
zawsze jest proste i potrzebne.

W artykule zostat opracowany algo-
rytm 1., ktéry wyznacza liczbe progéow
dla dwéch klas obrazéw po operacji
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INTRODUCTION

Studies on linear classifiers are a very
import issue in statistical methods for
pattern recognition [1, 10, 11]. In
many applications linear classifiers are
preferred for their simplicity and fast
action. One of the main problems in
statistics-based pattern recognition is
building a linear classifier for classes of
patterns ¢; and c; having normal dis-
tribution. Many such problems can be
solved by constructing an eigenvector
equation based on the Fisher criterion.
Then the solution to this equation pro-
duces such own vector d that the class
distributions mapped on it will be max-
imally separated [1, 2, 9, 10]. Through
analyzing distributions a plane sepa-
rating two classes with a minimum
mean error can be determined. The de-
scribed approach is satisfactory if classes
are separated well from each other.

In this work we will move further and
consider a difficult case, i.e. one where
class distributions overlap to a large
extent (fig. 1a). In such a case, after the
class mapping operation on discrimi-
nant vector d, we can see that to obtain
a smaller classification error it is nec-
essary to use two thresholds (in the
source space these thresholds repre-
sent two parallel decision planes). In
practice, to determine two planes is
not always simple or needed.

In this article algorithm 1 was devel-
oped. It determines the number of
thresholds for two classes of patterns
after a mapping operation on vector d.
Then using algorithm 1, a two-class
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rzutowania ich na wektor d. Nastepnie
zostat opracowany algorytm dwuklaso-
wy uczenia i klasyfikacji z zastosowa-
niem algorytmu 1. Na podstawie zapro-
ponowanego algorytmu dwuklasowego
opracowano algorytm wieloklasowy
uczenia i klasyfikacji oraz jego uprosz-
czong wersje. Przeprowadzone ekspe-
rymenty w przestrzeni 2D pokazaly, ze
dla przypadkéw trudnych zapropono-
wany Kklasyfikator dawat mniejszy biad
niz klasyfikator z jednym progiem.

algorithm of learning and classification
was developed. Based on the proposed
two-class algorithm a multiclass algo-
rithm of learning and classification and
its simplified version were developed.
Experiments performed in 2D space
showed that for difficult cases the pro-
posed classifier produced a smaller
error than a single-threshold classifier.

a)

b)

Rys. 1. Klasy, ktérych rozktady przecinaja sie: a) rozktady obserwacji w przestrzeni; b) rozktady
po operacji rzutowania na wektor dyskryminacyjny d

Fig. 1. Classes, whose distributions intersect: a) observation distributions in space;
b) distributions after a mapping operation on discriminant vector d

ANALIZA PRZECIEC
DWOCH FUNKCJI GAUSSA

Szukanie progow

Rozwazymy przypadek jednowymia-
rowy, w ktérym znalezienie punktow
przecie¢ dwdch funkcji Gaussa jest row-
noznaczne ze znalezieniem progéw dla
klasyfikatora. Aby znalez¢ punkty prze-
cie¢, nalezy przyréownac¢ do siebie obie
funkcje gestosci, a nastepnie rozwigzac
otrzymane réwnanie:
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ANALYSIS OF INTERSECTIONS
OF TWO GAUSSIAN FUNCTIONS

Looking for thresholds

Let us consider a one-dimensional case
in which finding intersection points for
two Gaussian functions is tantamount
to finding thresholds for a classifier. In
order to find the intersection points,
both density functions have to be com-
pared to each other and then the equa-
tion obtained must be solved:
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1 - X—mq 1 = X—my
= e 2042 = P2 —e 20,2 , (1)
2mo, 2mo,
gdzie: where:
P, P, — prawdopodobienistwa a priori Klas ¢y, ¢, /
probabilities a priori of classes ¢4, ¢;
my, m, — Srednie klas / mean magnitudes of classes;

2 2 o . . )
o, , o, — wariancje obrazow w klasach / variances of patterns in classes.

Po zlogarytmowaniu (1), a nastepnie After logarithmizing (1), and ordering

uporzadkowaniu jego elementéw, otrzy- its elements, we obtain:

mujemy:

0% — ot x*+ ofm, —opmy x + oimi —ofmi — 20205 In 22 =0. (2)

W zalezno$ci od parametréw réwnanie Depending on parameters of square

kwadratowe (2) moze mie¢ rézne roz- equation (2) can have different solu-

wigzania. tions.

1. Jezeli my = m, oraz o1 = 02 = 0, to 1. If my = m, oraz o; = 02 = g, then on
na podstawie (2) otrzymujemy: the basis of (2) we obtain:

20'ln f = 0. 3)
2

Rozwazajac réwnanie (3), wida¢, ze Considering equation (3), it follows

gdy: that when:

a) P; = P,, to ro6wnanie jest spetnione. a) P; = P,, then the equation is ful-
Oznacza to, ze wykresy funkcji filled. This means that the diagrams
Gaussa dla powyzszych parame- of the Gaussian function for the
trow pokrywajg sie i wystepuje ta- above parameters overlap and
ka sytuacja, jakg przedstawiono na there occurs a situation as present-
rysunku 2a. ed in figure 2a.

b) P; # P,, to rownanie jest sprzeczne. b) P; # P,, then the equation is con-
Przypadek ten oznacza, Ze punktow tradictory. This case means that
przecie¢ nie ma, poniewaz jedna there are no points of intersection
funkcja zawsze przyjmuje mniejsze because one function always takes
wartosci od drugiej (rys. 2b). smaller values than the other

(fig. 2b).
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a) b)

Rys. 2. Relacje miedzy rozktadami, gdy: a) P, = P, (rozktady sie pokrywaja), b) P; # P,
Fig. 2. Relations between distributions, when a) P; = P, (distributions overlap), b) P, # P,

2. Jezeli $rednie s3 rézine my; #m, ,
a wariancje rozktadéw identyczne
0, =0, =0, to réwnanie (2)
sprowadza sie do réwnania linio-
wego. Wtedy rownanie (2) ma jedno
rozwigzanie, czyli wystepuje jeden
proég, ktéry mozna obliczy¢ wedtug
wzZoru:

a =
2

W szczegdblnosci gdy P; = Pz, to

3. W  ogélnym przypadku, jezeli
my # m, i gy # 0y, to roOwnanie (2)
ma dwa rozwigzania:

2
oim —olm, icr,crz\/(m2 —m,) +2(0'22 —J,z)ln

o, =

_ my+m,

2. If mean magnitudes are different
m; # m, , and distribution vari-
ances are identical o0y =0, =0,
then equation (2) is brought to a lin-
ear equation. Then equation (2) has
only one solution, which means there
occurs one threshold, which can be
calculated following the formula:

i LY
p— In = 4)
Especially, when P; = P, then
_ m1+m2. (5)

3. In a general case, if m; # m, and
01 # 0y, then equation (2) has two
solutions:

)
Po,

')
ro,

Zgodnie z przedstawionymi rozwaza-
niami teoretyczny algorytm wyzna-
czania liczby pierwiastkéw réwnania
pokazano na rysunku 3., a odpowied-
nie warto$ci progéw mozna liczy¢ na
podstawie wzoréw (4) i (6).

2014 (LV)

;-0

(6)

Following the presented considera-
tions a theoretical algorithm for calcu-
lating the number of roots is shown in
figure 3, and adequate threshold val-
ues can be calculated using the formu-
las (4) and (6).
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dane / data: mi, mz, o1, o2, P1= P2

brak progéow
absence of thresholds

jeden prog
one threshold

dwa progi
two thresholds

Rys. 3. Algorytm wyznaczania liczby pierwiastkéw réwnania (1)

Fig. 3. Algorithm for determining the number if roots of the equation (1)

Dyskusja rozwiazan

Przypadek pierwszy, gdy nie ma
rozwigzania, pominiemy jako zbyt szcze-
gblny i mato interesujacy. Przypadek
drugi, gdy klasy rozdzielane s3a jednym
progiem, jest powszechnie stosowany,
byt rozwazany wielokrotnie i jest dobrze
opracowany. Przyjrzyjmy sie przypad-
kowi trzeciemu, gdy wystepuja dwa
pierwiastki réwnania. Sytuacja taka jest
mato dyskutowana w literaturze. Zda-
niem autoréw ma ona duze znaczenie
praktyczne, poniewaz czesto nie wiemy,
czy rozktady sa dobrze czy stabo sepa-
rowalne, a wiec nie wiadomo, czy stoso-
wact jeden czy dwa progi. Nasza propo-
zycja taka sytuacje uwzglednia i pozwala
w sposéb ogblny sformutowac algorytm
uczenia i klasyfikacji.

W ogdblnym przypadku, gdy g; # a,, to
réwnanie (2) ma zawsze dwa rozwia-
zania, czyli zawsze moga by¢ obliczane
dwa pierwiastki. W zalezno$ci od relacji
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Discussion relating to solutions

We will disregard the first case
when there is no solution as too detailed,
and not very interesting. The second case,
when the classes are separated with one
threshold is commonly used. It has been
considered many times and is well elab-
orated. Let us take a look at the third
case, when the two equation roots occur.
This situation has been rarely discussed
in literature. In the authors’ view it has
large practical significance as we often
do not know if distributions are easy or
poorly separable, therefore it is not
known if one or two thresholds should
be used. Our proposal takes such a situa-
tion into account and makes it possible
to formulate, in a general way, an algo-
rithm of learning and classification.

In a general case, when g; # g,, then
equation (2) has always two solutions,
which means two roots can always be
calculated. Depending on the relationship
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miedzy rozktadami (ich parametrami)
mozna oceni¢ liczbe praktycznie, tzn.
rzeczywiscie potrzebnych progéw. Na
przyktad na rysunku 4a wida¢é, ze
funkcje przecinajg sie w dwoch miej-
scach (sa dwa progi), natomiast dla
przypadku pokazanym na rysunku 4b
widaé, Ze wystarczy obliczy¢ jeden
prog (obliczanie drugiego jest zbedne).
Majac ten fakt na uwadze, postaramy
sie sformutowac algorytm znajdowa-
nia zredukowanej liczby progéw.

between distributions (their parame-
ters), we can assess the number of
thresholds that is actually needed. For
example, in figure 4a it can be seen that
the functions intersect at two points
(there are two thresholds), whereas it
can be seen that for the case shown in
figure 4b it is sufficient to calculate one
threshold (calculating the other one is
not needed). Bearing this fact in mind we
will try to formulate an algorithm for
finding a reduced number of thresholds.

b)

Rys. 4. Wptyw potozenia rozktadéw klas na liczbe przecieé: a) my = my; b) my #=m,

Fig. 4. Influence of class distributions upon the number of intersections:
a)my = my, b)ym; #m,

Algorytm znajdowania
zredukowanej liczby progow

Zaprezentowany nizej algorytm ma na
celu zbadanie i wyznaczenie liczby pro-
gow dla dwoch rozktadéw normalnych
jednowymiarowych na podstawie ich
parametréw (bez koniecznosci oblicza-
nia punktéw przecie¢ krzywych). Dla
uproszczenia rozwazan zakladamy, ze
prawdopodobienstwa a priori klas s3
réwne (P; = P2); przypadek, gdy praw-
dopodobienistwa te nie sg réwne, pomi-
niemy.

Algorytm 1. Znajdowanie liczby pro-
géW, gdy P; = Po.

2014 (LV)

The algorithm for finding a reduced
number of thresholds

The purpose of the algorithm present-
ed below is to examine and determine
the number of thresholds for two nor-
mal one-dimensional distributions using
their parameters (without the necessity
to calculate the intersection points of
curves). In order to simplify the consid-
erations we assume that the probabili-
ties a priori of classes are equal (P; = P2);
we will disregard the case, when proba-
bilities are not equal.

Algorithm 1. Finding the number of
thresholds, when P; = P».
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Dane: Data:

my, m, — wartos$ci $rednie klas / mean magnitudes of classes;

2 2 : . z . .
o, , 0, — wariancje obrazow w klasach / pattern variances in classes.

Zalozenia: Assumptions:

P;=P; — prawdopodobienstwa a priori Kklas sg réwne /
probabilities a priori of classes are equal;

— wariancja klasy c; jest wieksza od wariancji klasy c; /
variance of class c; is larger than that of class c;.

g, > 01

Wprowadzone parametry: Introduced parameters:

1. Wspétczynnik zgodnosci wariancji 1. Coefficient of variances agreed in

rozkltadow distributions
21291, (7)
0-2
gdzie: where:
0<A< 1.

Jezeli A =1, to oznacza, ze rozktady po- If A =1, then it means the distributions

krywajg sie.

Dalej bedziemy przyjmowaé, Ze roz-
Ao
(np. 4,=0,9), gdzie parametr 4, <1.

>

ktady pokrywajg sie, jezeli A

2. Wspbtczynniki
rozktadow

oceny rozsuniec

& = 010-1 =

52=3 0, — 01 =30'2 1—-4.

Wspétczynnik &; stuzy do oceny, czy
rozkltady znajduja sie na tyle blisko
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overlap.

Further, we will assume that the distri-
butions overlap, if 1 2 4,, (e.g 4, =0.9),

where parameter 4, <1.

2. Assessment coefficients of spacing
distributions

0.10,; (8)

€))

Coefficient &; is used to estimate if the
distributions are in such a proximity
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siebie, iZ mozna uzna¢, Ze pokrywaja
sie (nie przecinajg sie) i wtedy nie ma
punktu przeciecia lub gdy mozna wy-
znaczy¢ tylko jeden prég. Natomiast
wspoétczynnik &, stuzy do badania, czy
dla danej pary rozkltadéw bedziemy
liczy¢ jeden czy dwa progi.

Zaktadamy, ze parametry rozktadéw m,,
m,, 01, 0, S3 zZnane, poniewaz na pod-
stawie zbioru uczacego mozemy je es-
tymowad. Zaproponowany algorytm wy-
znaczania liczby przecie¢ (progéw), ktory
uwzglednia wprowadzone wspoétczynni-
ki, jest przedstawiony na rysunku 5.

that it can be assumed that they over-
lap or if only one threshold can be
determined. Coefficient &, is used to
find out if, for a given pair of distribu-
tions we will calculate one, or two
thresholds.

We assume that distribution parameters
my, m,, g1, 0, are known, as we can
estimate them using the learning set.
The proposed algorithm for calculating
the number of intersections (thresh-
olds), which takes into account the in-
troduced factors, is presented in figure 5.

dane / data: m1, mz, o1, o2
zalozenia / assumptions: P1 = Pz, o2 > o1

brak progéw
absence of thresholds

jeden prog
one threshold

dwa progi
two thresholds

Rys. 5. Algorytm znajdowania liczby progéw, gdy P1 = P2

Fig. 5. The algorithm for determining the number of thresholds when P1 = P>

Uwagi

1. Decyzje o braku progéw podejmu-
jemy wtedy, gdy rozktady maja
zblizone wariancje i pokrywajg sie
(lub prawie pokrywaja), tzn. gdy
spetnione sg warunki:

Remarks

1. We make a decision referring to the
absence of thresholds when the dis-
tributions have similar variances and
overlap (or almost overlap), i.e. when
the following conditions are fulfilled:

A 24, oraz /and m, —m; <e¢;. (10)

2014 (LV)
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2. Jeden proég wyznaczamy wtedy,
gdy:
a) rozktady maja rézne wariancje
i s rozsuniete wiecej niz o war-
tos¢ &,, czyli gdy:

2. We calculate one threshold when:
a) the distributions have different
variances and are extended by
more than the value of &,, ie.
when:

A</, oraz /and m; —m; = &; (11)

b) rozktady maja zbliZone warian-
cje 1 sg rozsuniete o wiecej niz
o wartos$¢ g;, czyli gdy:

b) the distributions have close vari-
ances and are extended by more
than the value of g4, i.e. :

Az/,oraz /and m, —m; > &;. (12)

3. Decyzje o wyznaczeniu dwdch pro-
gow algorytm podejmuje w przypad-
ku, gdy rozktady maja rézne warian-
Cje oraz sg rozsuniete o nie wiecej niz
zadang warto$¢ ¢,, czyli gdy:

3. The algorithm makes a decision to
calculate two thresholds in a case,
when the distributions have different
variances and are extended by not
more than a predetermined value &,:

A<, oraz /and m, —m; <&, (13)

gdzie parametry 4, &, &, zostaty zdefi-
niowane wczesniej.

ALGORYTM UCZENIA 1 KLASYFIKAC]I
Uczenie i klasyfikacja, gdy L = 2

Zaktadamy, ze mamy dwie klasy c; i cz,
ktérych obrazy maja rozktady normal-
ne w przestrzeni N-wymiarowej. Pa-
rametry rozktadéw sg nastepujace:

U1, Uy — wektory Srednie;

X1, 2, — macierze kowariancji;

P;, P, — prawdopodobienstwa a priori.

Korzystajac z algorytmu 1. wyznaczania
liczby progdéw, zaproponujemy nastepu-
jacy algorytm uczenia i klasyfikacji kla-
syfikatora dwuklasowego.
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where parameters 4, &, & were de-
fined earlier.

THE ALGORITHM OF LEARNING
AND CLASSIFICATION

Learning and classification, when L = 2

We assume that we have two classes c;
and c; whose patterns have normal
distributions in an N-dimensional space.
Distribution parameters are as follows:
U1, U, — mean vectors;

¥4, 2, — covariance matrixes;

P, P, — probabilities a priori.

Using algorithm 1 to calculate the num-
ber of thresholds, we will propose the
following two-class classifier learning
and classification algorithm.
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Algorytm 2. Uczenie i klasyfikacja, gdy
L=2.
Nalezy:

1. Korzystajac z Kkryterium Fishera,
znalez¢ wektor dyskryminacyjny

Algorithm 2. Learning and classifica-
tion, when L = 2.
[t is neccessary:

1. Using the Fisher criterion, find a dis-
criminant vector

d=A71A, (14
gdzie: where:
A= py =t

A=P121+P222.

2. Zrzutowac obserwacje Klasy c; i ¢,
na wektor d.

3. Na podstawie algorytmu 1. wyzna-
czy¢ liczbe progow n: (n. = 0, 1, 2)
i obliczy¢ ich wartosci.

4. W zaleznosci od liczby progéw n
wybra¢ sposob konstrukcji funkcji
klasyfikujacych:

a) Jezeli liczba progéw n; = 0, tzn.
rozklady klas sg identyczne i po-
krywaja sie, wtedy niech funkcje
Klasyfikujace g, i g, maja postac
nastepujaca:

2. Map observations of classes ¢; and
¢, on vector d.

3. Using algorithm 1, determine the
number of thresholds n; (n: =0, 1, 2)
and calculate their values.

4. Depending on the number thresholds
n;, choose the way of constructing the
classification functions:

a) If the number of thresholds n; = 0,
i.e. class distributions are identical
and overlap, then let the classifi-
cation functions g; and g, have
the following form:

9:(y) =1; (15)

9:(y) =0, (16)

gdzie y oznacza obraz.

b) Jezeli liczba progéw n: = 1, to
przyjmujemy, Ze funkcje klasyfi-

where y stands for a pattern.

b) If the number of thresholds n;=1,
then we assume that the classifi-

kujace sg nastepujace: cation functions are as follows:
1, gdy /when dTy < a
9:1(y) = {0 T ; (17)
, gdy /when d'y >«
2014 (LV) 109
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9:(y) = {

gdzie prég a obliczamy wedtug wzoru
(4) lub (5).

c) Jezeli liczba progéw n; = 2, wtedy
niech funkcje klasyfikujace sg na-

0, gdy /when d’y < a«a
1, gdy /when dTy > a’

(18)

where we calculate threshold « follow-
ing the formula (4) or (5).

c) If the number of thresholds n; = 2,
then may the classification func-

stepujace: tions be as follows:
1, gdy /whena; <d’y <«
91(y) = {0 ng/ L= =1 ; (19)
, gdy /whend'y<a;vd'y>a,
0, gdy /when a; <d"y < a,
= , 20
92) {1, gdy /when dTy <oy vdTy > a, (20)

gdzie progi dane sag wzorem (6).

5. Dokona¢ klasyfikacji obrazow.

Dla klasyfikatora dwuklasowego mo-
zemy dwie funkcje klasyfikujace g, i g,
zastapic¢ jedna:

9200 = 0:0) - .00 = {1

)

Odpowiednia reguta decyzyjna klasyfi-
katora jest nastepujaca:

(y) = {Clr gdy / when g,,(y) >0
¢z, gdy /when g;,(y) <0

W zaleznosci od liczby progéw biad
klasyfikacji dla poszczegélnych przy-
padkéw mozemy opisaé wzorami:

a) Jezeling =0 (rys. 2a), to:

Pe= 05

110

1, gdy /when g,(y) > g,(»)

where the thresholds are expressed
using formula (6).

5. To classify patterns.
In the case of a two-class classifier we

can substitute two classification func-
tions g; and g, for one:

gdy /when g,:(0) < g0 D

The adequate decision rule in the clas-
sifier is as follows:

(22)

Depending on the number of thresholds
the classification error for each case can
be described with the formulas:

a) If n; =0 (fig. 2a), then:

(23)
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b) Jezelin;=1, to:

b) Ifn; =1, then:

P.=[% Pip(zlc))dz + [ Pop(zlc,)dz. (24)

c) Jezelin,=2 (rys. 3a), to:

c) If n,=2 (fig. 3a), then:

Po = [*0, Pip(zlc)dz + [ * Pop(zlc;)dz + [ Pip(zley)dz. (25)

Uczenie i klasyfikacja, gdy L > 2

Opisana metoda uczenia dla L = 2 Kklas
zostanie wykorzystana do uczenia klasy-
fikatora wieloklasowego. Uczenie takie-
go Kklasyfikatora (algorytm 2. [11])
bedzie polegato na wyznaczaniu progéw
i wspotczynnikéw funkeji klasyfikuja-
cych odpowiednio dla poszczegélnych
parKlasc, ¢ i, j =12, ... L, i #J, dalej
funkcje klasyfikujaca dla pary c; ¢ be-
dziemy oznacza¢ g;;j(y), przy czym
gij = —9ji- Po wyznaczeniu wszystkich
funkgji klasyfikujacych g;;(y) reguta de-
cyzyjna klasyfikatora bedzie nastepujaca:

Learning and classification, when L > 2

The described learning method for L = 2
classes will be used in a multi-class
classifier learning. Learning in the case
of such a classifier (algorithm 2, [11])
involves determining thresholds and
coefficients of classification functions
respectively for the particular pairs of
classes ¢, ¢, I, j = 1,2, ... L, i #j, further
we will mark the classification function
for the pair ¢; ¢ using g;;(y), while
gij = —9ji- After determining all clas-
sification functions g;;(y) the decision
rule of the classifier will be as follows:

c*(y) =¢;, gdy /when g;;(y) >0 dla/for j =1,2,..,L; j # L. (26)

Przeprowadzenie Kklasyfikacji wedtug
reguty (26) sprowadza sie do badania
zespotéw funkcji:

Making the classification in accordance
with rule (26) is brought to studying
sets of functions:

zesp6t 1 / set 1: g15, G13) -+ » 911}
zespot 2 / set 2: go1, G230 - » 9oL (27)

zespOt L /setL: g14, 912, - » Gr(L-1)-

Numer zespotu i, dla ktérego wszyst-
kie wartosci funkcji g;; (j = 1, 2,.., L
oraz i # j) beda dodatnie, oznacza klase
ci, do ktérej zostanie zaliczony niezna-
ny obrazy.Jezeli nie istnieje taki zespo6t,
to obiekt nie bedzie sklasyfikowany, co
2014 (LV)

The cardinal number in set i, for which
all the values of function g; i G=12,..,L
and i #j) are positive, indicates class c;, in
which an unknown pattern y will be
included. If such a set does not exist,
then the object will not be classified,
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oznacza, ze klasyfikator podejmie decy-
zje neutralng, tzn. w przestrzeni obra-
z6w beda wystepowaty obszary nie-
przydzielone do Zadnej klasy.

Jezeli ustalimy kolejno$¢ badania zespo-
16w i wystepujacych w nich funkgji, to
ztozono$¢ opisanego algorytmu klasyfi-
kacji mozna uprosci¢. Po uproszczeniu
algorytm (27) przyjmie nastepujaca
postac¢ (algorytm 3.):

which means that the classier will
make a natural decision, i.e. in the pat-
tern space there will be areas not as-
signed to any class.

If we establish the order in which to
study the sets and functions occurring in
them, then the complexity of the de-
scribed classification algorithm can be
simplified. After simplification, algo-
rithm (27) will take the following form
(algorithm 3):

zespot 1/ set 1: g1, 913, G140 - » G115
zespot 2 / set 2: §a3, Joar o 2L (28)

zespot 3 / set 3: gay, ..

- 931>

zespot L-1 / set L-1: g —1);-

W algorytmie (28) mamy mniej o jeden
zespot funkcji oraz mniej liczne zespo-
ty funkcji. Tak jak wczes$niej, w proce-
sie Kklasyfikacji przegladanie zespotow
rozpoczynamy od zespotu 1.]Jezeli
w zespole tym wszystkie funkcje beda
dodatnie, to znaczy, ze obraz y zostanie
przydzielony do c;. JeZeli warunek ten
nie zostanie spetniony, to wtedy ba-
damy zesp 6t 2, ale teraz funkcje g1z
mozemy poming¢, poniewaz wiemy, Ze
obraz nie nalezy do klasy c;. Postepu-
jac analogicznie, dla zespotu badamy
funkcje gjj tylko dlaj =i + 1,..., L. Nato-
miast ostatni zesp 6t L-1 majedna
funkcje g ;_; 1. Jezeli funkcja g ;_;1
bedzie dodatnia, to obraz zaliczymy do
klasy ci-1, jezeli bedzie ujemna, to do
klasy c;. Warto zwréci¢ uwage, Ze ten
sposéb Klasyfikacji obrazéw nie ma
decyzji neutralnych, ale btad klasyfika-
cji moze zaleze¢ od kolejnosci bada-
nych par Klas.

112

In algorithm (28) we have one set of
functions less and quantitatively
smaller sets of functions. As earlier, we
start reviewing sets in the process of
classification with set 1. If in the set
all functions are positive, it means that
pattern y will be assigned to c;. If this
condition is not fulfilled, then we study
set 2, but this time we can disregard
function gi2, as we know that the pat-
tern does not belong to class c;. Ana-
logically, as regards the set we study
function g only for j =i + 1,..., L. The
last set L-1 has one function
g 11 1- If function g ;_; ; is positive,
we will assign the pattern to class cr.j,
if it is negative, to class c;. It is worth
mentioning that this way of classifying
patterns does not have neutral deci-
sions, but a classification error may
depend on the order in which pairs of
classes are studied.
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EKSPERYMENTY

Badanie opisanych algorytméw ucze-
nia i klasyfikacji (27, 28) oraz zasto-
sowanie ich do zadan wieloklasowych
przeprowadzono w przestrzeni dwu-
wymiarowej dla liczby klas L = 2, 3, 4.
Zbior treningowy kazdej klasy sktadat
sie z 512 obrazéw wygenerowanych
za pomoca generatora liczb losowych
o rozktadzie normalnym. Podczas na-
szych eksperymentéw szczeg6lng uwage
zwrociliSmy na przypadki, kiedy roz-
ktady obrazéw zachodzily na siebie
i byty trudne do rozdzielenia. W eks-

perymentach zatozono, ze 4,=0.9, tzn.

ze akceptowana tolerancja réznicy wa-
riancji dla rozktadéw nie przekracza
10%. Odpowiednie wspotczynniki
oceny rozsunie¢ rozktadow g i ¢,
liczymy zgodnie ze wzorami (8), (9).

Badanie algorytmu uczenia i jakosci
klasyfikacji przeprowadzono dla dwdéch
przypadkéw: dla jednego progu i dla
dwoch progéw, przy czym w drugim
przypadku dla algorytmu (27) i uprosz-
czonego (28). Otrzymane obszary decy-
zyjne zostaly na rysunkach pokolorowa-
ne zgodnie z kolorami klas w przestrzeni
zrodtowej. Jezeli wystapity obszary z de-
cyzja neutralng, to otrzymaty one kolor
biaty (bez koloru). Jako$¢ Klasyfikacji
poszczegdlnych algorytméw oceniano za
pomoca estymatora Sredniego prawdo-
podobienistwa btedu na zbiorze trenin-

gowym.

Rozklady obrazéw oraz wyniki bada-
nia Klasyfikatora dla L = 2 pokazano na
rysunku 6. Z poréwnania btedow Kkla-
syfikacji wida¢, ze klasyfikator z dwo-
ma progami okazat sie nieco lepszy.

2014 (LV)

EXPERIMENTS

Studying the described learning and
classification algorithms (27, 28) and
applying them to multi-class tasks was
done in two-dimensional space for the
number of classes L = 2, 3, 4. A training
set for each class was composed of 512
patterns generated with a generator of
random numbers having normal dis-
tribution. During our experiments we
paid special attention to cases, where
the pattern distributions overlapped
and were difficult to separate. As for
the experiments, it was assumed that

4, =0.9, i.e. the acceptable tolerance for

difference in variance for a distribu-
tion does not exceed 10%. We calcu-
late adequate estimation coefficients of
extension of distributions &; and ¢,
following formulas (8), (9).

Studying the algorithm of learning and
classification quality was done for two
cases: for one threshold and for two
thresholds, however, in the latter case
for algorithm (27) and simplified (28).
The decision areas obtained are col-
ored in the patterns according to class
colors in the source space. If there
occurred areas with a neutral decision,
they received white color (colorless).
The quality of classification referring
to particular algorithms was estimated
using the mean error probability esti-
mator on the training set.

The pattern distributions and the re-
sults of studying classifier L = 2 are
shown in figure 6. It follows from the
comparison of the classification errors
that the double-threshold classifier
proves to be a little better.
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Przeprowadzone eksperymenty poka-
zujg, ze dla trudnych przypadkéw al-
gorytm klasyfikacji z dwoma progami
daje mniejszy btad niz klasyczny klasy-
fikator z jednym progiem. Warto takze
zwroci¢ uwage, ze algorytm Kklasyfika-
cji uproszczony (28) z dwoma progami
dawat lepsze wyniki od algorytmu
(27), przy czym dla algorytmu (28)
nalezy dodatkowo dobra¢ kolejnos¢
analizowania par klas. Jezeli klasy
w przestrzeni zrédtowej beda dobrze
odseparowane od siebie, to zapropo-
nowany algorytm uczenia i klasyfikacji
dziata analogicznie jak algorytm z jed-
nym progiem.

Obecnie pewng wadg algorytmu wy-
znaczania wektora d na podstawie
klasycznego kryterium Fishera [1, 9]
jest brak rozwigzania, gdy A = 0 (14),
a dla A = 0 obliczony wektor d nie musi
by¢ optymalny. Dlatego zawsze, kiedy
wystepuje przypadek z dwoma pro-
gami lub brak progéw, wektor d nalezy
liczy¢ wedlug rozszerzonego kryte-
rium Fishera [6, 8].
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