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Streszczenie

W  pracy przedstawiono rezultaty badan symulacyjnych wplywu
stosowanego modelu matematycznego pomiaréw nefelometrycznych na
jakos¢ rozwiazan zagadnienia odwrotnego polegajacego na wyznaczaniu
funkcji rozktadu wielkosci czastek fazy zdyspergowanej uktadu
dyspersyjnego na podstawie wynikéw pomiaréw nefelometrycznych.
Analizie poddane zostaly dwa modele matematyczne: model oparty na
ogdlnej teorii Mie rozpraszania $wiatta na czastce sferycznej oraz
znacznie prostszy model bazujacy na teorii dyfrakcji Fraunhofera
stanowiacej przyblizenie teorii Mie dla pewnych szczegélnych warunkéw.
Uzyskane wyniki wykazaly, Zze rozwiazania rozwazanego zagadnienia
odwrotnego otrzymywane z zastosowaniem modelu Fraunhofera
charakteryzuja si¢ ogdlnie mniejszym biedem oraz znacznie mniejsza
podatnoscia na niekorzystne efekty zlego postawienia problemu w
poréwnaniu z rozwigzaniami uzyskanymi w oparciu o bardziej
skomplikowany model Mie, o ile spetnione sa warunki stosowalnosci
teorii Fraunhofera.

Stowa kluczowe: nefelometria, rozpraszanie $wiatta, teoria Mie, teoria
dyfrakcji Fraunhofera, zagadnienie odwrotne

Influence of light scattering model on
quality of solutions of the inverse
problem in nephelometric measurements

Abstract

The work presents results of the simulation research on the influence of
applied mathematical model of nephelometric measurements on the
quality of solutions of the inverse problem consisting in determination of
the particle size distribution of the dispersed phase of the dispersed system
basing on results of nephelometric measurements. Two mathematical
models were analyzed: the model based on the general Mie theory of light
scattering by a spherical particle and the considerably simpler model
based on the Fraunhofer diffraction theory which is an approximation of
the Mie theory for certain particular conditions. Obtained results
demonstrated that the solutions of considered inverse problem gained by
application of the Fraunhofer model are characterized by generally smaller
error and significantly smaller susceptibility to harmful effects of ill-
posedness of the problem comparing to solutions gained basing on more
complicated Mie model as long as the conditions of applicability of the
Fraunhofer theory are fulfilled.

Keywords: nephelometry, light scattering, Mie theory, Fraunhofer
diffraction theory, inverse problem

1. Wstep

Nefelometria jest technika pomiarowa, w ktérej wyznacza sig
zalezno$¢ objgtosciowe] funkcji rozpraszania §wiatta w ukladzie
dyspersyjnym od kata rozpraszania — ,3 (0) 11, 2]. Wielkosé ta
opisuje kierunkowy rozktad intensywnosci rozpraszania §wiatta w
badanym ukladzie. Znajomo$¢ zaleznosci ,8(0) umozliwia
okreslenie  funkcji  rozktadu  wielkosci  czastek  fazy
zdyspergowane;j f(a), gdzie @ oznacza promien objgtosci
czastki, zdefiniowany jako promien kuli o objgtosci réwnej
objetosci czastki. Wyznaczanie funkcji f(a) opiera si¢ na
relacji matematycznej wiazacej mierzona zalezno$¢ ,3(9) z

fla).

matematyczny pomiaréw nefelometrycznych. Zadanie polegajace

szukana funkcja Zwiazek ten stanowi model

na okresleniu przebiegu funkcji f(a) na podstawie wynikéw

pomiaréw nefelometrycznych ,3 (6) jest przyktadem problemu

odwrotnego w pomiarach posrednich [1, 2]. W og6lnym
przypadku zagadnienie to jest niezwykle skomplikowane z uwagi
na bardzo duza ztozono$¢ modelu matematycznego pomiaréw.
Jednakze przyjecie odpowiednich zalozen upraszczajacych
dotyczacych zjawiska rozpraszania $wiatta w uktadzie
dyspersyjnym umozliwia sformutowanie modeli matematycznych
posiadajacych ogdlna posta¢ réwnania catkowego Fredholma
pierwszego rodzaju. Pozwala to na zastosowanie do rozwiazania
rozwazanego problemu odwrotnego szeregu efektywnych technik
opracowanych dla tej klasy zagadnien. Szczegétowa postac
modelu matematycznego pomiaréw nefelometrycznych zalezna
jest od przyjetego modelu rozpraszania $wiatla na pojedynczej
czastce fazy zdyspergowanej. Istnieje wiele modeli tego typu
rézniacych si¢ doktadnoscia opisu zjawiska rozpraszania $wiatta,
wprowadzanymi w tym opisie uproszczeniami, a co za tym idzie,
stopniem komplikacji i zakresem stosowalnosci. Celem badan
symulacyjnych omawianych w niniejszej pracy bylo okreslenie
wpltywu modelu matematycznego pomiaréw nefelometrycznych
na jako$¢ rozwiazan rozpatrywanego zagadnienia odwrotnego.
Badania przeprowadzone zostaly dla modelu opartego na teorii
rozpraszania Mie oraz na teorii dyfrakcji Fraunhofera.

2. Model matematyczny pomiarow
nefelometrycznych

W pracy przyjeto nastgpujace zalozenia upraszczajace [1, 2]:
— osrodek dyspersyjny jest jednorodny i izotropowy,
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— faz¢ zdyspergowang tworza jednorodne i izotropowe czastki
o ksztalcie kulistym,
— S$wiatlo padajace stanowi fala ptaska, monochromatyczna i
niespolaryzowana,
— w uktadzie dyspersyjnym zachodzi sprezyste, jednokrotne i
niekoherentne rozpraszanie §wiatla.
Uwzglednienie powyzszych uproszczen umozliwia
sformutowanie ogélnego modelu matematycznego pomiar6w
nefelometrycznych w postaci nastgpujacego rownania catkowego
Fredholma pierwszego rodzaju [1]:

plo)=[N. s, @o)laa.

0

gdzie: N , — liczba czastek fazy zdyspergowanej przypadajaca na
jednostke objetosci uktadu dyspersyjnego, k=2x / A — liczba
falowa, przy czym A - dlugos¢ fali $wiatlta rozpraszanego,
S 1 (Cl, 0) — odpowiedni element macierzy Muellera.
Szczegbétlowa posta¢ modelu matematycznego pomiaréw
nefelometrycznych  determinuje funkcja S 11(61,49), ktéra

zalezna jest od przyjgtego modelu rozpraszania $wiatla na
pojedynczej czastce fazy zdyspergowanej. W niniejszej pracy
rozwazane sa dwa sposréd wielu stosowanych modeli tego typu —
model oparty na teorii rozpraszania Mie oraz model oparty na
teorii dyfrakcji Fraunhofera.

2.1. Model oparty na teorii rozpraszania
Mie

Teoria rozpraszania Mie stanowi S$cisty opis zjawiska
rozpraszania ptaskiej i monochromatycznej fali $wietlnej na
pojedynczej jednorodnej 1 izotropowej czastce Kkulistej
umieszczonej w jednorodnym i izotropowym osrodku [1, 2, 3].

Otrzymane na podstawie teorii Mie wyrazenie okre$lajace
funkcjg S”(a,H) wystgpujaca w modelu matematycznym
pomiaréw nefelometrycznych (1) ma bardzo skomplikowana
postaé. W przypadku czastek fazy zdyspergowanej o zespolonym
N1 =n, +ik1 oraz osrodka
zespolonym

wspotczynniku  zatamania
dyspersyjnego o zalamania
N , =n,+ ik , element S 1 (a, 9) macierzy Muellera

okreslony jest nastgpujacymi wzorami [1, 3, 4]:

wspotczynniku

Sn(a,e’m):
1 )
EQSl(x,ﬁ,m)‘z +‘Sz(x,0,m)‘2)>
gdzie:
S, (x,0,m)= i nz(z i 1) (az, +b1,)
" 3)
= 2n+1
S \x,0,m)= +b
2(x m) ;n(n+ )(anTn nﬂ.n)

W powyzszych réwnaniach 71 oznacza wzglgdny wspéiczynnik
zalamania czastki wzgledem o$rodka zdefiniowany wzorem [1, 3,
4]

m=—-, @

natomiast X oznacza tzw. parametr wielko§ciowy (parametr Mie)
okreslony zwiazkiem [1, 3, 4]:

xX=—F". (6))

Réwnania (3) stanowia rozwinigcia funkcji S | (x, H,m) i
S 5 (x, 0, m) w nieskonczone szeregi funkcji specjalnych 77, i

T, zaleznych wylacznie od kata rozpraszania 6 zdefiniowanych

nastgpujacymi wzorami [1, 3, 4]:

P!(cos@
7, (cos )= M ,
sin @
dP!(cos 8) ©
COS
7 (cosl) =—"——,
de
gdzie Pn1 (COS 49) — stowarzyszona funkcja Legendre’a
pierwszego  rodzaju  stopnia n pierwszego  rzedu.

Wsp6tczynnikami rozwinigé (3) sa wielkosci @, i bn zwane

wspoOtczynnikami rozpraszania. Zaleza one wyltacznie od
parametréw X oraz M1 i okreslone sa rOwnaniami [1, 3, 4]:

_my, (mx)y, (x) —y, (O, (mx)
my, (m0)&, (x) =&, (), (mx) ’

_ Y, (my, () —my, (D, (mx)
v, (mx)&, (x) —mé, (O, (mx)

)

w  ktérych funkcje ¥, (p) i fn () oznaczaja funkcje
Riccatiego-Bessela.
W badaniach wartosci funkcji Su(a,e) oraz wielkosci

posrednich obliczane byty w sposéb numeryczny przy
zastosowaniu procedury Bohrena i Huffmana [1, 3].

2.2. Model oparty na teorii dyfrakcji
Fraunhofera

Teoria dyfrakcji Fraunhofera przedstawia przyblizony opis
zjawiska  rozpraszania  plaskiej, = monochromatycznej i
niespolaryzowanej fali $wietlnej na pojedynczej jednorodnej i
izotropowej czastce kulistej umieszczonej w jednorodnym i
izotropowym os$rodku [1, 2, 3, 4]. Moze by¢ ona traktowana jako
przyblizenie teorii Mie dla szczegdlnego przypadku czastek
rozpraszajacych charakteryzujacych si¢ [1, 4, 5]:

— rozmiarami znacznie wigkszymi od dlugosci fali $wiatta

rozpraszanego,

— calkowitym brakiem przezroczystosci lub

przezroczystoscia.
Wymienione postulaty w sposéb formalny wyrazi¢ mozna za
pomoca warunkéw [1, 4]:

znikoma

x>>1, m—1>>1. ®)
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Otrzymane na podstawie teorii Fraunhofera wyrazenie
okre$lajace funkcje S 11(a,0) ma posta¢ bardzo prosta w

poréwnaniu z analogicznym wyrazeniem wyprowadzonym na
podstawie teorii Mie [1]:

(1+cos@) J, (xsin 0)‘2

S,,(a,0) =
e sind |

&)

gdzie J 1 (,0) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzgdu
pierwszego.

3. Zagadnienie odwrotne

Wyznaczanie funkcji f(a) na podstawie zaleznosci ,5(9)

w oparciu o model matematyczny pomiaréw nefelometrycznych
stanowi przyklad zagadnienia odwrotnego w pomiarach
posrednich. Mozna wykazaé, ze problem ten jest zle postawiony,
przez co jego rozwigzanie wymaga stosowania specjalnych
technik matematycznych zwanych algorytmami inwersyjnymi

wykorzystujacych wiedz¢ o postaci funkcji f(a) posiadang a

priori [6].
W badaniach omawianych w niniejszej pracy stosowane byly
wylacznie metody numeryczne. Techniki te poszukuja

rozwigzania zdyskretyzowanej postaci rdéwnania calkowego
Fredholma pierwszego rodzaju uzyskiwanej przez zastosowanie
catkowania numerycznego metoda prostokatéw w skonczonym

przedziale (amm N7 - ) (1,4, 6]

B =KIf, (10)

gdzie:

(K)U =N, PE Sll(aj’Hi)Aa’ an
a; :(l_%)Aa’
Aa: amax _a[mn

n

Zle postawienie problemu odwrotnego przejawia si¢ w tym

przypadku stabym uwarunkowaniem numerycznym macierzy K
[1, 6].

Do rozwiazywania rozwazanego problemu odwrotnego
sformutowanego w postaci dyskretnej za pomoca réwnania (10)
zastosowane zostaly nastgpujace liniowe techniki inwersyjne [1,
6]:

— metoda Twomey’a-Phillipsa z minimalizacja pigciu
r6znych miar braku gtadko$ci poszukiwanego rozwigzania:
kwadratu normy euklidesowej wektora f, sumy kwadratéw
kolejnych réznic pierwszego, drugiego i trzeciego rzgdu
wektora f | kwadratu normy euklidesowej réznicy wektora
rozwiazania f oraz wektora apriorycznie przyjgtego
rozwigzania prébnego P,

— metoda filtrowanej dekompozycji SVD z dwoma réznymi
schematami filtracji warto§ci osobliwych: z zerowaniem
najmniejszych  wartosci  osobliwych, z regularyzacja
Tichonowa.
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4. Badania symulacyjne

Badania przebiegaly w dwoch etapach. Faza pierwsza
obejmowala wygenerowanie danych pomiarowych w toku
symulacji pomiaréw nefelometrycznych realizowanej dla
nastgpujacych warunkow:

— ciagu warto$ci promienia czastek opisanego wielko$ciami:

a.. =0lum,a  =10um, n=200,

— ciagu warto$ci kata rozpraszania opisanego wielko$ciami:
m=181,0,=(i—1)-1°dai=1,...,m,

— liczby czastek fazy zdyspergowanej w jednostce objgtosci
uktadu dyspersyjnego N = 10°m™,

— dtugosci fali A =0,6328um,

— zespolonego wspoétczynnika zatamania czastek fazy
zdyspergowane;j: ]\f1 =1,55+1i0,0,

— zespolonego wspotczynnika zalamania osrodka
dyspersyjnego: N2 =1,0+:0,0,

— testowej funkcji rozktadu wielkoéci czastek fazy

zdyspergowanej danej wzorem:

ftesz‘ (a) =

0331, (a,0,45um,0,15m)+
10177, (a,0,64m,0,lum)+ (12
+ O’Sflognorm (Cl, 0’1’ 0’5)’

gdzie fnorm (a’ Il'lm)rm 4 O-norm ) - funkcja gestosei

prawdopodobienstwa rozkladu normalnego zmiennej d o

warto$ci oczekiwanej M, =~ oraz odchyleniu standardowym

Gnorm ’ flognorm (a’ Iulognorm ’ Glognorm )

prawdopodobienstwa rozktadu lognormalnego zmiennej d o

— funkcja ggstosci

parametrach ,ulogm,,m oraz O lognorm - Dyskretna reprezentacje
funkcji ftm (a) stanowil wektor fzm .

Symulacje prowadzone byly na podstawie dwdch badanych
modeli matematycznych pomiaréw nefelometrycznych:

— modelu opartego na teorii rozpraszania Mie,

— modelu opartego na teorii dyfrakcji Fraunhofera.

Uzyskane w wyniku symulacji wektory danych pomiarowych
ﬁ poddawano nastgpnie zakiéceniu przez sztucznie generowany

addytywny stacjonarny i nieskorelowany szum gaussowski
reprezentowany przez wektor &, ktérego elementy stanowia
nieskorelowane zmienne losowe o rozkiadzie normalnym z
zerowg warto$cia oczekiwang 1 jednakowym odchyleniem

standardowym O, = 1% - max (ﬁ) .

Ostateczny rezultat przeprowadzonych symulacji pomiaréw
nefelometrycznych stanowily cztery wektory symulowanych

danych pomiarowych ﬂ odpowiadajace funkcji rozktadu

fr st (a) : nie zakiécony szumem wektor uzyskany na podstawie

modelu Mie oraz ten sam wektor poddany zakléceniu szumem i

nie zaklécony szumem wektor uzyskany na podstawie modelu

Fraunhofera oraz ten sam wektor poddany zakt6ceniu szumem.
Druga faza badan obejmowala rozwiazywanie rozwazanego

zagadnienia odwrotnego — wyznaczanie z zastosowaniem kazdej z
wymienionych wcze$niej technik inwersyjnych wektora fm,mm

stanowiacego dyskretna reprezentacjg¢ rekonstruowanej funkcji



PAK vol. 53, nr 9bis/2007

rozktadu f kons (a) na podstawie kazdego z czterech wektoréw

re;
wynikéw symulowanych pomiaréw nefelometrycznych ﬁ
otrzymanych w pierwszym etapie badan. W procesie odwrotnym
dla kazdego wektora ﬁ stosowany byt ten sam model

matematyczny pomiaréw nefelometrycznych, co uzywany przy
generacji tego wektora w ramach symulacji. Uzyskiwany wektor

f reprezentowal wartosci funkcji f (a) w doktadnie

rekons rekons

tych samych punktach, w ktérych wektor f

test

warto$ci funkcji ft st (a) .
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reprezentowat

Za miarg dokladnos$ci rozwiazania problemu odwrotnego
przyjeto wielkosé [1]:

A=t

n

2
Z (frekonx,i - ftext,i ) .

i=1

13)

Tab. 1. Zestawienie warto$ci parametru A charakteryzujacego doktadnos¢ rozwiazan zagadnienia odwrotnego otrzymanych w oparciu o dwa badane modele matematyczne dla

wynikéw symulowanych pomiar6w nefelometrycznych obcigzonych réznym bledem wzglednym przy zastosowaniu oméwionych procedur inwersyjnych

Tab. 2. Comparison of the values of the A parameter characterizing the accuracy of the solutions of the inverse problem obtained on the basis of two mathematical models under
studies for the results of simulated nephelometric measurements affected by various relative errors using discussed inverse procedures

Model mat., Mie, Mie, Fraunhofer, Fraunhofer,
btad wzgl.! p=0% p=1% p=0% p=1%
Procedura
inwersyjna
Twom.-Phill., norm. 0,068938 0,34742 0,011602 0,11868
Twom.-Phill,, I rz. 0,074651 0,18218 0,065687 0,14748
Twom.-Phill., I rz. 0,010262 0,13346 0,021501 0,15706
Twom.-Phill., III rz. 0,00043019 0,20925 0,0096068 0,21619
Twom.-Phill., aprior.” 0,065849 0,33624 0,0028791 0,11492
SVD, zerow. 0,046616 0,33921 0,0050756 0,10086
SVD, Tichon. 0,046542 0,34742 0,0052155 0,11313
$rednia 0,044755 0,27074 0,017367 0,138331

! Btad wzgledny P danych pomiarowych ﬁ zdefiniowany jest jako wielko$¢: p =

(o, /max(B))-100% .

2 . . - . . -1 -3
“ Jako aprioryczny poczatkowy rozklad wielkoSci czastek przyjeto funkcjg stala f(a)=1,um m reprezentowang przez I -elementowy wektor

p=ll 1 i

5. Wyniki badan symulacyjnych

Wyniki badan symulacyjnych prezentuje tab. 1. Z danych
zestawionych w tabeli wynika, ze funkcje rozktadu frekom (a)
odtworzone w oparciu o model Fraunhofera charakteryzuja si¢
og6lnie mniejszym odchyleniem mierzonym wartoscia A od
rzeczywistej — testowej funkcji rozktadu f,,, (a) W poréwnaniu
z funkcjami odtworzonymi w oparciu o model Mie.
Potwierdzeniem tego uogélnienia sa wartosci A usrednione dla
poszczegdlnych stosowanych technik inwersyjnych. Sredni biad
A rekonstrukcji  funkcji f(a)

niedotknigtych wptywem zakiécen w przypadku zastosowania
modelu Fraunhofera jest ponad 2,5 razy mniejszy niz w
przypadku zastosowania modelu Mie. Dla danych poddanych
dziataniu zaklécen $redni btad rekonstrukcji przeprowadzanej w
oparciu o model Fraunhofera jest blisko 2 razy mniejszy od btedu
charakteryzujacego rekonstrukcj¢ przy wykorzystaniu modelu
Mie.

na podstawie danych

6. Podsumowanie i wnioski

W referacie przedstawione zostaly rezultaty badan
symulacyjnych wplywu stosowanego modelu matematycznego
pomiaréw nefelometrycznych na jako$¢ rozwiazan zagadnienia
odwrotnego polegajacego na odtwarzaniu funkcji rozkladu
wielkos$ci czastek fazy zdyspergowanej uktadu dyspersyjnego na
podstawie wynikéw pomiaréw nefelometrycznych. Przedmiotem
rozwazan byly dwa modele matematyczne: model $cisty oparty na
ogolnej teorii Mie rozpraszania $wiatla na czastce sferycznej oraz
model przyblizony bazujacy na teorii dyfrakcji Fraunhofera.

Uzyskane wyniki wykazaly, Ze rozwiazania rozwazanego
zagadnienia odwrotnego — wyniki rekonstrukcji funkcji rozktadu
otrzymywane z  zastosowaniem  modelu  Fraunhofera
charakteryzuja si¢ ogdlnie mniejszym biedem wskazujacym na
znacznie mniejsza podatno$¢ na niekorzystne efekty zlego
postawienia problemu w poréwnaniu z rozwigzaniami
uzyskanymi w oparciu o bardziej skomplikowany model Mie, o
ile spetnione sa warunki stosowalno$ci teorii Fraunhofera.

Otrzymane rezultaty uzasadniaja  stosowanie  modelu
Fraunhofera, ktéry ze wzgledu na prostote oraz brak zalezno$ci od
wspotczynnikéw  zatamania  jest bardziej pozadany z
metrologicznego punktu widzenia [1, 2].
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