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Rutyna zabija, czyli b¡d¹ kreatywny w rozwi¡zywaniu zada«

Streszczenie. Artykuª prezentuje wybrane zadania z programu ksztaªcenia z matematyki na
studiach, które mo»na rozwi¡zywa¢ wieloma sposobami. Jego celem jest propagowanie kreatywno±ci
w rozwi¡zywaniu nawet typowych zada« zamiast �uczenia si¦ dla ocen�.
Sªowa kluczowe: pot¦gowanie liczb zespolonych, to»samo±¢ Pascala, ukªad równa« Cramera, rzut
prostej na pªaszczyzn¦, granica funkcji, caªka trygonometryczna

1.Wst¦p

O ile dorosªy nie powinien mie¢ problemu z udzieleniem odpowiedzi na pytanie �ile wynosi 7 plus 9� (no

dobrze, ±ci±lej mówi¡c, nie powinien mie¢ problemu), to dla kilkuletnich dzieci jest to nie lada wyzwanie.

Je±li dotychczas dzieciak korzystaª z palców przy dodawaniu, to wtedy pojawienie si¦ liczb wi¦kszych

od dziesi¦ciu komplikuje obliczenia. I tu pojawia si¦ pole do popisu.

Jedne dzieci narysuj¡ siedem kresek, potem dziewi¦¢, a nast¦pnie je policz¡. Inne dzieci, lubi¡ce

liczy¢ na palcach, zdejm¡ skarpetki i korzystaj¡c z palców nóg, rozszerz¡ swoje zdolno±ci do liczenia do

dwudziestu. Mo»emy si¦ spodziewa¢ i bardziej zaawansowanych argumentacji: �Siedem plus dziewi¦¢ to

jest tyle samo, co osiem plus osiem. Wiem, »e to jest szesna±cie, bo miaªem takie ªadne pudeªko z kredkami.

Byªy w nim dwa rz¦dy kredek, po osiem w ka»dym, a na pudeªku byªo napisane szesna±cie�.

Na ka»dym poziomie zaawansowania matematyki, tra�aj¡c na zadanie, na które nie mo»emy znale¹¢

odpowiedzi, nie obawiajmy si¦ poszuka¢ nieszablonowych sposobów rozwi¡zywania.

Sama analiza zadania lub problemu, szczególnie w wi¦kszym gronie, mo»e by¢ bardzo owocna. Nieraz

zdarzaªo si¦ w trakcie takich spotka« (w moim wypadku byªo to najcz¦±ciej Seminarium Algebry albo

wieczory w czasie konferencji naukowych), »e wprawdzie nie udawaªo nam si¦ rozwi¡za¢ nurtuj¡cego nas

problemu, ale przy okazji odkryli±my wiele innych, ciekawych w¡tków, dotycz¡cych dyskutowanej przez

nas tematyki.

Nawet, je±li sposób rozwi¡zania wydaje si¦ nam oczywisty, nie powinni±my si¦ zamyka¢ na nowe idee.

Na poszczególnych etapach edukacji ucze« (student) powinien zrozumie¢, »e samo rozwi¡zanie zadania

jest celem krótkofalowym � jego konsekwencj¡ mo»e by¢ jedynie dobra ocena. Na dªu»sz¡ met¦ otwarcie

si¦ na ró»ne podej±cia do tematu powinno przynie±¢ korzy±ci w przyszªo±ci.
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Przy pomocy zada« z wybranych z dziaªów matematyki poka»emy, jak ró»ne mog¡ by¢ metody roz-

wi¡zywania. Nie ma w nich teoretycznego przygotowania � czytelnik powinien ju» orientowa¢ si¦ w teorii

dotycz¡cej tych zada«. Aby nieco rozszerzy¢ grono odbiorców, przywoªamy równie» par¦ wªasno±ci, z któ-

rych b¦dziemy korzysta¢.

Artykuª kierowany jest do studentów kierunków posiadaj¡cych w programie ksztaªcenia matematyk¦

na typowym, akademickim poziomie. Potrzebna b¦dzie znajomo±¢ podstaw liczb zespolonych, dwumia-

nu Newtona, ukªadów równa« liniowych, geometrii analitycznej, granic funkcji czy caªki nieoznaczonej.

Dlatego ten artykuª nale»y traktowa¢ jaki uzupeªnienie zwykªego kursu matematyki.

2. Sposoby rozwi¡zywania wybranych zada«

2.1. Równanie kwadratowe

Zaczniemy od czego± na poziomie szkoªy ±redniej:

Zadanie 1. Rozwi¡» równanie x2 − 12x+ 20 = 0.

Na pocz¡tek standardowy sposób, jaki wybierze prawie ka»dy ucze«:

Sposób 1. ∆ = 122 − 4 · 1 · 20 = 64, x1 = 12−8
2 = 2, x2 = 12+8

2 = 10.�

Rozwi¡zanie tego równania kwadratowego ucze« w skrócie mógªby opisa¢ �Delta, potem iks jeden, iks

dwa i koniec�. To oczywi±cie w du»ym uproszeniu racja, ale... wcale nie konieczno±¢.

Aby rozwi¡za¢ to równanie, mo»na te» pogrupowa¢ wyra»enia:

Sposób 2. 0 = x2 − 12x + 20 = x2 − 2x − 10x + 20 = x(x − 2) − 10(x − 2) = (x − 10)(x − 2), a st¡d

x1 = 2 i x2 = 10.�

Kolejny sposób to wykorzystanie wzoru skróconego mno»enia:

Sposób 3. x2 − 12x+ 20 = 0 ⇔ x2 − 2 · 6x+ 36 = 16 ⇔ (x− 6)2 = 16 ⇔
⇔ x− 6 = 4 ∨ x− 6 = −4 ⇔ x1 = 10 i x2 = 2.�

Znajomo±¢ wzorów Viete'a te» mo»e by¢ przydatna w rozwi¡zaniu tego równania. Je±li miejscami

zerowymi trójmianu kwadratowego s¡ liczby caªkowite (oczywi±cie, tego nie wiemy przed rozwi¡zaniem),

to mo»na przy pewnej wprawie odgadn¡¢ miejsca zerowe.

Przypomnijmy, »e je»eli rozwi¡zaniami równania kwadratowego x2 + bx+ c = 0 s¡ x1 i x2, to

x1 + x2 = −b, x1x2 = c.

Sposób 4. Czy potra�¦ wskaza¢ dwie liczby, których suma wynosi 12 a iloczyn 20 . . . tak, to x1 = 10 i

x2 = 2 � oto rozwi¡zanie! �

Innych rozwi¡za« nie ma - równanie kwadratowe nie mo»e mie¢ wi¦cej ni» dwa rozwi¡zania. Osobi±cie

najcz¦±ciej najcz¦±ciej korzystam z ostatniego sposobu rozwi¡zywania, o ile spodziewam si¦ caªkowitych

rozwi¡za«. Przy pewnej wprawie ten sposób mo»e by¢ najszybszy dla równa« kwadratowych z caªkowitymi

rozwi¡zaniami.

Wida¢ wi¦c, »e nawet rozwi¡zanie prostego zadania nie musi przebiega¢ utartymi schematami.

�wiczenie 1. Rozwi¡» ka»dym z powy»szych sposobów nast¦puj¡ce równania:

1. x2 − 8x+ 15 = 0, 2. x2 − 2x− 8 = 0, 3. x2 + 3x− 18 = 0.
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Odp. 1. x ∈ {3, 5}; 2. x ∈ {−2, 4}; 3. x ∈ {−6, 3}.

2.2. Pot¦gowanie liczb zespolonych

Przyjrzyjmy si¦ do±¢ typowemu pot¦gowaniu liczby zespolonej.

Zadanie 2. Oblicz1 (
√

3− i)2023.

Najpierw poka»emy rozwi¡zanie �pierwszego wyboru� w±ród studentów, wykorzystuj¡ce wzór de Mo-

ivre'a. Niektóre etapy rozwi¡zania mo»na przeprowadzi¢ na ró»ne sposoby.

Sposób 1. Najpierw mo»emy zamieni¢ liczb¦ z =
√

3− i na posta¢ trygonometryczn¡ lub wykªadnicz¡.

Poniewa» druga z nich praktycznie nie prowadzi do innych sposobów rozwi¡zywania, wi¦c b¦dziemy si¦

posªugiwa¢ znan¡ powszechniej w±ród studentów postaci¡ trygonometryczn¡.

|z| =
√√

3
2

+ (−1)2 = 2.

Argument liczby z mo»na wyznaczy¢ na ró»ne sposoby.

1. Z de�nicji argumentu:

dla ka»dego k ∈ Z, z de�nicji argumentu ϕ,

cosϕ =

√
3

2
=⇒ ϕ ∈

{π
6

+ 2kπ,−π
6

+ 2kπ
}
, sinϕ = −1

2
=⇒ ϕ ∈

{
7π

6
+ 2kπ,−π

6
+ 2kπ

}
.

St¡d mo»emy wybra¢ najwygodniejszy do oblicze« argument ϕ = −π6 .

2. Z interpretacji geometrycznej liczby zespolonej wynika, »e je»eli liczb¦ zespolon¡ z = x+ yi zinter-

pretujemy jako punkt (x, y) na pªaszczy¹nie (zwanej zespolon¡), to jej argument jest równy k¡towi

pomi¦dzy osi¡ Re(z) oraz odcinkiem Oz. Na rysunku 1 argumentem liczby z =
√

3− i jest k¡t ϕ.

z =
√

3− i

Re(z)

Im(z)

ϕ
α

√
3

1

Rysunek 1

U»ywaj¡c elementarnej trygonometrii mamy:

tgα =
1√
3

=

√
3

3
⇒ α =

π

6
⇒ ϕ =

11π

6
+ 2kπ (np. ϕ = −π

6
).

1W podrozdziale 2.2 polecenie �oblicz� dla pot¦gowania liczb zespolonych oznacza �przedstaw rozwi¡zanie w postaci

algebraicznej�.



214 P. Sªanina

3. Korzystaj¡c z wykresów funkcji f(x) = sinx i g(x) = cosx znajdujemy warto±¢ ϕ, dla której

cosϕ =
√
3
2 , a sinϕ = − 1

2 (rysunek 2). Jest to ϕ = 11π
6 .

f(x) = sinx

g(x) = cosx

y

x

1

−1

π
2

π 3π
2

2ππ
6

7π
6

11π
6− 1

2

√
3
2

ϕ = 11π
6

Rysunek 2

4. Mo»na jeszcze inaczej:

z =
√

3− i = 2

(√
3

2
− 1

2
i

)
= 2

(
cos

π

6
− i sin

π

6

)
= 2

(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
,

co doprowadza nas od razu do postaci trygonometrycznej.

Dalej, korzystaj¡c ze wzoru de Moivre'a i rozkªadu 2023
6 = 336 + 7

6 ,

z2023 = 22023
(

cos
(
−π

6
· 2023

)
+ i sin

(
−π

6
· 2023

))
= 22023

(
cos

(
−7π

6

)
+ i sin

(
−7π

6

))
=

= 22023
(

cos

(
5π

6

)
+ i sin

(
5π

6

))
.

Zamiana na posta¢ algebraiczn¡ mo»e równie» by¢ przeprowadzona ró»nymi sposobami:

1. Ponownie korzystaj¡c z wykresów funkcji trygonometrycznych (rysunek 3):

f(x) = sinx

g(x) = cosx

y

x

1

−1

π
2

π 3π
2

2ππ
6

5π
6

1
2

−
√
3
2

Rysunek 3

z = 22023

(
−
√

3

2
+

1

2
i

)
= 22022(−

√
3 + i).
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2. Przy pomocy wzorów redukcyjnych (wiedz¡c, »e w przedziale
(
π
2 , π

)
funkcja g(x) = cosx przyjmuje

warto±ci ujemne, a f(x) = sinx � dodatnie), wyliczamy:

z = 22023
(

cos

(
5π

6

)
+ i sin

(
5π

6

))
= 22023

(
cos
(
π − π

6

)
+ i sin

(
π − π

6

))
=

= 22023
(
− cos

(π
6

)
+ i sin

(π
6

))
= 22023

(
−
√

3

2
+

1

2
i

)
= 22022(−

√
3 + i).�

Istnieje sposób znacznie szybszy, nie wymagaj¡cy nawet znajomo±ci podstaw liczb zespolonych (poza

i2 = −1). Jest on efektywny w przypadku pot¦gowania liczb, których argument jest wielokrotno±ci¡ liczb
π
4 lub π

6 , jak to ma cz¦sto miejsce w zadaniach dla studentów. Opiera si¦ na wykorzystaniu faktu, »e takie

liczby, podniesione do 2 lub 3 pot¦gi, s¡ iloczynem staªej oraz 1 lub i.

Sposób 2.

(
√

3− i)2023 = ((
√

3− i)3)674(
√

3− i) = (3
√

3− 9i− 3
√

3 + i)674(
√

3− i) =

= ((−23i)2)337(
√

3− i) = (−26)337(
√

3− i) = −22022(
√

3− i) = 22022(−
√

3 + i).�

W mojej dwudziestokilkuletniej pracy nauczyciela akademickiego tylko dwa razy studenci rozwi¡zali tym

sposobem zadanie z pot¦gowaniem liczb zespolonych w trakcie kolokwium.

Jednym z nich byª dobry (cho¢ nie wyj¡tkowy) student, który swoje pocz¡tkowe etapy edukacji prze-

chodziª we Francji. By¢ mo»e to miaªo wpªyw na nieszablonowe podej±cie do rozwi¡zania tego zadania.

�wiczenie 2. Obliczy¢ ka»dym z powy»szych sposobów:

1. (−4− 4i)715, 2. (−
√

3 + 3i)291, 3. (

√
2−
√

2 +

√
2 +
√

2i)190.

Odp. 1. 21787(1− i); 2.
(
2
√

3
)291

; 3. 2189
√

2(−1− i).

2.3. To»samo±¢ Pascala

Poni»ej mamy jedn¡ z najbardziej znanych to»samo±ci z dwumianem Newtona.

Zadanie 3. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb caªkowitych n, k, takich, »e 0 6 k < n,(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Na pocz¡tek poka»emy najpopularniejszy dowód, przeprowadzony przy pomocy bezpo±rednich prze-

ksztaªce«:

Sposób 1. (
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
=

=
n!(k + 1)

(k + 1)!(n− k)!
+

n!(n− k)

(k + 1)!(n− k)!
=

n!(n+ 1)

(k + 1)!(n− k)!
=

(
n+ 1

k + 1

)
.�
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To»samo±¢ Pascala mo»emy te» dowie±¢ opisowo:

Sposób 2. Niech X b¦dzie n+ 1-elementowym zbiorem i niech x ∈ X. Obliczymy dwoma sposobami, na

ile sposobów mo»na wybra¢ k + 1 elementów (bez zwracania) ze zbioru X.

Z jednej strony, jest to oczywi±cie
(
n+1
k+1

)
.

Z drugiej strony, je±li w±ród wybranych elementów nie ma x, to daje
(
n
k+1

)
mo»liwo±ci. Je»eli w±ród

wybranych elementów jest x, to pozostaje jeszcze wybra¢ k elementów ze zbioru X \ {x}. Mo»na to

uczyni¢ na
(
n
k

)
sposobów. St¡d (

n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.�

Kolejne rozwi¡zanie jest do±¢ podobne do poprzedniego, jednak tutaj b¦dzie bardziej algebraiczne podej-

±cie.

Sposób 3. Wyznaczmy na dwa ró»ne sposoby warto±¢ wspóªczynnika przy xk+1yn−k w wyra»eniu

(x+ y)n+1.

Z jednej strony jest on równy
(
n+1
k+1

)
. Z drugiej strony, w (x+y)n wspóªczynnik przy xkyn−k jest równy(

n
k

)
, a przy xk+1yn−k−1 jest równy

(
n
k+1

)
. Wtedy w (x + y)n(x + y), wspóªczynnik przy xk+1yn−k jest

równy sumie wspóªczynników z xkyn−k · x oraz xk+1yn−k−1 · y, czyli
(
n
k

)
+
(
n
k+1

)
.�

�wiczenie 3. U»ywaj¡c ró»nych sposobów, dla ka»dego n ∈ N, udowodnij to»samo±¢

2 ·
((

2n

n+ 1

)
+

(
2n

n

))
=

(
2n+ 2

n+ 1

)

2.4. Rozwi¡zywanie ukªadów równa« Cramera

Rozwi¡zywaniu ukªadów równa« liniowych po±wi¦cane byªy caªe ksi¡»ki. Dla poszczególnych odmian

ukªadów równa« liniowych zostaªo opracowanych wiele sposobów ich rozwi¡zywania. Algorytmy rozwi¡-

zywania tych ukªadów, tworzone pod k¡tem minimalizacji liczby oblicze« w przypadku ogromnej liczby

równa« i niewiadomych, s¡ równie» bardzo zaawansowane i stanowi¡ istotny dziaª metod numerycznych.

Poniewa» gªównymi adresatami tego artykuªu s¡ studenci ró»nych wydziaªów, ograniczymy si¦ tu

jedynie do najpopularniejszych sposobów rozwi¡zywania ukªadu Cramera.

Zadanie 4. Rozwi¡» ukªad równa« 
x− 2y − z = 3

2x+ 2y + 2z = 4

x+ 3y + 2z = 2

Wyznacznik macierzy wspóªczynników ukªadu jest równy

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1

2 2 2

1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4− 4− 6− (−2 + 6− 8) = −2 6= 0.

St¡d mamy do czynienia z ukªadem Cramera.
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Najprostsz¡ metod¡, znan¡ ju» w szkoªach, jest metoda podstawiania:

Sposób 1.
x− 2y − z = 3

2x+ 2y + 2z = 4

x+ 3y + 2z = 2

⇔


x = 2y + z + 3

4y + 2z + 6 + 2y + 2z = 4

2y + z + 3 + 3y + 2z = 2

⇔


x = 2y + z + 3

6y + 4z = −2

5y + 3z = −1

⇔


x = 2y + z + 3

z = − 1
2 −

3y
2 ,

5y − 3
2 −

9y
2 = −1

a st¡d y = 1, z = −2 i x = 3.�

Mo»emy te» skorzysta¢ z metody Cramera. Przypomnijmy, »e je»eli Aj oznacza macierz, utworzon¡

z macierzy wspóªczynników A przez zast¡pienie j-tej kolumny kolumn¡ wyrazów wolnych, to

x =
detA1

detA
, y =

detA2

detA
, z =

detA3

detA
.

Sposób 2.

detA1 =

∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 −1

4 2 2

2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 12− 12− 8− (−4 + 18− 16) = −6,

detA2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −1

2 4 2

1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 8− 4 + 6− (−4 + 4 + 12) = −2,

detA3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

2 2 4

1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 + 18− 8− (6 + 12− 8) = 4.

St¡d x = −6
−2 = 3, y = −2

−2 = 1 i z = 4
−2 = −2.�

Kolejny sposób rozwi¡zania opiera si¦ na potraktowaniu ukªadu równa« liniowych jako równania

macierzowego AX = B, gdzie A jest macierz¡ wspóªczynników, B � macierz¡ wyrazów wolnych a X �

macierz¡ niewiadomych. Wtedy X = A−1B.

Sposób 3. Najpierw wyznaczymy A−1 ze wzoru A−1 = 1
detAA

T
D.

AD =



∣∣∣∣∣ 2 2

3 2

∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣ 2 2

1 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 2 2

1 3

∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣ −2 −1

3 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1 −1

1 2

∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣ 1 −2

1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −2 −1

2 2

∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣ 1 −1

2 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1 −2

2 2

∣∣∣∣∣


=

 −2 −2 4

1 3 −5

−2 −4 6

 ,

ATD =

 −2 1 −2

−2 3 −4

4 −5 6

 , A−1 =

 1 −0.5 1

1 −1.5 2

−2 2.5 −3

 ,

X = A−1B =

 1 −0.5 1

1 −1.5 2

−2 2.5 −3


 3

4

2

 =

 3

1

−2

 ,


x = 3

y = 1

z = −2

.�

Mamy jeszcze w odwodzie metod¦ Gaussa � nie zawsze najszybsz¡, ale skuteczn¡ dla ka»dego ukªadu

równa« liniowych.
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Sposób 4. Dokonywa¢ b¦dziemy przeksztaªce« elementarnych na wierszach macierzy uzupeªnionej ukªa-

du:

A∗ =

 1 −2 −1 3

2 2 2 4

1 3 2 2

 −2w1

−w1

∼

 1 −2 −1 3

0 6 4 −2

0 5 3 −1

 −w3 ∼

 1 −2 −1 3

0 1 1 −1

0 5 3 −1

 +2w2

−5w2

∼

∼

 1 0 1 1

0 1 1 −1

0 0 −2 4


·(−0.5)

∼

 1 0 1 1

0 1 1 −1

0 0 1 −2

 −w3

−w3 ∼

 1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 −2


i ponownie mamy x = 3, y = 1 i z = −2.�

�wiczenie 4. Wykorzystuj¡c zaprezentowane metody, rozwi¡» nast¦puj¡ce ukªady równa«:

1.


2x+ 4y − z = 14

3x+ 7y + 4z = 1

x+ 3y + 4z = −9

, 2.


2z + 3v = 2

2y + z + v = 2

x+ 3y + z = 4

x+ 3y = 6

.

Odp. 1. x = 1, y = 2, z = −4; 2. x = 3, y = 1, z = −2, v = 2.

2.5. Rzut prostej na pªaszczyzn¦

Zadania z planimetrii, stereometrii czy geometrii analitycznej cz¦sto nie maj¡ �gªównego� sposobu

rozumowania, prowadz¡cego do rozwi¡zania. Jednym z takich zada« jest wyznaczanie rzutu prostej na

pªaszczyzn¦.

Zadanie 5. Wyznacz rzut prostej 
x = 1 + t

y = 3− 2t , t ∈ R
z = 2 + 2t

na pªaszczyzn¦ x+ y − 3z − 5 = 0.

Wektorem kierunkowym danej prostej (nazwijmy j¡ l) jest ~k = [1,−2, 2], a wektorem normalnym

danej pªaszczyzny (nazwijmy j¡ Π) jest ~n = [1, 1,−3].

Poniewa» ~k ◦ ~n = 1 · 1 + (−2) · 1 + 2 · (−3) = −7 6= 0, wi¦c l ∦ Π. Z kolei 1
1 6=

−2
1 6=

2
−3 , wi¦c l 6⊥ Π.

St¡d rzutem prostej l na pªaszczyzn¦ Π b¦dzie prosta - nazwijmy j¡ l′.

Punkt wspólny pªaszczyzny Π i prostej l oznaczmy przez P � wyznaczymy jego wspóªrz¦dne:
x = 1 + t

y = 3− 2t

z = 2 + 2t

x+ y − 3z − 5 = 0

⇔


x = 1 + t

y = 3− 2t

z = 2 + 2t

(1 + t) + (3− 2t)− 3(2 + 2t)− 5 = 0

⇔


x = 1 + t

y = 3− 2t

z = 2 + 2t

−7t = 7

⇔


t = −1

x = 0

y = 5

z = 0

.

St¡d P (0, 5, 0).
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Na rysunkach, towarzysz¡cych rozwi¡zaniom Zadania 5, kolorem czarnym b¦d¡ oznaczane dane, a ko-

lor niebieski odpowiada¢ b¦dzie prostym, pªaszczyznom, punktom i wektorom, wyznaczanym w czasie

rozwi¡zywania. Ponadto ka»dy niebieski ªuk b¦dzie oznacza¢ k¡t prosty.

Dalej rozwi¡zywanie tego zadania mo»e pój±¢ w ró»nych kierunkach.

Sposób 1. Najpierw wyznaczymy wektor kierunkowy ~v2 prostej l′. Wtedy b¦dzie mo»na wstawi¢ ~v2 oraz

P do równania prostej l′ w postaci parametrycznej czy kanonicznej (patrz rysunek 4).

l

Π

P

~n ~kΣ

~v1

l′
~v2

Rysunek 4

Najpierw wyznaczymy wektor normalny ~v1 pªaszczyzny Σ, zawieraj¡cej prost¡ l i prostopadª¡ do

pªaszczyzny Π. Zauwa»my, »e zawiera ona w sobie szukany rzut l′.

~v1 = ~k × ~n =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

1 −2 2

1 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = [4, 5, 3] .

Wektor kierunkowy ~v2 prostej l′ jest wtedy prostopadªy do wektorów ~n oraz ~v1. St¡d

~v2 = ~n× ~v1 =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

1 1 −3

4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣ = [18,−15, 1] .

Rozwi¡zaniem jest prosta


x = 18t

y = 5− 15t , t ∈ R
z = t

�.

Nieco mniej oblicze« przeprowadzimy, je±li zadowoli nas rozwi¡zanie w postaci kraw¦dziowej.

Sposób 2. Wystarczy wyznaczy¢ równanie pªaszczyzny Σ (patrz rysunek 5)

l

Π

~n ~kΣ

~v1

l′

Rysunek 5
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Z poprzedniego rozwi¡zania wiemy ju», »e wektor kierunkowy pªaszczyzny Σ wynosi ~v1 = [4, 5, 3] .

Wspóªrz¦dne punktu P nie s¡ potrzebne w tym rozwi¡zaniu - do pªaszczyzny Σ nale»y punkt R(1, 3, 2)

z równania prostej l. Pªaszczyzna Σ dana jest wi¦c równaniem 4(x − 1) + 5(y − 3) + 3(z − 2) = 0, czyli

4x+ 5y + 3z − 25 = 0.

Szukany rzut jest cz¦±ci¡ wspóln¡ pªaszczyzn Σ i Π wi¦c rozwi¡zanie w postaci kraw¦dziowej ma

posta¢

{
x+ y − 3z − 5 = 0

4x+ 5y + 3z − 25 = 0
.�

W pracach studentów pojawiaªy si¦ tak»e inne rozwi¡zania. Niekoniecznie optymalne, ale warte uwagi

ze wzgl¦du na u»yt¡ kreatywno±¢.

W poni»szym rozwi¡zaniu, gªówn¡ ide¡ jest znalezienie wektora kierunkowego rzutu l′ w postaci ~PS,

gdzie S zawiera si¦ w pªaszczy¹nie Π oraz ~RS ‖ ~n.
Sposób 3.Kolejne rozwi¡zanie sprowadza si¦ do wyznaczenia takiego punktu S, zawartego w pªaszczy¹nie

Π, dla którego ~RS ‖ ~n (patrz rysunek 6). Wtedy ~PS b¦dzie wektorem kierunkowym szukanego rzutu.

l

Π

P

~n ~k

l′

R

S

Rysunek 6

Dowolny punkt pªaszczyzny Π ma wspóªrz¦dne S(5 − y + 3z, y, z) (bo x + y − 3z − 5 = 0), gdzie

y, z ∈ R. St¡d ~RS = [4− y + 3z, y − 3, z − 2] i warunek ~RS ‖ ~n jest równowa»ny 4−y+3z
1 = y−3

1 = z−2
−3 .

Z drugiego równania, z = 11− 3y, a wtedy pierwsze równanie przybiera posta¢ 4− y + 33− 9y = y − 3,

wi¦c y = 40
11 , z = 11− 120

11 = 1
11 . St¡d S(5− 40

11 + 3
11 ,

40
11 ,

1
11 ) = (18

11 ,
40
11 ,

1
11 ).

~PS =
[
18
11 ,

40
11 − 5, 1

11

]
=
[
18
11 ,−

15
11 ,

1
11

]
. Mo»emy ju» zapisa¢ rozwi¡zanie, wstawiaj¡c do równania

prostej dowolny z punktów P , S (oba nale»¡ do rzutu l′) oraz wektor ~PS:


x = 18

11 + 18
11 t

y = 40
11 −

15
11 t , t ∈ R

z = 1
11 + 1

11 t

.�

I jeszcze jedno rozwi¡zanie.

Sposób 4. Spo±ród wektorów ~u, zawartych w pªaszczy¹nie Π, wyznaczymy taki, który b¦dzie równolegªy

do pªaszczyzny, równolegªej do wektorów ~n oraz ~k (patrz rysunek 7).

l

Π

P

~n ~k

l′
S

~u

Rysunek 7
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Niech S(5− y + 3z, y, z) ponownie b¦dzie dowolnym punktem pªaszczyzny Π. Wtedy

~u = ~PS = [5− y + 3z, y − 5, z].

Aby wektory ~n, ~k, ~u zawieraªy si¦ w jednej pªaszczy¹nie, ich iloczyn mieszany musi by¢ równy zero:

0 = ~n~k~u =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −3

1 −2 2

5− y + 3z y − 5 z

∣∣∣∣∣∣∣ = −2z−3y+15+10−2y+6z−30+6y−18z−2y+10−z = −15z−y+5.

Wstawiaj¡c y = −15z+5 do wektora ~u, mamy ~u = [5− (−15z + 5) + 3z,−15z + 5− 5, z] = [18z,−15z, z]

i dla dowolnego niezerowego z, ~u b¦dzie wektorem kierunkowym rzutu l′. Wstawiaj¡c np. z = −1, mo»emy

zapisa¢ rozwi¡zanie:


x = −18t

y = 5 + 15t , t ∈ R
z = −t

.�

W uzyskanych rozwi¡zaniach pojawiªy si¦ trzy ró»ne (?) wyniki � czy co mo»liwe? Oczywi±cie, »e nie!

�wiczenie 5. Udowodnij, »e równania
x = −18t

y = 5 + 15t , t ∈ R
z = −t

,

{
x+ y − 3z − 5 = 0

4x+ 5y + 3z − 25 = 0
i


x = 18

11 + 18
11 t

y = 40
11 −

15
11 t , t ∈ R

z = 1
11 + 1

11 t

s¡ równaniami tej samej prostej.

Wskazówka do powy»szego ¢wiczenia: je»eli dwie proste przechodz¡ przez punkty A i B, gdzie A 6= B,

to s¡ równe. A mo»e lepiej niech moja wskazówka nie prowadzi Was w jakim± konkretnym kierunku, mo»e

sami wymy±licie inne sposoby sprawdzenia, czy dwie dane proste s¡ sobie równe?

�wiczenie 6. U»ywaj¡c ró»nych sposobów, wyznacz rzut prostej x−4
2 = 1 − y = 2z na pªaszczyzn¦

x+ 3y + 2z − 2 = 0.

Odp.

{
x+ y − 2z − 5 = 0

x+ 3y + 2z − 2 = 0
.

2.6. Granica funkcji

Zobaczmy, jak ró»ne sposoby rozwi¡zywania mo»na wykorzysta¢ do obliczania pewnych granic.

Zadanie 6. Oblicz

lim
x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
.

Sposób 1. Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika, twierdzenie de l'Hospitala staje si¦ przydatne:

lim
x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
= lim
x→0

x− sinx

x2 sinx
=

[
0

0

]
H
=

= lim
x→0

1− cosx

2x sinx+ x2 cosx
=

[
0

0

]
H
= lim
x→0

sinx

2 sinx+ 2x cosx+ 2x cosx− x2 sinx
=

[
0

0

]
H
=
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= lim
x→0

cosx

2 cosx+ 4 cosx− 4x sinx− 2x sinx− x2 cosx
=

1

6
.�

W powy»szym rozwi¡zaniu, po dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia de l'Hospitala, mo»na podzieli¢

licznik i mianownik przez sinx, aby skorzysta¢ z wªasno±ci limx→0
sin x
x = 1. U»ywaj¡c tego przeksztaªcenia

mo»emy uzna¢, »e otrzymujemy kolejny sposób rozwi¡zania tego zadania:

Sposób 2.

lim
x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
= lim
x→0

sinx

2 sinx+ 4x cosx− x2 sinx
= lim
x→0

1

2 + 4 cos x

( sin x
x )
− x2

=
1

2 + 4·1
1 − 02

=
1

6
.�

Do obliczenia granicy mo»na równie» wykorzysta¢ rozwini¦cie funkcji f(x) = sinx w szereg Taylora:

Sposób 3. sinx =
∑∞
k=0

(−1)kx2k+1

(2k+1)! = x− x3

6 + x5

120 − · · · . St¡d:

lim
x→0

x− sinx

x2 sinx
= lim
x→0

x− (x− x3

6 + x5

120 − · · · )
x2(x− x3

6 + x5

120 − · · · )
= lim
x→0

x3

6 −
x5

120 + x7

7! − · · ·
x3 − x5

6 + x7

120 − · · ·
= lim
x→0

1
6 −

x2

120 + x4

7! − · · ·
1− x2

6 + x4

120 − · · ·
=

1

6
.�

Uwaga: niesko«czone sumy w liczniku i mianowniku ostatniego uªamka s¡ rozwini¦ciem w szereg Taylora

ci¡gªych funkcji. St¡d mogli±my wywnioskowa¢, »e

lim
x→0

(
− x2

120
+
x4

7!
− x6

9!
+ · · ·

)
= lim
x→0

(
−x

2

6
+

x4

120
− x6

7!
+ · · ·

)
= 0.

Wszystkie dotychczasowe rozwi¡zania zadania 6 wykorzystywaªy pewne elementy rachunku ró»niczkowego

� czy to byªo twierdzenie de l'Hospitala, czy rozwini¦cie funkcji w szereg Taylora. T¦ granic¦ mo»na

równie» obliczy¢ bez korzystania z nich, bazuj¡c mi¦dzy innymi na wzorze sin(3α) = 3 sinα − 4 sin3 α.

Rozwi¡zanie b¦dzie nieco karkoªomne, ale kto upartemu zabroni?

Sposób 4.

lim
x→0

x− sinx

x2 sinx
= lim
x→0

x−
(
3 sin x

3 − 4 sin3 x
3

)
x2 sinx

= lim
x→0

3 ·
(
x
3 − sin x

3

)
9 ·
(
x
3

)2
sin x

3

· 1

3− 4 sin2 x
3

+

4
27 ·

sin3 x
3

( x3 )
3

sin x
x

 .

Niech g = limx→0
x−sin x
x2 sin x . Traktuj¡c pocz¡tek i koniec powy»szego wyra»enia jako równanie i zakªadaj¡c,

»e szukana granica istnieje, po wyliczeniu granic w równaniu mamy:

g =
1

3
g · 1

3
+

4

27
⇔ 8

9
g =

4

27
⇔ g =

1

6
.�

Teraz proponujemy znale¹¢ ró»ne sposoby obliczenia nast¦puj¡cych granic:

�wiczenie 7. Obliczy¢ granice:

1. lim
x→0

ex − 1

x
, 2. lim

x→0

(
1

x
− ctg x

)
.

Odp. 1. 1; 2. 0.



Rutyna zabija, czyli b¡d¹ kreatywny w rozwi¡zywaniu zada« 223

2.7. Caªka trygonometryczna

Caªkowanie najprostszych funkcji elementarnych jest do±¢ schematyczne. Nawet je±li nie mo»emy

zastosowa¢ bezpo±rednio gotowych wzorów, to i tak caªki cz¦sto s¡ �stworzone� do obliczenia ich jednym

sposobem (inne sposoby byªyby wysoce nieefektywne lub niemo»liwe do zastosowania). W ten schemat

wpisuj¡ si¦ m. in. caªki, b¦d¡ce iloczynem wielomianu oraz której± z funkcji f(x) = sinx, f(x) = cosx,

wykªadniczej lub logarytmicznej � caªki tego typu mo»na caªkowa¢ przez cz¦±ci, na przykªad:∫
(x3 − x) cosxdx,

∫
(2x2 + 1)3xdx,

∫
(49x6 − 4x3) lnxdx.

Z kolei caªki, w których argument x wyst¦puje tylko w postaci f(x) oraz pojawia si¦ w nich jeszcze tylko

f ′(x)dx, nadaj¡ si¦ do caªkowania przez podstawienie, na przykªad:∫
(sin4 x− 3 sin2 x) cosxdx,

∫
dx

(arc sinx)
√

1− x2
,

∫
4e
x

exdx.

Pi¦kno (dla wielu przekle«stwo) caªek polega na tym, »e caªkowanie wzgl¦dnie prosto wygl¡daj¡cej funkcji

mo»e nie by¢ ªatwe. Wtedy jednak w gr¦ mo»e wej±¢ wi¦cej sposobów rozwi¡zywania.

Zadanie 7. Oblicz ∫
dx

cosx
.

W pierwszym i drugim rozwi¡zaniu skorzystamy z nast¦puj¡cej caªki:∫
2dt

1− t2
=

∫
1− t+ 1 + t

(1− t)(1 + t)
dt =

∫ (
1

t+ 1
− 1

t− 1

)
dt = ln |t+ 1| − ln |t− 1|+ c = ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ c.

Pierwszy sposób to skorzystanie z podstawienia uniwersalnego.

Sposób 1. Je±li tg x
2 = t, to

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
.

Mamy wi¦c ∫
dx

cosx
=

∫ 2dt
1+t2

1−t2
1+t2

=

∫
2dt

1− t2
= ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ c = ln

∣∣∣∣ tg x
2 + 1

tg x
2 − 1

∣∣∣∣+ c.�

Kolejny sposób to typowe podstawienie.

Sposób 2. ∫
dx

cosx
=

∫
cosxdx

cos2 x
=

∫
cosxdx

1− sin2 x
=

∣∣∣∣∣ t = sinx

dt = cosxdx

∣∣∣∣∣ =

∫
dt

1− t2
=

=
1

2
ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ c =
1

2
ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
+ c.�

Poniewa» (
1 + sinx

cosx

)′
=

cos2 x− (1 + sinx)(− sinx)

cos2 x
=

1 + sinx

cos2 x
,
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mo»emy wykorzysta¢ jeszcze inne podstawienie w kolejnym rozwi¡zaniu:

Sposób 3.∫
dx

cosx
=

∫
1

cosx
·

1+sin x
cos x

1+sin x
cos x

dx =

∫ 1+sin x
cos2 x
1+sin x
cos x

dx =

∣∣∣∣∣ t = 1+sin x
cos x

dt = 1+sin x
cos2 x dx

∣∣∣∣∣ =

∫
dt

t
= ln |t|+ c =

= ln

∣∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣∣+ c.�

I jeszcze jedno rozwi¡zanie, tym razem z wykorzystaniem to»samo±ci: cosx = sin(x+ π
2 ) oraz

sin(2α) = 2 sinα cosα:

Sposób 4.∫
dx

cosx
=

∫
dx

sin(x+ π
2 )

=

∫
dx

2 sin(x2 + π
4 ) cos(x2 + π

4 )
=

∫
dx

2 tg(x2 + π
4 ) cos2(x2 + π

4 )
=

=

∣∣∣∣∣ t = tg(x2 + π
4 )

dt = dx
2 cos2( x2+

π
4 )

∣∣∣∣∣ =

∫
dt

t
= ln |t|+ c = ln

∣∣∣tg (x
2

+
π

4

)∣∣∣+ c.�

Pojawiªy si¦ ró»nie zapisane wyniki w ró»nych rozwi¡zaniach. Podobnie jak w zadaniu 5, tutaj te» za-

ch¦cam do sprawdzenia poprawno±ci oblicze« � sprowadzi si¦ to do sprawdzenia pewnych to»samo±ci

trygonometrycznych.

�wiczenie 8. Dla x ∈ R \
{
π
2 + kπ, k ∈ Z

}
, udowodnij to»samo±ci:(

tg x
2 + 1

tg x
2 − 1

)2

=
1 + sinx

1− sinx
=

(
1 + sinx

cosx

)2

= tg2
(x

2
+
π

4

)
.

�wiczenie 9. Wykorzystuj¡c jak najwi¦cej ró»nych sposobów, oblicz:

1.

∫
dx

sinx
, 2.

∫
dx

cos4 x
.

Odp. 1. ln
(
tg x

2

)
+ c; 2. 1

3 tg3 x+ tg x+ c.

3. Podsumowanie

Wszystkie zadania z pracy zostaªy rozwi¡zane co najmniej trzema sposobami. Przegl¡daj¡c program

ksztaªcenia z matematyki na typowym kierunku studiów technicznych, znajdziemy znacznie wi¦cej zada«,

które mo»na rozwi¡zywa¢ chocia»by dwoma sposobami. Przykªadowo, w podstawowym kursie z macierzy

pojawiaj¡ si¦ nast¦puj¡ce zadania:

1. Obliczanie wyznacznika �du»ych� macierzy kwadratowych (rozwini¦cie Laplace'a lub doprowadzenie

za pomoc¡ przeksztaªce« elementarnych do wyznacznika macierzy diagonalnej czy blokowej, czy te»
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ª¡czenie obu sposobów), na przykªad oblicz:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −2 2 1

2 1 −2 2 1

1 1 0 2 0

1 1 0 4 3

3 2 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Odp. −14.

2. Obliczanie rz¦du macierzy (z de�nicji poszukuj¡c najwi¦kszego niezerowego minora lub doprowadza-

j¡c macierz do postaci schodkowej przy wykorzystaniu przeksztaªce« elementarnych), na przykªad

oblicz rz¡d macierzy: 
1 3 −2 −1

2 0 2 1

1 −1 2 0

4 3 1 3

 .
Odp. 3.

3. Wyznaczanie macierzy odwrotnej (ze wzoru A−1 = 1
detAA

T
D lub za pomoc¡ przeksztaªce« elemen-

tarnych), na przykªad wyznacz macierz odwrotn¡ do 1 2 1

2 3 4

3 4 4

 .

Odp.

 − 4
3 − 4

3
5
3

4
3

1
3 − 2

3

− 1
3

2
3 − 1

3

.
4. Rozwi¡zanie równania macierzowego (poprzez wyznaczenie niewiadomej macierzy X za pomoc¡

przeksztaªce« algebraicznych lub za pomoc¡ metody przewidywa«), na przykªad niech

A =

 1 2 3

0 1 −2

2 3 7

 , B =

[
1 1

−4 −2

]
, C =

 −1 3

7 3

−6 4

 .
Rozwi¡» równanie AXB = C z niewiadom¡ macierz¡ X.

Odp.

 2 −1

1 0

1 1

 .
Bardziej dociekliwy czytelnik z pewno±ci¡ znajdzie i w innych dziaªach matematyki zadania, które

mo»e rozwi¡za¢ ró»nymi sposobami.

Praca dydaktyczna na uczelni ró»ni si¦ nieco od dydaktyki w szkoªach. Wi¦ksza autonomia jest sporym

udogodnieniem. Pocz¡wszy od ustalania tre±ci zaj¦¢, czy nawet sporej grupy przedmiotów, sko«czywszy

na wzgl¦dnie swobodnym ustalaniu szczegóªów zasad zaliczania przedmiotów. Wprawdzie ukierunkowanie

w ostatnich latach edukacji na zaliczanie efektów ksztaªcenia nieco zaw¦ziªy pole do popisu, ale ma te»
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niew¡tpliwe zalety, mi¦dzy innymi uªatwienie dokªadnego porównywania przebytych etapów studiowania

na poszczególnych uczelniach.

Obecnie ocenianie matury �pod klucz� powoduje cz¦sto przygotowywanie uczniów nie tyle pod k¡tem

opanowania i zrozumienia przedmiotu, co wbicia si¦ w schemat gwarantuj¡cy mo»liwie jak najwy»sz¡

ocen¦.

Dopiero w trakcie studiów okazuje si¦, kto si¦ uczyª �tylko� dla ocen bardzo dobrych, a kto dobrze

rokuje na przyszªo±¢ w danej dziedzinie. Tacy wyj¡tkowi studenci ró»ni¡ si¦ si¦ od przeci¦tnych nie tyle

umiej¦tno±ci¡ rozwi¡zywania wi¦kszej liczby zada«, co kreatywno±ci¡ przy rozwi¡zywaniu. Moi studenci,

którzy mieli ten bªysk, polegaj¡cy na nieszablonowym (niekoniecznie optymalnym) podej±ciu do rozwi¡-

zywania zada«, dzisiaj bardzo dobrze rozwijaj¡ si¦ w wybranych przez nich dziedzinach. Kilku z nich

w mªodym wieku uzyskaªo habilitacje z matematyki. Dlatego, nawet je±li nie ma to wpªywu na ocen¦,

warto zach¦ca¢ studentów do kreatywnego podej±cia w pozornie oczywistych sytuacjach. Rozwi¡zanie

jednego zadania wieloma sposobami te» mo»e mie¢ wi¦kszy wpªyw na rozwój ni» �przebiegni¦cie� przez

kilka sztampowych zada« tylko dlatego, »e podobne maj¡ pojawi¢ si¦ na kolokwium czy egzaminie.

Kreatywno±¢ kosztem schematycznego podej±cia do tematu � aby to si¦ udaªo, musi si¦ zmieni¢ jeden

nawyk, nabyty z powodu nieodpowiednich bod¹ców, zarówno szkolnych, jak i pozaszkolnych: to uczenie

si¦ dla ocen. Je±li ucze« czy student nie zrozumie tego, to nadal problemem b¦dzie nie tylko tªumienie

kreatywno±ci, ale tak»e uczenie si¦ �na ocen¦�, ±ci¡ganie czy nagminne w czasie pandemii, wspomaganie

zewn¦trzne. Oczywi±cie, liczba godzin przeznaczonych na matematyk¦ mo»e nie by¢ wystarczaj¡ca, ale

wykªadowca, wpªywaj¡c na studenta, cho¢by odpowiednio przygotowanym sposobem oceniania, mo»e

uªatwi¢ studentowi wybór kreatywnej drogi rozwoju.


