MINUT 2023 (5), s. 211-226
l MATEMATYKA ISSN 2719-3063

; ( I INFORMATYHKA
i

Piotr SELANINA

Katedra Matematyki, Politechnika Slaska, ul. Kaszubska 23, 44-100 Gliwice

Rutyna zabija, czyli badz kreatywny w rozwiazywaniu zadan

Streszczenie. Artykutl prezentuje wybrane zadania z programu ksztalcenia z matematyki na
studiach, ktére mozna rozwigzywaé wieloma sposobami. Jego celem jest propagowanie kreatywnosci
w rozwigzywaniu nawet typowych zadan zamiast ,uczenia sie dla ocen”.

Slowa kluczowe: potegowanie liczb zespolonych, tozsamo$é Pascala, uktad réownan Cramera, rzut
prostej na plaszczyzne, granica funkcji, catka trygonometryczna

1. Wstep

O ile dorosty nie powinien mie¢ problemu z udzieleniem odpowiedzi na pytanie ,ile wynosi 7 plus 9” (no
dobrze, $cislej méwiac, nie powinien mie¢ problemu), to dla kilkuletnich dzieci jest to nie lada wyzwanie.

Jesli dotychczas dzieciak korzystat z palcow przy dodawaniu, to wtedy pojawienie sie liczb wiekszych
od dziesieciu komplikuje obliczenia. I tu pojawia sie pole do popisu.

Jedne dzieci narysuja siedem kresek, potem dziewie¢, a nastepnie je policza. Inne dzieci, lubiace
liczy¢ na palcach, zdejma skarpetki i korzystajac z palcow nédg, rozszerza swoje zdolnoéci do liczenia do
dwudziestu. Mozemy sie spodziewa¢ i bardziej zaawansowanych argumentacji: ,,Siedem plus dziewieé¢ to
jest tyle samo, co osiem plus osiem. Wiem, ze to jest szesnascie, bo mialem takie tadne pudetko z kredkami.
Byly w nim dwa rzedy kredek, po osiem w kazdym, a na pudetku bylo napisane szesnascie”.

Na kazdym poziomie zaawansowania matematyki, trafiajac na zadanie, na ktore nie mozemy znalezé
odpowiedzi, nie obawiajmy sie poszuka¢ nieszablonowych sposobéw rozwigzywania.

Sama analiza zadania lub problemu, szczegélnie w wiekszym gronie, moze byé¢ bardzo owocna. Nieraz
zdarzalo sie w trakcie takich spotkan (w moim wypadku byto to najczesciej Seminarium Algebry albo
wieczory w czasie konferencji naukowych), ze wprawdzie nie udawalo nam sie rozwiazac¢ nurtujacego nas
problemu, ale przy okazji odkryliSmy wiele innych, ciekawych watkéw, dotyczacych dyskutowanej przez
nas tematyki.

Nawet, jesli sposob rozwigzania wydaje sie nam oczywisty, nie powinnismy sie zamykaé¢ na nowe idee.
Na poszczegolnych etapach edukacji uczenn (student) powinien zrozumieé, ze samo rozwiazanie zadania
jest celem kroétkofalowym — jego konsekwencja moze by¢ jedynie dobra ocena. Na dluzsza mete otwarcie
sie na rozne podejscia do tematu powinno przynies¢ korzysci w przysztosci.
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Przy pomocy zadan z wybranych z dzialéw matematyki pokazemy, jak rézne moga by¢ metody roz-
wigzywania. Nie ma w nich teoretycznego przygotowania — czytelnik powinien juz orientowaé sie w teorii
dotyczacej tych zadari. Aby nieco rozszerzy¢ grono odbiorcow, przywolamy réwniez pare wlasnosci, z kto-
rych bedziemy korzystac.

Artykut kierowany jest do studentéw kierunkéow posiadajacych w programie ksztalcenia matematyke
na typowym, akademickim poziomie. Potrzebna bedzie znajomo$¢ podstaw liczb zespolonych, dwumia-
nu Newtona, ukladéw réwnan liniowych, geometrii analitycznej, granic funkcji czy calki nieoznaczonej.
Dlatego ten artykul nalezy traktowaé jaki uzupelnienie zwyklego kursu matematyki.

2. Sposoby rozwigzywania wybranych zadan

2.1. Rownanie kwadratowe

Zaczniemy od czego§ na poziomie szkotly Sredniej:
Zadanie 1. Rozwigs réwnanie z2 — 12z 4+ 20 = 0.

Na poczatek standardowy sposéb, jaki wybierze prawie kazdy uczen:
Sposéb 1. A =122 —4.1-20=64, z; = 152 =2, 2, = 128 =100

Rozwiazanie tego réwnania kwadratowego uczen w skrocie mogtby opisac ,,Delta, potem iks jeden, iks
dwa i koniec”. To oczywiscie w duzym uproszeniu racja, ale... wcale nie koniecznosé.

Aby rozwigza¢ to rownanie, mozna tez pogrupowaé wyrazenia:
Sposéb 2. 0 = 22 — 122 +20 = 22 — 22 — 10z + 20 = z(z — 2) — 10(x — 2) = (z — 10)(z — 2), a stad
T =21xze =10.0

Kolejny sposob to wykorzystanie wzoru skréconego mnozenia:
Sposéb 3. 22 — 122 4+20=0 & 2> -2-62+36=16 & (zr—6)2=16 <

S r—6=4Vr—6=—4 &2 =101xz, =2.00

Znajomo$¢ wzordéw Viete'a tez moze by¢ przydatna w rozwigzaniu tego réwnania. Jesli miejscami
zerowymi trojmianu kwadratowego sa liczby catkowite (oczywiscie, tego nie wiemy przed rozwiazaniem),
to mozna przy pewnej wprawie odgadnaé miejsca zerowe.

Przypomnijmy, ze jezeli rozwigzaniami réwnania kwadratowego 2 + bz +c = 0 sg 1 i 2o, to

r1+ a0 = —b, x1T2 =C.

Sposéb 4. Czy potrafie wskazaé¢ dwie liczby, ktorych suma wynosi 12 a iloczyn 20 ... tak, to z; =101
To = 2 — oto rozwigzanie! [

Innych rozwigzan nie ma - réwnanie kwadratowe nie moze mie¢ wiecej niz dwa rozwigzania. Osobiscie
najczesciej najczesciej korzystam z ostatniego sposobu rozwiazywania, o ile spodziewam sie catkowitych
rozwigzan. Przy pewnej wprawie ten sposéb moze by¢ najszybszy dla réwnan kwadratowych z catkowitymi

rozwigzaniami.

Wida¢ wiec, ze nawet rozwiazanie prostego zadania nie musi przebiegaé¢ utartymi schematami.
Cwiczenie 1. Rozwigz kazdym z powyzszych sposobéw nastepujgce rownania:

1.22 -8z +15=0, 2.22—-2:—-8=0, 3.22+3z—18=0.
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Odp. 1. z € {3,5}; 2. x € {—2,4}; 3. x € {—6, 3}.

2.2. Potegowanie liczb zespolonych

Przyjrzyjmy sie dosé typowemu potegowaniu liczby zespolonej.
Zadanie 2. Oblicz' (v/3 —i)20%.

Najpierw pokazemy rozwigzanie ,pierwszego wyboru” wsréd studentéw, wykorzystujace wzor de Mo-
ivre’a. Niektore etapy rozwigzania mozna przeprowadzi¢ na rézne sposoby.
Sposéb 1. Najpierw mozemy zamienié¢ liczbe z = /3 — i na posta¢ trygonometryczng lub wyktadnicza.
Poniewaz druga z nich praktycznie nie prowadzi do innych sposobéw rozwiazywania, wiec bedziemy sie
postugiwaé znang powszechniej wéroéd studentéw postacia trygonometryczna.

2 = VB + (-1)2 =2

Argument liczby z mozna wyznaczy¢ na rézne sposoby.

1. 7Z definicji argumentu:

dla kazdego k € Z, z definicji argumentu ¢,

1
coss0:§:><p€{%+2k7r,—%+2k7r}, sin<p:—§:>sﬁ€ {767r+2/‘~'7ﬂ_g+2k77}'

Stad mozemy wybra¢ najwygodniejszy do obliczeni argument ¢ = —%.

2. 7 interpretacji geometrycznej liczby zespolonej wynika, ze jezeli liczbe zespolong z = x + yi zinter-
pretujemy jako punkt (z,y) na plaszczyZnie (zwanej zespolona), to jej argument jest rowny katowi
pomiedzy osia Re(z) oraz odcinkiem Oz. Na rysunku 1 argumentem liczby z = /3 — i jest kat ¢.

Im(z)
O V3 Re(z)
NN
1
z= \/?: —1
Rysunek 1

Uzywajac elementarnej trygonometrii mamy:

t ! = = Hn + 2k ( 7r)
o= — = — o= — = ™ (np. = —=)
Y= 3T 3 6 776 7776
1W podrozdziale 2.2 polecenie ,o0blicz” dla potegowania liczb zespolonych oznacza ,przedstaw rozwigzanie w postaci
algebraicznej”.
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3. Korzystajac z wykresow funkcji f(z) = sinz i g(z cosx znajdujemy warto$¢ ¢, dla ktorej

117

cosp = @, asing = —1 (rysunek 2). Jest to ¢ = -
Y f(z) =sinx
>_il\ T~ —
s ™ T 7| 11 .
) 5 z iud /% Ur 21
T2
~1 _ lx
g(z) = cosx Y=
Rysunek 2

4. Mozna jeszcze inaczej:

co doprowadza nas od razu do postaci trygonometryczne;j.

Dalej, korzystajac ze wzoru de Moivre’a i rozktadu &623 =336 + %,
2023 2023 ™ C ™ 2023 i - in
z =2 (cos (—7-2023) + ¢sin (——-2023)) =2 cos | —— | +esin | —— =
6 6 6 6
5 5
= 22023 (cos ((;T) + isin (g)) .

Zamiana na posta¢ algebraiczng moze réwniez by¢ przeprowadzona réznymi sposobami:

1. Ponownie korzystajac z wykresow funkeji trygonometrycznych (rysunek 3):

Y f(z) =sinzx

T ™ 5w T m
T s
6 2 i \/2 /71

g(x) = cosx

(SIS

Rysunek 3

L 2023 (_\f + ;) =22022(_\/3 1),
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2. Przy pomocy wzoréw redukeyjnych (wiedzac, ze w przedziale (g7 7r) funkcja g(z) = cosx przyjmuje
wartosci ujemne, a f(z) = sinz — dodatnie), wyliczamy:

L — 92023 (cos (5(:) + isin (5;;)) = 2202 (cos (TI' - %) +isin (ﬂ B %)) -

= 22023 (f cos (%) + isin (%)) = 22023 (? + ;’L> =22%(—V3 +4).0

Istnieje sposéb znacznie szybszy, nie wymagajacy nawet znajomosci podstaw liczb zespolonych (poza
i? = —1). Jest on efektywny w przypadku potegowania liczb, ktérych argument jest wielokrotnoscig liczb
7 lub %, jak to ma czesto miejsce w zadaniach dla studentéw. Opiera si¢ na wykorzystaniu faktu, ze takie
liczby, podniesione do 2 lub 3 potegi, sa iloczynem stalej oraz 1 lub <.

Sposéb 2.
(V3 —i)20% = ((v3—i)®)%™ (V3 —i) = (3V3—9i — 3V3+ 1) (V3 —i) =
_ ((7232-)2)337(\/5 . Z) _ (726)337(\/5 o Z) _ 722022(\/5 . Z) _ 22022(7\/?:+ 'L)D

W mojej dwudziestokilkuletniej pracy nauczyciela akademickiego tylko dwa razy studenci rozwigzali tym
sposobem zadanie z potegowaniem liczb zespolonych w trakcie kolokwium.

Jednym z nich byl dobry (choé¢ nie wyjatkowy) student, ktory swoje poczatkowe etapy edukacji prze-
chodzitl we Francji. By¢ moze to miato wptyw na nieszablonowe podejscie do rozwigzania tego zadania.

Cwiczenie 2. Obliczyé kazdym z powyzszych sposobow:

1 (—4—40)™ 2. (—V/3+3i)®, 3. (\/2 —V2+ \/2 + v/24)190,
Odp. 1. 2177(1 — i); 2. (2v/3)™""; 3. 2189\/2(—1 — i).
2.3. Tozsamos$¢ Pascala
Ponizej mamy jedna z najbardziej znanych tozsamo$ci z dwumianem Newtona.
Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych n, k, takich, ze 0 < k < n,
n n n+1
+ = :
k k+1 kE+1
Na poczatek pokazemy najpopularniejszy dowod, przeprowadzony przy pomocy bezposrednich prze-

ksztalcen:
Sposédb 1.

(Z) + (k | 1) - k!(nn! PIRECE: 1)!(2! 1)

_ onl(k+1) nlln—k)  naln+1) (n—i—l) O
kD) n—k) " (k+DIn—k)!  (k+D)(n—k)! \k+1)
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Tozsamo$¢ Pascala mozemy tez dowie$¢ opisowo:
Sposéb 2. Niech X bedzie n 4 1-elementowym zbiorem i niech z € X. Obliczymy dwoma sposobami, na

ile sposobéw mozna wybrac k + 1 elementow (bez zwracania) ze zbioru X.
n+1
k+1)‘
Z drugiej strony, jedli wér6d wybranych elementéw nie ma x, to daje (kL) mozliwosci. Jezeli wsrod

Z jednej strony, jest to oczywiscie (

wybranych elementéw jest x, to pozostaje jeszcze wybraé k elementéow ze zbioru X \ {z}. Mozna to

() () = ()=

Kolejne rozwigzanie jest dos¢ podobne do poprzedniego, jednak tutaj bedzie bardziej algebraiczne podej-

uczynic na (}) sposobow. Stad

Scie.
Sposéb 3. Wyznaczmy na dwa rézne sposoby warto$é wspotezynnika przy z*T1y"~* w wyrazeniu
(x + y)n+1.

Z jednej strony jest on réwny (?71). Z drugiej strony, w (z+y)™ wspotczynnik przy zFy™* jest rowny
g

k+1
(i)s a przy zFt1yn=F=1 jest rowny (7). Wtedy w (2 + y)"(z + y), wspotczynnik przy z"1y" =" jest

réwny sumie wspotezynnikow z x¥y" % . x oraz xFHlyn k=1 .y czyli (Z) + (kil).D

Cwiczenie 3. Uzywajgc réznych sposobéw, dla kazdego n € N, udowodnij tozsamosé
2n 2n 2n + 2
n+1 n n+1
2.4. Rozwigzywanie ukladéw réwnain Cramera

Rozwigzywaniu ukladéw réwnan liniowych poswiecane bytly cale ksiazki. Dla poszczegblnych odmian
ukladéw réwnan liniowych zostalo opracowanych wiele sposob6w ich rozwiazywania. Algorytmy rozwia-
zywania tych ukladéw, tworzone pod katem minimalizacji liczby obliczen w przypadku ogromnej liczby
roéwnan i niewiadomych, sa rowniez bardzo zaawansowane i stanowia istotny dzial metod numerycznych.

Poniewaz gtéwnymi adresatami tego artykulu sa studenci réznych wydzialéw, ograniczymy sie tu
jedynie do najpopularniejszych sposobéw rozwigzywania uktadu Cramera.

Zadanie 4. Rozwigz uktad réwnan
r—2y—z=3
20+ 2y +2z=4
rz+3y+22=2

Wyznacznik macierzy wspotczynnikow uktadu jest réwny

1 -2 -1
detA=|2 2 2 |=4—4-6-(-2+6-8)=-2#0.
1 3 2

Stad mamy do czynienia z uktadem Cramera.
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Najprostsza metoda, znana juz w szkotach, jest metoda podstawiania:

Sposéb 1.
r—2y—z=3 r=2y+z+3 r=2y+z2z+3 r=2y+2z+3
20+2y+22=4 < 4y+22+6+2y+2z2=4 < 6yt+dz=-2 <& z:—%—%y ,
T+3y+22=2 2+ 24+3+3y+22=2 5y +3z=—1 by—3-%=-1

astady=1,2z=-2iz=3.0
Mozemy tez skorzysta¢ z metody Cramera. Przypomnijmy, ze jezeli A; oznacza macierz, utworzona
z macierzy wspolczynnikow A przez zastapienie j-tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych, to

- detA1 o detAQ o detAg
T detA VT detA) T detA”
Sposéb 2.
3 -2 -1
detA; =4 2 2 |=12-12-8—(—4+18-16) = —6,
2 3 2
13 -1
detAy =2 4 2 |=8-4+6—(—4+4+12)=-2,
1 2 2
1 -2 3
detAz3 =12 2 4|=4+18-8—-(6+12—-8)=4.
1 3 2

Stqu::—g:i’s,y::—g:liz:%:—ZD
Kolejny sposéb rozwiazania opiera sie na potraktowaniu ukladu réwnan liniowych jako réwnania
macierzowego AX = B, gdzie A jest macierzg wspolczynnikdéw, B — macierza wyrazow wolnych a X —

macierza niewiadomych. Wtedy X = A~'B.

Sposéb 3. Najpierw wyznaczymy A~! ze wzoru A~! = deltAA,ZDw'
]2 2 2 2 2 2| ]
3 2 1 2 1 3
-2 -2 4
-2 -1 1 -1 1 -2
Ap=| — — = 1 3 -5 1,
3 2 1 2 1 3
-2 -4 6
-2 -1 1 -1 1 -2
2 2 2 2 2 2
-2 1 =2 1 -05 1
AL = | -2 4|, A'=| 1 =15 ,
4 -5 6 -2 25 =3
1 -05 1 3 3
X=A"'"B=| 1 -15 2 4 =11 |, y=1 O
-2 25 =3 2 -2 z=-=2

Mamy jeszcze w odwodzie metode Gaussa — nie zawsze najszybsza, ale skuteczng dla kazdego ukladu
rownan liniowych.
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Sposdb 4. Dokonywaé¢ bedziemy przeksztalceri elementarnych na wierszach macierzy uzupetnionej ukta-
du:

1 -2 —-1(3 1 -2 -1\ 3 1 -2 —-11] 3 +2ws
A*=112 2 2 |4 —2w; ~ |0 6 4 |-2 —ws ~| 0 1 1 |-1 ~
1 3 2|2 —w1 0 5 3 |-1 0 5 3 |-1 —5ws
1 0 1 1 1 0 1] 1 —ws 1 0 0] 3
~10 1 1 /]-1 ~10 1 1|-1 —wg ~| 0 1 0|1
0 0 —2| 4 (=0.5) 0 0 1]|-2 0 0 1|-2
i ponownie mamy z =3,y =11z = —-2.0J

Cwiczenie 4. Wykorzystujgc zaprezentowane metody, rozwigs nastepujgce uktady réwnasi:

2 3v=2
2w+ 4y —z =14 221 oy
1. 3r+Ty+42z=1 , 2. yreTo=
L3y d 9 r+3y+z=4
x zZ = —
Y z+3y==6

Odp. l.x=1y=2,2=—-4;2.c=3,y=1,2=-2,v=2.

2.5. Rzut prostej na plaszczyzne

Zadania z planimetrii, stereometrii czy geometrii analitycznej czesto nie maja ,,gléwnego”’ sposobu
rozumowania, prowadzacego do rozwiazania. Jednym z takich zadan jest wyznaczanie rzutu prostej na
plaszczyzne.

Zadanie 5. Wyznacz rzut prostej

r=1+1¢
y=3-2t ,teR
z=2+4+2t
na ptaszezyzne v +y — 3z —5=0.
Wektorem kierunkowym danej prostej (nazwijmy ja [) jest k= [1,-2,2], a wektorem normalnym

danej ptaszczyzny (nazwijmy ja II) jest 7 = [1,1, —3].

Poniewaz kol = 11+ (=2)-1+2-(=3) = —7 # 0, wiec | f IL. Z kolei + # 52 # % wiec | L IL
Stad rzutem prostej [ na plaszczyzne 11 bedzie prosta - nazwijmy ja I’

Punkt wspoélny plaszczyzny II i prostej [ oznaczmy przez P — wyznaczymy jego wspoélrzedne:

r=1+t r=1+t r=1+t t=-1
y=3-—2t N y=3-—2t - y=3-—2t N T =
z=2+42t z=2+4+2t z=2+4+2t y=>5
r+y—32—5=0 I+t)+(3—-2t)—3(2+2t)—5=0 —t=7 z =

Stad P(0,5,0).
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Na rysunkach, towarzyszacych rozwiazaniom Zadania 5, kolorem czarnym beda oznaczane dane, a ko-
lor niebieski odpowiada¢ bedzie prostym, plaszczyznom, punktom i wektorom, wyznaczanym w czasie
rozwiazywania. Ponadto kazdy niebieski tuk bedzie oznaczaé¢ kat prosty.

Dalej rozwiazywanie tego zadania moze p6jsé¢ w réznych kierunkach.

Sposéb 1. Najpierw wyznaczymy wektor kierunkowy v prostej I’. Wtedy bedzie mozna wstawi¢ v oraz
P do rownania prostej I’ w postaci parametrycznej czy kanonicznej (patrz rysunek 4).

by

St
Yl

Rysunek 4

Najpierw wyznaczymy wektor normalny ¢ plaszczyzny 3., zawierajacej prosta [ i prostopadla do
plaszczyzny I1. Zauwazmy, ze zawiera ona w sobie szukany rzut [’.

i 7k
h=kxd=|1 -2 2 |=[4,53].
1 1 -3

Wektor kierunkowy @ prostej I’ jest wtedy prostopadly do wektoréw 7 oraz . Stad

i 7 k
ﬂg =7 X ﬂl = 1 1 -3 |= [18, 715, 1] .
4 5 3

xr =18t
Rozwiazaniem jest prosta ¢ y=5—15¢t |, teR 0[.
z=1
Nieco mniej obliczen przeprowadzimy, jesli zadowoli nas rozwigzanie w postaci krawedziowej.
Sposéb 2. Wystarczy wyznaczy¢ rownanie plaszczyzny 3 (patrz rysunek 5)

by i /E/l

Rysunek 5
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Z poprzedniego rozwiazania wiemy juz, ze wektor kierunkowy plaszczyzny ¥ wynosi 07 = [4,5,3].
Wspolrzedne punktu P nie sg potrzebne w tym rozwiazaniu - do plaszczyzny ¥ nalezy punkt R(1,3,2)
z rownania prostej . Plaszczyzna ¥ dana jest wiec rownaniem 4(x — 1) + 5(y — 3) + 3(z — 2) = 0, czyli
4x + 5y + 3z — 25 =0.

Szukany rzut jest czescia wspélng plaszczyzn X i 11 wiec rozwigzanie w postaci krawedziowej ma

r+y—32—-5=0
dr+by+32—25=0
W pracach studentéw pojawialy sie takze inne rozwigzania. Niekoniecznie optymalne, ale warte uwagi

postac

ze wzgledu na uzyta kreatywnosc.

W ponizszym rozwigzaniu, glowna idea jest znalezienie wektora kierunkowego rzutu I’ w postaci PS ,
gdzie S zawiera sie w plaszczyznie II oraz RS || .
Sposdb 3. Kolejne rozwigzanie sprowadza sie do wyznaczenia takiego punktu S, zawartego w ptaszczyznie
I1, dla ktérego RS | @ (patrz rysunek 6). Wtedy PS bedzie wektorem kierunkowym szukanego rzutu.

\ i s,

S
Bl
Iy

Rysunek 6

Dowolny punkt plaszczyzny II ma wspoétrzedne S(5 — y + 3z,y,2) (bo 2 +y — 32 — 5 = 0), gdzie
y,z € R. Stad RS = [4—vy+3z,y—3,z—2] i warunek RS || it jest réwnowazny = “32 = ”—13 = 2:32.
7 drugiego rOéwnania, z = 11 — 3y, a wtedy plerwsze réwnanie przybiera posta¢ 4 —y + 33—9y =y — 3,
WIQC_Z! =i z=11-2F=4.8tad SG- 31 + 71, 1, f7) = (71, 11 10)-

PS = H?, % — 5, 111} = [1—?, % 1—] Mozemy juz zapisa¢ rozwigzanie, wstawiajac do réwnania

T = 18 + 18t
i1
prostej dowolny z punktéw P, S (oba naleza do rzutu I’) oraz wektor PS: { y = ‘1“; 15t ,teR .0
I jeszcze jedno rozwiazanie.
Sposéb 4. Sposrod wektorow i, zawartych w plaszezyznie 11, wyznaczymy taki, ktory bedzie rownolegty

do plaszczyzny, rownolegltej do wektordéw 71 oraz k (patrz rysunek 7).

St

Rysunek 7
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Niech S(5 — y + 3z,y, 2) ponownie bedzie dowolnym punktem plaszczyzny II. Wtedy

—

i=PS=[b—-y+3z,y—05,z].
Aby wektory 7, E, u zawieraly sie w jednej plaszczyznie, ich iloczyn mieszany musi byé¢ réwny zero:

0 = ikl = 1 2 2 | = —22-3y+154+10—2y+62—30+6y—182—2y+10—z = —15z—y+5.

Wstawiajac y = —152+5 do wektora @, mamy @ = [5 — (=152 + 5) + 3z, =15z + 5 — 5, 2] = [18z, —15z, 2]

i dla dowolnego niezerowego z, i bedzie wektorem kierunkowym rzutu I’. Wstawiajac np. z = —1, mozemy
r=—18t

zapisa¢ rozwigzanie: y=5+156t ,teR .00
z=—1

W uzyskanych rozwiazaniach pojawily sie trzy rézne (?) wyniki — czy co mozliwe? Oczywiscie, ze nie!

Cwiczenie 5. Udowodnij, Ze réwnania

— 5415t , teR rhy—32-5=0 ; _i0_ 13, yem
V= ’ ’ Az + 5y +32—25=0 ymarm oo

sq rownaniamsi tej samej proste;.

Wskazowka do powyzszego ¢wiczenia: jezeli dwie proste przechodza przez punkty A i B, gdzie A # B,
to sa rowne. A moze lepiej niech moja wskazowka nie prowadzi Was w jakim§ konkretnym kierunku, moze
sami wymys§licie inne sposoby sprawdzenia, czy dwie dane proste sg sobie réwne?

Cwiczenie 6. Uzywajgc réznych sposobéw, wyznacz rzut prostej 1774 = 1—y = 2z na plaszczyzne

r+3y+22—-2=0.

Odb. z+y—2z—-5=0 .
c+3y+22—-2=0

2.6. Granica funkcji

Zobaczmy, jak rézne sposoby rozwigzywania mozna wykorzystaé¢ do obliczania pewnych granic.

. 1 1
lim - -—= -
z—0 xrsmax x
Sposdb 1. Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika, twierdzenie de I’Hospitala staje sie przydatne:
. 1 1 . xr—sinx 0| m
lim - —— ) =lm—=|-| =
c—0 \ xsinx 2 =0 r2sinz 0

i 1—cosx Ol . sinx 0
x—0 2xsinx + z2cosx 0 -0 2sinx + 2z cosx + 2z cosx — x2sinx 0

Zadanie 6. Oblicz

Iz
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~ lim CcoS T 1 O
z—>02005m+4cosx—4xsmx—2xsmaﬁ—x2cosw 6

W powyzszym rozwiazaniu, po dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia de I’Hospitala, mozna podzielié
sin x

licznik i mianownik przez sin z, aby skorzysta¢ z wlasnosci lim,,_, ¢ = 1. Uzywajac tego przeksztalcenia
mozemy uznad, ze otrzymujemy kolejny sposéb rozwigzania tego zadania:

Sposéb 2.

1 1 .
lim - -] = lim — 5 = lim I = T
=0 \xsinz =z z—02sinx +4xcosx — z2sinx  x—0 2 4 20T __ 42 94

(22

Do obliczenia granicy mozna réwniez Wykorzystac rozwiniecie funkcji f(z) = sinz w szereg Taylora:

sinx . 1 1
1

1k 2k+1_ m3 25
Sposob 3. sinz = >~ waxf 6+120 .-+, Stad:
3 5 3 5 7 4

. 1 T

—sinzx ) m—(x—L—i—L—---) [~ A R A R e A 1
lim 072 = hr% 5 136 ;520 = hrr%) 63 i’g’o x77 = hn}J 6 120 IZ ZED
— in — _ oz ... — — Z_ ... — —
w20 2fsinr w20 23 (r — G+ 45 ) TV =t iy 01— & 4 5 -

Uwaga: nieskoriczone sumy w liczniku i mianowniku ostatniego utamka sa rozwinieciem w szereg Taylora
ciaglych funkcji. Stad moglisSmy wywnioskowaé, ze

z? zt af 72 rd 26
ii%(m*wm*"')i%(6+m R >0-

Wszystkie dotychczasowe rozwiazania zadania 6 wykorzystywaly pewne elementy rachunku rézniczkowego
— czy to bylo twierdzenie de I'Hospitala, czy rozwiniecie funkcji w szereg Taylora. Te granice mozna
réwniez obliczy¢ bez korzystania z nich, bazujac miedzy innymi na wzorze sin(3a) = 3sina — 4sin® a.
Rozwigzanie bedzie nieco karkotomne, ale kto upartemu zabroni?

Sposéb 4.
4 sin® £
x —sinx ) (381n§—481n ) . 3-(£—sin) 1 27 (2)°
lim ———— = hm 5 = lim 5 . —— + -
z—0 “SInx z—0 r®sinx z—0 9. (%) sin% 3 — 4sin % su;x

Niech g = lim,_.g 2;:1‘;1;” Traktujac poczatek i koniec powyzszego wyrazenia jako rownanie i zaktadajac,

ze szukana granica istnieje, po wyliczeniu granic w réwnaniu mamy:

1 4 4
g=2gi4s o Sg= o e g

373" 27 9 27 H

Ch\*—‘

Teraz proponujemy znalezé rdzne sposoby obliczenia nastepujacych granic:

Cwiczenie 7. Obliczyé granice:

r—1 1
1. lim & , 2. lim ( — ctgm) .
x

z—0 x z—0

Odp. 1. 1; 2. 0.
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2.7. Calka trygonometryczna

Calkowanie najprostszych funkcji elementarnych jest dos¢ schematyczne. Nawet jesli nie mozemy
zastosowacé bezposdrednio gotowych wzoréw, to i tak calki czesto sa ,stworzone” do obliczenia ich jednym
sposobem (inne sposoby bylyby wysoce nieefektywne lub niemozliwe do zastosowania). W ten schemat
wpisuja sie m. in. calki, bedace iloczynem wielomianu oraz ktérejs z funkcji f(z) = sinz, f(x) = cosz,
wykladniczej lub logarytmicznej — catki tego typu mozna catkowaé przez czesci, na przyktad:

/(:1:d — ) cos xdz, /(2:1:2 +1)3%dx, /(49I6 —42°) Inadz.

Z kolei calki, w ktorych argument = wystepuje tylko w postaci f(z) oraz pojawia si¢ w nich jeszcze tylko
f/(z)dz, nadaja sie do catkowania przez podstawienie, na przyklad:

dx z
.4 . 2 e’ x
sin® x — 3sin” x) cos xdx, , 4° e*dx.
/( ) /(arcsinag)\/l—x2 /

Piekno (dla wielu przeklenstwo) calek polega na tym, ze catkowanie wzglednie prosto wygladajacej funkcji
moze nie by¢ latwe. Wtedy jednak w gre moze wej$¢ wiecej sposoboéw rozwigzywania.

/ dx
cosx

W pierwszym i drugim rozwiagzaniu skorzystamy z nastepujacej calki:

Zadanie 7. Oblicz

24t 1414t 1 1 41
/7:/4&:/ S at=ljt+1-lnft -1 te=1In|*
1—1¢2 (1-t)(1+1) t+1 t-1 t—1

Pierwszy spos6b to skorzystanie z podstawienia uniwersalnego.
Sposéb 1. Jesli tg 5 =1, to

‘+c.

, 2t 11—t 2dt
sint = ——, cosx=——, dr= .
1+1¢2 1+¢2 1+¢2
Mamy wiec
d 24 2dt t+1 tgl+1
J&-fr=-]; Q—m‘ *Jw—m’gg 1‘+C.D
Ccos T g —t t— tg 5 —
Kolejny sposob to typowe podstawienie.
Sposdb 2.
/ dx _/coszdx_/ coszdr t=sinx _/ dt
cosz ) cos?x ) 1—sin’z | dt=cosxdr | J 1—1t2
1 t+1 1 14 sinx
2nt1‘+c 2n<1sinx)+c
Poniewaz

cos? x cos2z '

1+sinz\’  cos?z — (1+sinz)(—sinz) _ 1l+4sinx
cos
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mozemy wykorzystaé jeszcze inne podstawienie w kolejnym rozwiazaniu:

Sposéb 3.
1+sinx l+sinz __ 14sinz
dx _ 1 . _CoST o cos2 x de = ~  cosx _ ﬂ_l —
- Ttsinz O = ltsing &% = 1tsinz =hnft[+c=
cosT cosT ﬁ ﬁz’” dt = mdw t
1+sinx
=In|l— | +clO
cos &

I jeszcze jedno rozwigzanie, tym razem z wykorzystaniem tozsamosci: cos x = sin(x + 7 ) oraz
sin(2a) = 2sin « cos a:
Sposéb 4.

/ dx _/ dx _/ dx _/ dz B
cosz ) sin(z+%) ) 2sin(Z+Z)cos(24+2) ) 2tg(£+3)cos?(2+72)

t=tg($ + 7% dt
B g(de 1) = —:ln|t\—l—c:ln‘tg(f-i-z)‘-&-C-D
2cos?($+7%)

Pojawity sie roznie zapisane wyniki w réznych rozwiazaniach. Podobnie jak w zadaniu 5, tutaj tez za-
checam do sprawdzenia poprawnosci obliczenn — sprowadzi sie to do sprawdzenia pewnych tozsamog$ci
trygonometrycznych.
Cwiczenie 8. Dla z € R\ {g +km, k€ Z}, udowodnij tozsamosci:

tg 3 +1 2_ l+sinz  (1+sinw 2—‘5 2(x+7r)

tgZ—-1) 1—sinaz cos T - \eTy)
Cwiczenie 9. Wykorzystujgc jak najwiecej réznych sposobéw, oblicz:

1./_‘133, 2./df.
S x COS™ T

Odp. 1. In (tg%) +c 2. %tg3x+tgz+c.

3. Podsumowanie

Wszystkie zadania z pracy zostaly rozwigzane co najmniej trzema sposobami. Przegladajac program
ksztalcenia z matematyki na typowym kierunku studiéw technicznych, znajdziemy znacznie wiecej zadan,
ktore mozna rozwigzywac chociazby dwoma sposobami. Przyktadowo, w podstawowym kursie z macierzy
pojawiaja sie nastepujace zadania:

1. Obliczanie wyznacznika ,duzych” macierzy kwadratowych (rozwiniecie Laplace’a lub doprowadzenie
za pomocy przeksztaltcen elementarnych do wyznacznika macierzy diagonalnej czy blokowej, czy tez
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taczenie obu sposob6w), na przyktad oblicz:

11 -2 2 1
21 -2 2 1
11 0 2 0
11 0 4 3
32 0 1 -1

Odp. —14.

2. Obliczanie rzedu macierzy (z definicji poszukujac najwiekszego niezerowego minora lub doprowadza-
jac macierz do postaci schodkowej przy wykorzystaniu przeksztalcen elementarnych), na przyktad
oblicz rzad macierzy:

1 3 -2 -1
2 0 2 1
1 -1 2 0
4 3 1 3

Odp. 3.

3. Wyznaczanie macierzy odwrotnej (ze wzoru A~ = ﬁAg lub za pomoca przeksztalcer elemen-
tarnych), na przyklad wyznacz macierz odwrotna do

1
2
3

= W N

1
4
4

|
Wl
|

QOdp.

SV
Wl
WM W=

4. Rozwigzanie réwnania macierzowego (poprzez wyznaczenie niewiadomej macierzy X za pomoca
przeksztalcen algebraicznych lub za pomoca metody przewidywan), na przyktad niech

1 3 1 1 -1 3
A=]10 1 -2 |, B= , C=

-4 =2 s

2 7 —6 4

Rozwiaz rownanie AX B = C' z niewiadoma macierza X.

2 -1
Odp. | 1 0
1 1

Bardziej dociekliwy czytelnik z pewnoscia znajdzie i w innych dziatach matematyki zadania, ktoére
moze rozwigzac¢ réznymi sposobami.

Praca dydaktyczna na uczelni rézni sie nieco od dydaktyki w szkotach. Wieksza autonomia jest sporym
udogodnieniem. Poczawszy od ustalania tresci zajeé¢, czy nawet sporej grupy przedmiotéw, skonczywszy
na wzglednie swobodnym ustalaniu szczegdtdéw zasad zaliczania przedmiotéw. Wprawdzie ukierunkowanie
w ostatnich latach edukacji na zaliczanie efektéw ksztalcenia nieco zawezity pole do popisu, ale ma tez
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niewatpliwe zalety, miedzy innymi utatwienie doktadnego poréwnywania przebytych etapéw studiowania
na poszczegdlnych uczelniach.

Obecnie ocenianie matury ,,pod klucz”’ powoduje czesto przygotowywanie uczniéw nie tyle pod katem
opanowania i zrozumienia przedmiotu, co wbicia si¢ w schemat gwarantujacy mozliwie jak najwyzsza
ocene.

Dopiero w trakcie studiéw okazuje sie, kto sie uczyt ,tylko” dla ocen bardzo dobrych, a kto dobrze
rokuje na przyszto$¢ w danej dziedzinie. Tacy wyjatkowi studenci réznig sie sie od przecietnych nie tyle
umiejetnoscia rozwigzywania wiekszej liczby zadan, co kreatywnoscia przy rozwiazywaniu. Moi studenci,
ktorzy mieli ten blysk, polegajacy na nieszablonowym (niekoniecznie optymalnym) podejsciu do rozwia-
zywania zadan, dzisiaj bardzo dobrze rozwijaja sie w wybranych przez nich dziedzinach. Kilku z nich
w mlodym wieku uzyskalo habilitacje z matematyki. Dlatego, nawet jesli nie ma to wplywu na ocene,
warto zacheca¢ studentéw do kreatywnego podejécia w pozornie oczywistych sytuacjach. Rozwiazanie
jednego zadania wieloma sposobami tez moze mieé¢ wiekszy wplyw na rozwdj niz ,przebiegniecie” przez
kilka sztampowych zadar tylko dlatego, ze podobne maja pojawié¢ sie na kolokwium czy egzaminie.

Kreatywnos¢ kosztem schematycznego podejécia do tematu — aby to sie udato, musi sie zmieni¢ jeden
nawyk, nabyty z powodu nieodpowiednich bodzcéw, zaréwno szkolnych, jak i pozaszkolnych: to uczenie
sie dla ocen. Jedli uczen czy student nie zrozumie tego, to nadal problemem bedzie nie tylko tltumienie
kreatywnosci, ale takze uczenie sie ,na ocene”, Scigganie czy nagminne w czasie pandemii, wspomaganie
zewnetrzne. Oczywiscie, liczba godzin przeznaczonych na matematyke moze nie by¢ wystarczajaca, ale
wyktadowca, wplywajac na studenta, choéby odpowiednio przygotowanym sposobem oceniania, moze
ulatwi¢ studentowi wybodr kreatywnej drogi rozwoju.



