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Резюме 
 
Целью исследований было определение условии устойчивости нелинейных обе-
ктов управления процессом. В работе подробно описывается механизм модели-
рования и идентификации существенно нелинейных динамических характеристик 
объекта, а также оптимизация полученной математической модели на основе со-
ставленного интегрального квадратичного критерия качества, целью которой явля-
ется определение оптимальных значений управляющих переменных. Обьект имеет 
две входные переменные y0(t), g0(t); две выходные y1(t), g1(t) и две управляющие 
переменные u1(t), u2(t). Также описан процесс аппроксимации значений управля-
ющих переменных рядами Фурье и вывода условий, при использовании которых 
можно определить границы устойчивости рассматриваемого объекта. Аппроксы-
мацию выходных переменных проводились с использованием ряда Вольтера. 
Для определения области устойчивости был использован критерий устойчивости 
систем по Ляпунову. Был описан механизм определения функции Ляпунова, 
область определения которой и является областью устойчивости исследуемого 
объекта управления. 

 
Ключевые слова: устойчивость, управление процессом, методы идентифика-
ции, крuтерия качества 

 
 

Введение 
 
В настоящее время ввиду возрастающей сложности технологических про-
цессов, увеличилась и сложность решаемых задач управления [ALEKSANDRO-

VICH 2003; AFONIN 2005]. Динамические характеристики объектов управления 
при этом носят существенно нелинейный характер [DILIGENSKAYA 2009]. Одним 
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из наиболее распространенных методов идентификации динамических харак-
теристик является построение модели, адаптированной по отношению к ха-
рактеристикам реального объекта управления [PUNKOV, EGUPOV 2004а, б, в]. 
Другими словами замкнутый метод идентификации, характеризующийся про-
веркой адекватности получаемой модели. 
 
Существенные затруднения, возникающие при решении этой задачи, вызваны 
большим разнообразием типов нелинейных объектов. Поэтому весьма затру-
днительно найти общий подход, охватывающий все практически важные виды 
нелинейных объектов. Широкое применение к задачам определения динами-
ческих характеристик получили методы статистической линеаризации в их 
различных модификациях. 
 
Эффективным для целей построения самонастраивающихся моделей пред-
ставляется использование адекватного разложению Винера интегрального 
ряда Вольтерра. В настоящей работе рассмотрена методика построения само-
настраивающихся моделей, основанная на синтезе ядер Вольтерра [MAAS 
2000] по статистическим данным режима эксплуатации объекта управления. 
 
Оптимизация нелинейных объектов необходима для определения оптималь-
ных управляющих воздействий, благодаря поддержанию которых на заданном 
уровне характеристики готовой продукции будут удовлетворять существующим 
требованиям к качеству. 
 
Наиболее распространены методы оптимизации, основанные на минимизации 
интегральных критериев качества, представляющих собой функции входных, 
выходных переменных, а также управляющих воздействий. 
 
Таким образом, целью работы является определение условий устойчивости 
существенно нелинейного объекта. Для достижения данной цели необходимо 
решить следующие задачи: 
 построить математическую модель объекта, описывающую с достаточной 

для промышленной эксплуатации степенью точности динамические харак-
теристики объекта управления; 

 определить структуру критерия качества идентификации динамических ха-
рактеристик, в процессе минимизации которого получить выражения для 
оптимальных значений управляющих переменных; 

 на основе теории оптимизации определить границы существования опти-
мальных динамических характеристик, в рамках которых система будет обла-
дать устойчивостью. 

 
Необходимо отметить, что в представленном описании понятия «объект»  
и «система» тождественны. 
 
Вопрос об устойчивости квазиоптимальных систем управления важен с точки 
зрения работы самой системы управления не только в нормальном режиме 
эксплуатации, но и при изменяющихся условиях эксплуатации объекта упра-
вления. 
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Методы исследований 
 
Рассмотрим объект управления, схема «вход-выход» которого представлена 
на рисунке 1. Объект имеет две входные переменные y0(t), g0(t); две выход-
ные y1(t), g1(t) и две управляющие переменные u1(t), u2(t). 
 

 
Источник: разработка авторов. Source: own elaboration. 
 
Рис. 1. Схема распределения переменных объекта управления 
Fig. 1. The variable distribution scheme in controlled object 

 
Аппроксимацию выходных переменных, которые являются детерминирован-
ными сигналами, будем проводить с использованием ряда Вольтерра, ограни-
чившись вторым порядком [DEJCH 1979]. Таким образом, выражения, связыва-
ющие входные, выходные и управляющие переменные, имеют следующий вид: 
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В результате аппроксимации были получены зависимости для выходных пе-
ременных, представленные на рисунке 2. 
 
Задача оптимального управления объектом, задаваемого уравнениями (1)–(2), 
может быть сформулирована как задача минимизации функционала качества.  
 
За критерий оптимизации примем функционал, представляющий собой фун-
кцию ошибок: 
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Источник: разработка авторов. Source: own elaboration. 
 
Рис. 2. График аппроксимации динамических характеристик объекта управления 
Fig. 2. The approximation diagram of dynamic characteristics in controlled object 

 
где: 
yi

M(t), gi
M(t),	ui

M(t) – входные, выходные и управляющие переменные модели 
объекта управления;  

ui
'(t)  – производная управляющей переменной по времени;  
α, χ, η, λ, θ, ρ  – весовые коэффициенты. 
 
При применении в качестве критерия оптимизации функции ошибок, остается 
открытым вопрос о выборе значений весовых коэффициентов, входящих  
в функцию ошибок. Воспользуемся одним из приближенных методов выбора 
весовых коэффициентов. Если функция ошибки в любой момент времени 
имеет вид выражения (3), то весовые коэффициенты для каждого момента 
времени можно найти, исходя из допустимой величины ошибки. Можно 
заключить, что максимальные допустимые значения ошибок составляющих 
сигнала в любой момент времени должны вносить в функцию ошибки равный 
вклад, так как система управления обеспечивает минимум интегральной 
суммы ошибок. Принимая условие равенства членов в выражении (3), можно 
записать: 
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где: 
ε – ошибка, определяемая в знаменателе дроби как 
 

 

n м
yi i i макс. допустим.

y t y t( ) ( )    
   (5) 

 

n м
gi i i макс. допустим.

g t g t( ) ( )    
  (6) 

 
В числителе дроби выражения (4) представлено текущее значение ошибки. 
 
Аналогичные рассуждения распространим на величины управляющих воздей-
ствий и их производные [MERRIEM 1967]. 
 
Предполагается, что величины максимально допустимых ошибок могут быть 
определены по заданным требованиям к системе, после чего можно найти чи-
словые соотношения между различными коэффициентами α, χ и т.д. 
 
Результаты исследований 
 
Из описания процедуры нормализации следует, что уравнение оптимального 
управления зависит от отношения весовых коэффициентов. Поэтому без по-
тери общности можно положить равенство единице одного из коэффициен-
тов. При таком допущении для определения числовых значений остальных 
весовых коэффициентов достаточно выражений (4)–(6). 
 
Значения весовых коэффициентов, найденные в результате описной проце-
дуры, следует рассматривать как начальные оценки. Как правило, данные 
коэффициенты изменяются во времени, так как изменяется и текущее значе-
ние ошибки, однако, примем допущение о стационарности оценок. Для этого 
вместо текущего значения ошибки будем рассматривать минимальное значе-
ние ошибки. Что является достаточным условием для выполнения предвари-
тельного анализа совместно с процедурой нормализации. 
 
Для нахождения оптимальных значений управляющих переменных восполь-
зуемся теорией вариационного исчисления. 
 
Подынтегральное выражение критерия (3) обозначим через F(t). Функция, ко-
торая минимизирует функционал (3), должна удовлетворять дифференциаль-
ному уравнению второго порядка Эйлера-Лагранжа: 
 

i i

F t d dF t
0

u t dt du t

( ) ( )

( ) ( )

 
    

                                                (7) 

 
Структура данного подынтегрального выражения представляет собою сумму 
входных, выходных параметров, управляющих воздействий и квадратов про-
изводных управляющих воздействий. Это продиктовано необходимостью со-
блюдения условий теоремы Эйлера-Лагранжа, согласно которой функции упра-
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влений должны быть непрерывно дифференцируемы на рассматриваемом 
отрезке.  
 
Учитывая выражения (3) и (7), запишем систему уравнений для определения 
минимизирующих функций. 
  

 

м
1 1

м
2 2

y1 g1 t du1 t
2 u t u (t) 2 0

u1 t dt

y1 g1 t du1 t
2 u t u (t) 2 0

u2 t dt
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 

 (8) 

где: 
Δ(y1, g1, t) – функция, представляющая собой сумму квадратов ошибок вход-

ных и выходных переменных. 
 
Решение системы сводится к решению системы нелинейных интегро-диффе-
ренциальных уравнений, что является особенностью задач вариационного 
исчисления. 
 
Для решения данной системы воспользуемся методом Рунге-Кутта четвертого 
порядка. Частные производные по u1(t), u2(t) будем находить, руководствуясь 
правилом Лейбница [FIKHTENGOLC 1969]. Для выполнения данного правила  
к функциям предъявляются следующие требования: 
 равномерная непрерывность на рассматриваемом отрезке; 
 функция должна быть дифференцируемой на отрезке. 
 
При этом интеграл с переменным верхним пределом будем вычислять после-
довательно и в зависимости от значений, принимаемых переменной t. 
 
Чтобы применить вышеуказанный метод, необходимо понизить порядок про-
изводной. Поэтому вместо системы из двух дифференциальных уравнений 
второго порядка, получим систему из четырех дифференциальных уравнений 
первого порядка, предварительно сделав замену переменных ui  zi. 
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     (9) 

 
где: 
Вi – коэффициенты, полученные в результате преобразования уравнений 

системы (8). 
 
На рисунке 3 дано наглядное представление о полученных результатах. 
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Источник: разработка авторов. Source: own elaboration. 
 

Рис. 3. Графики оптимальных управляющих переменных, полученные в резуль-
тате аппроксимации исходных данных 

Fig. 3. Diagram of the optimal control variables obtained from output data 
 
Функцию, аппроксимирующие полученные данные, будем искать, применяя 
теорию разложения в конечные ряды Фурье [KHEMMING 1972]. 
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где коэффициенты разложения вычисляются по формулам: 
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Коэффициенты ak и bk можно вычислить, зная лишь k
N

cos


 и k
N

sin


, без 

непосредственного вычисления других значений синуса и косинуса. Это дела-
ется следующим образом: 
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Тогда 
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Подставляя (13) в (10), получим: 
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Применяя выражение (14) для аппроксимации оптимальных значений упра-
вляющих переменных, получим следующие зависимости: 
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В результате графики полученных зависимостей имеют следующий вид: 
 
Необходимо также отметить, что при t →  требуется проводить анализ устой-
чивости системы. 
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Обсуждение результатов 
 
Как оговаривалось ранее, объект управления является нелинейным, поэтому 
речь пойдет только об асимптотической устойчивости в «малом». Исследо-
вание объекта на устойчивость в указанной области проводится на основе 
теории устойчивости А.М. Ляпунова [NOGIN 2008; LUFT, ŁUKASIK 2012]. Между 
теорией оптимизации и теорией устойчивости существует важная связь. Пусть 
функция минимальной ошибки определяется как: 
 

 1 2E u t u t t
e t

dt

( ( ), ( ), )
min ( )   (17) 

 
Функция минимальной ошибки представляет собою функцию Ляпунова, кото-
рая должна удовлетворять условиям: 
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 1 2E u t u t t( ( ), ( ), )  если норма расхождения 
м

1 1u t u (t)( )     (20) 

 
Для того, чтобы получить функцию (17), в выражение (3) подставляем най-
денные выражения для оптимальных сигналов управления и их производных 
[SJU, MEJER 1972]. Полученная в результате подстановки функция в данной 
работе не приводится, ввиду громоздкости выражения.  
 
На следующем этапе проводится проверка выполнения условий (18)–(20). Если 
полученная функция удовлетворяет условиям (18)–(20), то можно сделать вы-
вод о том, что данная функция является функцией Ляпунова для рассматрива-
емого объекта управления. Область определения функции и будет областью 
устойчивости системы, описываемой выражениями (1) и (2). 
 
Выводы  
 
Таким образом, по имеющейся информации об объекте управления приведен 
пример построения его математической модели на основе теории рядов Воль-
терра. На этапе оптимизации был составлен интегральный критерий качества 
для определения значений оптимальных управляющих переменных. Алгоритм 
нахождения оптимальных значений управляющих переменных основывается 
на теории вариационного исчисления. Применение данной теории подразуме-
вает дополнительное исследование системы на устойчивость. Для определе-
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ния области устойчивости был использован критерий устойчивости систем по 
Ляпунову. Был описан механизм определения функции Ляпунова, область опре-
деления которой и является областью устойчивости исследуемого объекта 
управления. 
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BADANIA STATECZNOŚCI OBIEKTÓW NIELINIOWYCH 
 

Streszczenie 
 
Celem badań było określenie warunków stateczności nieliniowego obiektu sterowania.  
W związku z tym opracowano: matematyczny model obiektu opisującego z dostateczną, 
dla przemysłowej eksploatacji, dokładnością charakterystyki sterowanego obiektu, struk-
tury kryteriów jakości identyfikacji dynamicznych charakterystyk, aby w procesie minimali-
zacji otrzymać wyrażenia do obliczenia optymalnych wartości kontrolowanych zmiennych. 
Na bazie teorii optymalizacji z wykorzystaniem szeregów Furiera określono granice wy-
stępowania optymalnych charakterystyk dynamicznych, w przedziale których system 
będzie zachowywał się statecznie. Model obiektu sterowania składa się z dwu zmiennych 
wejściowych y0(t), g0(t), dwu zmiennych wyjściowych y1(t), g1(t) i dwu zmiennych stero-
wania u1(t), u2(t). Na podstawie informacji o badanym obiekcie sterowania przytoczono 
przykład budowy modelu na podstawie teorii szeregów Woltera. Na etapie optymalizacji 
sformułowano integralne kryteria jakości do określenia wartości optymalnych kontrolowa-
nych zmiennych. Algorytm obliczania optymalnych wartości zbudowano w oparciu o teo-
rię rachunku wariacyjnego. Zastosowanie tej teorii uzupełnia badanie systemu pod kątem 
stateczności. Do określenia obszaru stateczności wykorzystano kryteria stateczności 
Lapunowa. Opisano mechanizm wyznaczania funkcji Lapunowa, obszar której jest prze-
strzenią stateczności sterowanego obiektu. 
 
Słowa kluczowe: stateczność, sterowanie procesem, metody identyfikacji, kryteria 
jakości 
 
 

STUDY OF THE STABILITY OF NONLINEAR OBJECTS 
 

Summary 
 
The aim of the study was to determine the conditions of stability of a nonlinear object 
control. For this purpose, by the mathematical model of the object was compiled descri-
bing with sufficient precision for industrial production of characteristics of the controlled 
object, the structure of the quality criteria for the identification of dynamic characteristics 
to obtain in the process of minimization expressions for the optimal values of the con-
trolled variables. On the basis of optimization theory with the use of Fourier ranks defined 
the boundaries of the occurrence of optimal dynamic characteristics, between which the 
system will behave sedately. Object Model Control consists of two input variables y0(t), 
g0(t); two output variables y1(t), g1(t) and two control variables u1(t), u2(t). On the basis of 
information about the examined object control quoted example of the construction of  
a model based on the theory of Voltaire ranks. At the stage of the optimization formulated 
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integral quality criteria to determine optimal values of controlled variables. The algorithm 
for calculating the optimal values was constructed on the basis of the theory of variational 
calculus. Application of this theory complements the study of the system for stability. Lya-
punov stability criteria was used to determine the space stability. A mechanism for deter-
mining the Lyapunov function was described, the area which is the space stability of the 
controlled object. 
 
Key words: stability, process control, identification methods, quality criteria 
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