
 Maszyny Elektryczne – Zeszyty Problemowe Nr 4/2015 (108) 137 

 

Jarosław Rolek*, Grzegorz Utrata**, Andrzej Kapłon*  
*Politechnika Świętokrzyska, Kielce 
**Politechnika Częstochowska, Częstochowa 

ESTYMACJA PRĘDKOŚCI Z WYKORZYSTANIEM 
CHARAKTERYSTYKI CZ ĘSTOTLIWO ŚCIOWEJ SILNIKA 
INDUKCYJNEGO W WARUNKACH ODKSZTAŁCONEGO 
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Streszczenie: W artykule przedstawiono analizę wpływu odkształceń napięć zasilających rozpatrywany silnik 
indukcyjny na poprawność procesu estymacji prędkości kątowej, którego algorytm działania oparty jest o zna-
jomość charakterystyki częstotliwościowej indukcyjności tego silnika. Charakterystyka ta stanowi odwzoro-
wanie pewnego rodzaju transmitancji widmowej silnika, z tego względu, analiza pracy maszyny, realizowana 
przy wykorzystaniu modelu matematycznego bazującego na tej charakterystyce, może zostać przeprowadzona 
przy zmiennych parametrach wymuszenia napięciowego, a także przy szybkozmiennych stanach elektrome-
chanicznych. Prezentowane eksperymenty wskazują również na fakt jednoznacznego odwzorowywania zmien-
ność parametrów elektromagnetycznych wirnika, wynikającej ze zjawiska wypierania prądu w jego przewo-
dzących litych elementach, przez charakterystykę częstotliwościową indukcyjności maszyny przy dowolnych 
częstotliwościach napięć zasilających. Przeprowadzona analiza ma na celu oszacowanie możliwości wykorzy-
stania proponowanego algorytmu estymacji prędkości kątowej silnika indukcyjnego w układach częstotliwo-
ściowej regulacji prędkości tego typu maszyn. Badaniom został poddany silnik indukcyjny z wirnikiem wyko-
nanym z litego materiału magnetycznego, tj. maszyna z silnie zaznaczonym zjawiskiem wypierania prądów. 

Abstract: The analysis of an impact of higher harmonics in induction motor supply voltages on the correctness 
of an angular speed estimation process, which operation algorithm is based on the knowledge of a motor in-
ductance frequency characteristic is presented in the paper. The characteristic can be considered as motor spec-
tral transmittance of some kind, therefore a machine operation analysis, realized with the use of a mathematical 
model based on that characteristic, can be carried out at varied supply voltage parameters as well as at fast-
changing electromechanical transients. The presented experiments also indicate the fact of an unequivocal rep-
resentation of rotor electromagnetic parameters variability, resulting from the skin effect in rotor solid conduc-
tive elements, by the machine inductance frequency characteristic at any frequency of supply voltages. The 
conducted analysis aims at evaluating the possibility of using the proposed induction motor speed estimation 
algorithm in variable-frequency speed control systems. The study has been subjected to an induction motor 
with a solid rotor manufactured from the magnetic material, i.e. a machine characterized by a significant skin 
effect occurring in rotor solid conductive elements. 

Słowa kluczowe: silnik indukcyjny, charakterystyki częstotliwościowe, estymacja prędkości 
Keywords: induction motor, frequency characteristics, speed estimation 

1. Wstęp 
Zmienność parametrów elektromagnetycznych 
wirnika silnika indukcyjnego (SI), wynikająca 
ze zjawiska wypierania prądów w litych ele-
mentach tego wirnika jest odwzorowywana 
przez charakterystykę częstotliwościową in-
dukcyjności maszyny indukcyjnej [1]. Jak po-
kazano w szeregu prac [1÷6] charakterystyka ta 
może być dobrze odwzorowana, przez wielo-
obwodowy po stronie wtórnej schemat zastęp-
czy (WSZ) o stałych parametrach skupionych. 
W [6] zaprezentowano sposób wyznaczania 
skupionych parametrów elektromagnetycznych 
tego typu schematu zastępczego przydatnego w 
analizie stanów elektrodynamicznych maszyn 

indukcyjnych z litą stroną wtórną. Model ma-
szyny został zbudowany ponadto z uwzględnie-
niem wyższych harmonicznych przestrzennych 
rozkładu pola elektromagnetycznego. Często-
tliwościowa charakterystyka indukcyjności SI 
może być rozpatrywana jako odwzorowanie 
pewnego rodzaju transmitancji widmowej SI. Z 
tego względu, analiza pracy takiej maszyny, re-
alizowana przy wykorzystaniu modelu mate-
matycznego bazującego na tej charakterystyce, 
może zostać przeprowadzona przy zmiennych 
parametrach wymuszenia napięciowego, a 
także przy szybkozmiennych stanach elektro-
mechanicznych. 
Model maszyny przedstawiony w [6] może być 
zatem przydatny w analizie stanów elektrody-
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namicznych maszyn indukcyjnych przy zasila-
niu napięciem odkształconym, np. z falownika 
napięcia. Modulacja szerokości impulsów wy-
korzystywana w układach napędowych z czę-
stotliwościową regulacją prędkości kątowej po-
woduje, że przebiegi napięć wyjściowych prze-
kształtnika charakteryzują się różnym od zera 
współczynnikiem odkształcenia THDU: 
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gdzie: n – rząd harmonicznej, U(n) – skuteczna 
wartość n-tej harmonicznej napięcia, U(1) – sku-
teczna wartość harmonicznej podstawowej na-
pięcia. 
 
Biorąc powyższe pod uwagę, celowe jest wy-
korzystanie częstotliwościowej charakterystyki 
indukcyjności SI względnie WSZ w algoryt-
mach odtwarzających wielkości elektromecha-
niczne tego silnika [2], [3] - np. prędkość ką-
tową, moment elektromagnetyczny - stanowią-
cych nieodzowny element metod sterowania 
bezczujnikowymi układami napędowymi z sil-
nikami prądu przemiennego [7÷9]. 
W pracy przedstawiono charakterystyki często-
tliwościowe indukcyjności SI, wyznaczone na 
podstawie odkształconych przebiegów wielko-
ści elektrycznych, zarejestrowanych przy ściśle 
zdefiniowanych przebiegach napięć zasilają-
cych, na tle charakterystyk otrzymanych w 
oparciu o filtrowane przebiegi tych wielkości. 
Jak zostanie przedstawione w artykule, często-
tliwościowa charakterystyka indukcyjności SI 
wyznaczona na podstawie filtrowanych prze-
biegów wielkości elektrycznych może stano-
wić charakterystykę wzorcową wykorzysty-
waną w metodach odtwarzania wybranych 
zmiennych stanu SI zaproponowanych w [2], 
[3]. Charakterystyka ta może również zostać 
użyta w procesie estymacji parametrów elek-
tromagnetycznych WSZ maszyny indukcyjnej 
[1], [4].  
Przeprowadzone badania eksperymentalne 
mają na celu oszacowanie wpływu wyższych 
harmonicznych w napięciach zasilających SI na 
kształt charakterystyki częstotliwościowej in-
dukcyjności tego silnika, na bazie której został 
oparty algorytm estymacji prędkości kątowej 
SI, jak również określenie, czy proces filtracji 
odkształconych przebiegów elektrycznych po-
zwala zachować informację zapewniającą po-
prawność procesu estymacji tej prędkości. 

2. Częstotliwościowa charakterystyka 
indukcyjności SI 
Częstotliwościowa charakterystyka indukcyj-
ności SI może zostać wyznaczona w wyniku 
rozwiązania zagadnienia polowego metodami 
analitycznymi [5] lub numerycznymi [6] jak 
również na drodze pomiarowej [1], [10]. 
W przypadku pomiarów stosuje się zwykle 
jedną z dwóch metod wyznaczania charaktery-
styki częstotliwościowej indukcyjności ma-
szyny indukcyjnej. W pierwszej metodzie, przy 
zmianach w możliwie szerokim zakresie czę-
stotliwości napięć zasilających, przeprowa-
dzany jest pomiar wartości chwilowych napięć 
i prądów uzwojeń stojana przy zatrzymanym 
wirniku, natomiast w drugiej, przy stałej czę-
stotliwości napięć zasilających oraz przy zmia-
nach prędkości kątowej maszyny w możliwe 
szerokim przedziale zmian poślizgu, wyma-
gany jest dodatkowo pomiar wartości chwilo-
wych prędkości kątowej maszyny. Możliwe 
jest również jednoczesne, wzajemnie uzupeł-
niające się wykorzystanie obu metod pomiaro-
wych. 
Zarejestrowane przebiegi napięć i prądów po 
transformacji do dwuosiowych wektorów prze-
strzennych odpowiednio napięcia U1(ω1) 
i prądu stojana I1(ω1,s) (wyrażonych w układzie 
współrzędnych wirującym z arbitralnie przy-
jętą prędkością ωx) służą do wyznaczenia czę-
stotliwościowej charakterystyki impedancji SI 
Z1(ω1,s). Impedancja Z1(ω1,s) może zostać 
przedstawiona jako szeregowe połączenie rezy-
stancji uzwojenia fazowego stojana R1 oraz re-
aktancji indukcyjnej SI jω1L1(ω1,s): 
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gdzie: ω1 – pulsacja napięć zasilających uzwo-
jenia stojana, ω1 = 2πf1, s – poślizg,  
L1σ – indukcyjność rozproszenia żłobkowego 
i czół uzwojenia fazowego stojana,  
L1δ(ω1,s) – indukcyjność związana ze strumie-
niem magnetycznym w szczelinie powietrznej 
maszyny, j – jednostka urojona, j2=-1. 
 
Występującą w wyrażeniu (2) reaktancję 
jω1L1δ(ω1,s) można przedstawić jako równole-
głe połączenie reaktancji magnesującej jω1Lμ 
oraz impedancji wirnika Z2

•(ω2) maszyny [1], 
[4]:  
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gdzie: ω2, f2 – pulsacja i częstotliwość prądów 
wirnika, ω2=2πf2 oraz ω2=ω1s. 
 
W punkcie pracy synchronicznej maszyny 
(tj. dla ω2=0) otrzymuje się 
jω1L1δ(ω1,s=0)=jω1Lμ. Przy założeniu dotyczą-
cym stałości strumienia magnetycznego,  
a w konsekwencji stałości parametrów obwodu 
magnetycznego maszyny, indukcyjność ma-
gnesująca Lμ ma wartość stałą niezależną od 
pulsacji ω1 napięć zasilających uzwojenia sto-
jana tej maszyny. 
W związku z powyższym, biorąc pod uwagę 
(3), równanie (2) można przedstawić w postaci: 
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Równanie (4) stanowi algorytm postępowania 
przy pomiarowym wyznaczaniu charaktery-
styki częstotliwościowej indukcyjności SI 
L1(ω2). 

3. Wybrane rezultaty badań ekspery-
mentalnych  
Badania eksperymentalne zostały przeprowa-
dzone na stanowisku laboratoryjnym, którego 
schemat przedstawiono na rysunku 1. Analizie 
został poddany SI typu Sg 132S-4 z wirnikiem 
wykonanym z litego materiału magnetycznego 
S235JR. Badany SI, zasilany z programowal-
nego źródła AC (Ametek iX 9003 Series II), 
sprzęgnięty jest w sposób sztywny z maszyną 
prądu stałego (MDC) zasilaną z czterokwadra-
towego przekształtnika tyrystorowego (Parker 
DC590 plus). Przebiegi prądów zasilających 
rozpatrywany silnik przekształcane są na sy-
gnały napięciowe za pomocą bezindukcyjnych 
przetworników rezystancyjnych zapewniają-
cych właściwy poziom sygnałów dla karty po-
miarowej USB-6255. Podobnie przebiegi na-
pięć zasilających analizowany silnik skalowane 
są z wykorzystaniem dzielników rezystancyj-
nych zbudowanych z rezystorów bezindukcyj-
nych, tak aby wartości były akceptowalne przez 

układy wejściowe karty pomiarowej. Ze 
względu na szeroki zakres zmian prędkości ką-
towej badanej maszyny pomiar tej prędkości 
zrealizowany jest z wykorzystaniem resolvera. 

 
Rys. 1. Schemat stanowiska laboratoryjnego 

W trakcie eksperymentu przeprowadzone zo-
stały pomiary wartości chwilowych napięć 
i prądów uzwojeń stojana oraz prędkości kąto-
wej maszyny w przedziale zmian poślizgu 
s=(-0.1÷1) dla wybranych częstotliwości na-
pięć zasilających. Zachowano przy tym stały 
stosunek wartości skutecznej harmonicznej 
podstawowej U1

(1) napięć zasilających uzwoje-
nia stojana względem częstotliwości f1 tych na-
pięć, zapewniając w przybliżeniu stałość stru-
mienia magnetycznego w maszynie indukcyj-
nej. Ponadto, na potrzeby analizy prezentowa-
nej w artykule, pomiary wielkości elektrome-
chanicznych badanego SI zostały przeprowa-
dzone przy obniżonym napięciu zasilającym w 
stosunku do znamionowego. Miało to na celu 
zachowanie punktu pracy silnika na liniowej 
części charakterystyki magnesowania. 
Korzystając z dedykowanego oprogramowania  
źródła napięcia AC zdefiniowano kształt napięć 
zasilających badany SI. W prezentowanej ana-
lizie wymuszenie stanowiło napięcie o prze-
biegu prostokątnym, jako zawierające pełne 
spektrum wyższych harmonicznych czaso-
wych. Na rysunku 2 przedstawiono przebiegi 
napięcia i prądu wybranej fazy uzwojenia sto-
jana badanego silnika oraz ich widma amplitu-
dowe. Następnie, zgodnie z opisaną procedurą, 
wyznaczone zostały częstotliwościowe charak-
terystyki indukcyjności L1(ω2) badanego SI dla 
trzech wybranych częstotliwości zasilania 
(Rys. 3-5). Użycie charakterystyki L1(ω2) w 
prezentowanej postaci (Rys. 3-5) w rozpatry-
wanym procesie estymacji prędkości kątowej 
SI jest problematyczne. Charakterystykę czę-
stotliwościową indukcyjności L1(F)(ω2) silnika, 

NI USB - 6255UKS

SI MDC

 
źródło AC źródło DC 
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która może być wykorzystana jako charaktery-
styka wzorcowa w procesie estymacji tej pręd-
kości uzyskuje się poprzez filtrację przebiegów 
fazorów napięć i prądów uzwojeń stojana. Tak 
otrzymana charakterystyka jednoznacznie od-

wzorowuje zmienność parametrów elektroma-
gnetycznych wirnika w rozpatrywanym zakre-
sie pracy SI, wynikającą ze zjawiska wypiera-
nia prądów w przewodzących litych elemen-
tach tego wirnika, przy dowolnych częstotliwo-
ściach napięć zasilających (Rys. 6). 

  
Rys. 2. Przebiegi napięcia i prądu fazy A uzwojenia  stojana badanego SI przy częstotliwość napięć 
zasilających f1=50 Hz (a) oraz widma amplitudowe tych przebiegów (b), U1

(1), I1(1) - skuteczna 
wartość harmonicznej podstawowej odpowiednio napięcia i prądu stojana, U1(n), I1(n) - skuteczna 
wartość n-tej harmonicznej odpowiednio napięcia i prądu stojana 

  
Rys. 3. Charakterystyki częstotliwościowe modułu (a) i argumentu (b) indukcyjności badanego SI 
wyznaczone na podstawie przebiegów wielkości elektromechanicznych zarejestrowanych przy czę-
stotliwości napięć zasilających f1=30 Hz 

  
Rys. 4. Charakterystyki częstotliwościowe modułu (a) i argumentu (b) indukcyjności badanego SI 
wyznaczone na podstawie przebiegów wielkości elektromechanicznych zarejestrowanych przy czę-
stotliwości napięć zasilających f1=40 Hz 
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Rys. 5. Charakterystyki częstotliwościowe modułu (a) i argumentu (b) indukcyjności badanego SI wyzna-
czone na podstawie przebiegów wielkości elektromechanicznych zarejestrowanych przy częstotliwości na-

pięć zasilających f1=50 Hz 

  
Rys. 6. Charakterystyki częstotliwościowe modułu (a) i argumentu (b) indukcyjności L1(F)(ω2)  badanego SI 

wyznaczone na podstawie filtrowanych przebiegów fazorów prądów i napięć stojana 

Proponowany przez autorów algorytm estyma-
cji prędkości kątowej SI polega na wyznacza-
niu wartości chwilowych indukcyjności silnika 
L1(F)(ω2,t), które następnie są porównywane ze 
wzorcową charakterystyką częstotliwościową 
indukcyjności L1(F)(ω2) tego silnika w celu wy-
znaczenia częstotliwości f2 prądów indukowa-
nych w elementach przewodzących wirnika. 
Wartości chwilowe indukcyjności L1(F)(ω2,t) 
obliczane są zgodnie z równaniem (4) przy wy-
korzystaniu przebiegów wielkości elektrycz-
nych uzyskanych w wyniku filtracji przebie-
gów odkształconych. 
Z kolei, bazując na znajomości częstotliwości 
f1 napięć zasilających uzwojenia stojana oraz 
wyznaczonych częstotliwości f2 prądów wir-
nika estymowana jest prędkość kątowa SI 
zgodnie z następującym równaniem: 

  ( )21
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p
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gdzie: pb – liczba par biegunów. 
 
W celu weryfikacji dokładności odwzorowy-
wania prędkości kątowej SI poprzez prędkość 

estymowaną na podstawie prezentowanego al-
gorytmu, dokonano rejestracji przebiegów 
prędkości kątowej maszyny oraz prądów i na-
pięć zasilających uzwojenia stojana przy zada-
nych warunkach obciążenia SI. 

 
Rys. 7. Przebiegi prędkości kątowych: zmierzonej 
badanego SI i estymowanej przy rozruchu i skoko-

wej zmianie momentu obciążenia 

Na rysunku 7 przedstawiono przebiegi prędko-
ści kątowych: zmierzonej ωm oraz estymowa-
nej ωe

m przy następujących parametrach napięć 
zasilających rozpatrywany SI: U1

(1)=120V, 
f1=50 Hz, współczynnik wypełnienia 50% 
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(Rys. 2). Obserwuje się dobrą zgodność prze-
biegów prędkości zmierzonej badanego SI i od-
tworzonej na podstawie częstotliwościowej 
charakterystyki indukcyjności L1(F)(ω2) w sze-
rokim zakresie zmian poślizgu tego silnika. 

4. Wnioski 
Częstotliwościowa charakterystyka indukcyj-
ności maszyny indukcyjnej jednoznacznie od-
wzorowuje zmienność parametrów elektroma-
gnetycznych wirnika w rozpatrywanym zakre-
sie pracy tej maszyny, wynikającą ze zjawiska 
wypierania prądów w przewodzących litych 
elementach tego wirnika, przy dowolnych czę-
stotliwościach napięć zasilających. Fakt ten im-
plikuje możliwości wykorzystania tej charakte-
rystyki w układach odtwarzających elektrome-
chaniczne zmienne stanu SI. 
Przeprowadzone badania eksperymentalne po-
zwalają na stwierdzenie, że proces filtracji od-
kształconych przebiegów elektrycznych zacho-
wuje informację w trajektorii indukcyjności SI 
zapewniającą poprawność procesu estymacji 
prędkości kątowej SI, co daje możliwość wy-
korzystania takiego rozwiązania w układach 
częstotliwościowej regulacji prędkości kątowej 
silników indukcyjnych. W badaniach analizo-
wano przypadek prostokątnego co do kształtu 
napięcia zasilającego. 
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