
57

Mathematical Model of an Electric Arc  
in Differential and Integral Forms  
With the Plasma Column Radius as a State Variable

Author
Antoni Sawicki

Keywords
electric arc, hybrid model, model with a radius as a state variable

Abstract
The preliminary assumptions necessary to create a known mathematical model of an electric 
arc with a radius as a state variable are described. Besides the differential form, the integral form 
of this model is also presented. A hybrid model of an arc in the differential and integral forms 
has also been created. Weighting functions depending either on the current or on the resultant 
conductance were used. The presented mathematical models' performance in mapping the 
voltage-current characteristics of an electric arc in various current change ranges was examined 
in simulation.
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1. Introduction
In an electric arc, many parameters of the inter-electrode matter 
change under changes in the current forcing. Depending on its 
location in the discharge area, or the impact of other external 
factors, these changes may be slight or very significant. It is 
assumed that the non-equilibrium plasma in near-electrode 
layers hardly changes and therefore the voltage drops on them 
do not depend on the current. In contrast, the temperature 
of the plasma, and the size of the arc column can vary greatly. 
Depending on the needs, mathematical descriptions of these 
changes may be very detailed or simplified. In detailed consid-
erations, field models are most often used to analyse various 
phenomena in various sub-areas of the arc. On the other hand, the 
adoption of many simplifying assumptions allows the creation of 
one-dimensional models. Various physical quantities or fictitious 
quantities, such as virtual current in the Pentegov model [1], are 
then assumed as state variables. Inertial response to a momen-
tary current change is a change in the average plasma tempera-
ture. The mathematical models developed with temperature 
as a state variable are sometimes used to simulate processes in 
circuits with discharge lamps [2, 3]. However, the most popular in 
modeling electrotechnological devices are conductance models 
and resistance models equivalent to them [4, 5]. They are usually 
drawn up in the differential form. To simulate technological 

processes in some devices with poorly stable arcs (e.g. in gliding 
arc plasmatrons) an integral version of conductance models is 
useful [6]. Models with a radius as a state variable in the differen-
tial form are sometimes used to model the arc of steelmaking arc 
furnaces [7, 8]. Depending on the exponents of the radius power 
law functions, various physical properties of the plasma column 
are mapped [9, 10, 11].
Because of the preconditions adopted, simple mathematical 
models of the arc can sufficiently approximate the arc charac-
teristics within certain ranges of changes in the forcing current. 
For example, the Mayr model is good for describing low-current 
arcs, and the Cassie model for describing the electrical properties 
of high-current arcs [5]. Of course, the very terms "low-current 
arc" or "high-current arc" are relative. They depend on the power 
and design of the device, its operating conditions, etc. The 
voltage-current characteristics of a low-current arc are usually 
steeply descending. In modeling such arcs the column radiation 
phenomenon can be ignored [12]. In contrast, the static charac-
teristics of a high-current arc are flat or ascending.
Hybrid models are used to represent the electrical properties of 
arcs in a wide range of current changes [13]. They combine the 
low-current and high-current sub-models with an appropriate 
weighting function [14].

A. Sawicki | Acta Energetica 2/43 (2020) | 57–64



58

This article presents the differential and integral variants of 
simple and hybrid arc mathematical models, in which the plasma 
column radius is treated as a state variable. The simulations 
produced families of static and dynamic voltage-current char-
acteristics. They indicate the possibility of using the described 
models to approximate data from experimental tests of arc and 
plasma devices operating in a wide range of changes in current 
and working gas pressure.

2. Mathematical model of an electric arc with 
a radius as a state variable
The input assumption in the development of an electric arc 
mathematical model is the energy balance. It can be denoted as 
energy streams:

	 (1)

where: p1 – dissipated thermal power; p2 – thermal power stored 
in the arc column; p3 – supplied electric power, t – time. The dissi-
pated power depends on the plasma temperature p1(T). As gas 
characteristics weakly depend on the temperature in the opera-
ting states of devices with high-current arcs, this relationship 
is ignored. The following approximation of the dependence of 
power dissipated on the arc column radius is assumed:

	 (2)

If the ambient temperature is high, heat transfer is ineffective, 
and then   and hence n = 0;
If the arc is long, then  , where Sb – arc column lateral 
area. From this It follows that  , and hence n = 1;
If the arc is short, then , where Sp – cross-
sectional area of the arc column (also of the electrode spot). From 
this, it follows that n = 2.
The power accumulated in the column is described by the 
relationship

	 (3)

where: Q – plasma enthalpy. This value depends on the column 
volume , therefore it can be denoted as Q = 0,5 k2r2, 
and hence

	 (4)

The electrical power supplied to the arc column can be described 
by the relationship

	 (5)

where: ra – instantaneous resistance of the arc column.
The column resistance is given by the formula

	 (6)

where: l – arc length; S – column cross-section area; ρ – plasma 
resistivity. We assume that l = const. If we accept dependencies 
S = πr2 and in its convenient form the formula for ρ = k3l-1 r-m, the 
result will be:

	

(7)

The general form of the mathematical model of an arc with a 
radius as a state variable is expressed by the nonlinear ordinary 
differential equation [7, 15]

	 (8)

The voltage on the arc column can be calculated from the 
relationship

	 (9)

Hence the conductance can be expressed as a function of the 
column radius

	 (10)

or vice versa

	 (11)

In the static state (dr/dt = 0) and then p1 = p3. After using the 
dependencies (2) and (5), the following can be formulated

	 (12)

Hence the relation

	 (13)

Moreover, from equation (8) we obtain the formula for the 
column radius as a function of the arc current

	 (14)

where: . According to theoretical considerations 
and experimental studies [16], an approximation  can 
be used under certain physicochemical conditions in the high-
current range. On the other hand, in dynamic states, reducing 
the current in an inertial manner not only reduces the plasma 
temperature but also reduces the compression forces of the 
column. This should increase the arc column radius r(i), especially 
when the current passes through zero. This is evidenced by the 
experimental studies of the arc including the damping function 
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a)

c)

b)

d)

determination [17]. After all, it is known that this function is 
proportional to the arch column cross-section area [18]. Formula 
(11) does not describe this phenomenon exactly, because r → 0 
when ga → 0.
Based on (9) and (12), the formula for static voltage-current 
characteristic has the form

	 (15) 

where:  , . 

The shape of this characteristics depends on the exponents 
m and n of power law functions. Listed in Tab. 1 are q values 
depending on the exponents [15].

On the basis of simplified physical analyses in the literature [15], 
the cases (2) and (7) were approximated using power law func-
tions, in which 0 ≤ m ≤ 2 and 0 ≤ n ≤ 2. The case where q = 0, 
corresponds to the voltage U = const. In other cases, with n ≤ 2 
functions are obtained, the graphs of which are similar to the 
hyperbolic curve. The flat characteristic corresponds to high-
current arcs and the sloping curve to low-current arcs. The 
ascending characteristics of high-current arcs can be obtained if 
q < 0. This case was not considered in [15]. However, additional 
channels of heat dissipation from the arc column may be avail-
able [19]. Ascending static arc characteristics are observed in 
studies of arcs with sharpened electrodes and arcs in high-pres-
sure gases. This may indicate increased convection in the near-
electrode areas (mainly near the cathode) and an increased level 
of radiation from very compressed thermal plasma. The relation-
ship of the dissipation power with the geometrical dimensions 
of the cylindrical column (2) may be a limitation in describing the 
heat dissipation methods. Measurement data approximations 
can lead to functions with higher exponents n, including frac-
tional exponents. However, such large n values may hinder the 
physical interpretation of the mathematical model.
To create a computer macro model, the differential model (8) was 
transformed into

	 (16)

Tab. 1. Impact of exponents of the power function (2) and (7) on the 
exponent q of the voltage function (15)

q

n\m 0 1 2

0 1 1 1

1 1/3 1/2 3/5

2 0 1/5 1/3

3 –1/5 0 1/7

4 –1/3 –1/7 0

5 –3/7 –1/4 –1/9

Fig. 1. Families of static voltage-current characteristics of the mathematical arc model (8) described by formula (13): a) with variable coefficient k1 
((k3 = 12,5, m = 1, n = 1), 1 – k1 = 3000, 2 – k1 = 4000, 3 – k1 = 5000, 4 – k1 = 7000); b) with variable exponent n ((k1 = 3000, k3 = 12,5, m = 1), 1 – n = 0, 
2 – n = 1, 3 – n = 2, 4 – n = 3); c) with variable coefficient k3 ((k1 = 3000, m = 2, n = 2), 1 – k3 = 12, 2 – k3 = 18, 3 – k3 = 24, 4 – k3 = 30); d) with variable 
exponent n ((k1 = 3000, k3 = 12,5, m = 0), 1 – n = 0, 2 – n = 1, 3 – n = 2, 4 – n = 3)
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Its integration produces

	 (17)

The conductivity of this model is expressed by dependence

	 (18)

which is used to create a macro model with a controlled voltage 
source u = i/ga.
Differential model of the arc (8) can be converted to the integral 
form by dividing this equation by  and integrating over t

	 (19)

This form is sometimes more convenient in numerical calcula-
tions. The conductivity of this model can be expressed as

	 (20)

It is used in the created macro model with a controlled current 
source i = ug.
Fig. 1 shows families of static voltage-current characteristics 
of a simple mathematical arc model with the differential (8) or 
integral (19) form. They are described by the function (13) and 
correspond to various variants of the parameter set of functions 
approximating power changes in the energy balance equation 
(1). In Figures 1a, 1b and 1c they have shapes similar to the 
hyperbolic function. This proves their usefulness for approxima-
ting static characteristics, especially of low-current arcs. Only in 
the case shown in Fig. 1d, variants of the characteristics that are 
increasing or constant functions are possible, which is observed 
in high-current arcs. To show the diversity of static characteristics, 
a relatively small range of current changes was considered.
Fig. 1d shows that the static voltage-current characteristics inter-
sect at one point with coordinates (Ix, Ux). In general, with any k1 
and k3 coefficients they may be derived from formulas

	 (21)

	 (22)

For data in Fig. 1d, the intersection point coordinates are 
(15.492 A, 193.65 V).

3. Hybrid model of an arc as a combination of 
two sub-models with radii as state variables
In the Novikov-Schellhase, Pentegov, and Mayr-Pentegov math-
ematical models, theoretically any function can be used to 
approximate physical quantity characteristics. These are not only 
polynomials [4, 20], but also exponential functions [21, 22]. The 

use of just the simplest i.e. monotonic power law functions [9, 15] 
significantly limits the possibility to describe electrical proper-
ties of the arc in simulation programs by the developed macro 
models. A way to extend the range of applications of simplified 
arc mathematical models (low – and high-current) is to combine 
them in parallel with the activation of the respective conduct-
ance by a weighting function.
Due to the shape of the voltage-current characteristics, the 
sub-models can be divided into low-current with conductance 
gM and high-current with conductance gC. The following sub-
models correspond to (16)

	 (23)

= 1

3
[ ( 3

2

2

+3
1

2

1) + 00 ]
+2

,  

	 (24)

where: I0 – limit current of fuzzy switching of sub-models,  

, .

Combining low-current and high-current sub-models with 
weighting function produces a hybrid model

	 (25)

where: grez – residual conductance (grez > 0), S; εi(i) – weighting 
function with properties εi(0) = 1 and εi(∞) = 0. With residual 
conductance grez the arc's extinction when the current passes 
zero value is precluded.
An equivalent hybrid model can also be created using sub-
-models in integral forms. For this purpose, equation (19) was 
used to produce:

 

	 (26)

	 (27)

To create a hybrid model (21), weight function (i) dependent on 
the resultant current of the two sub-models connected in parallel 
can also be used.
Limit current I0 can be defined as the current coordinate of 
the point of intersection of the static characteristics (13) of the 
sub-models
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	 (28)

hence:

	 (29)

where coefficients:  , 

As a weight function the following relationship may be selected:

	 (30)

The ki value is the ordinate of the switching point of function 
εi(I0) = ki, where 0 < ki < 1.
Due to the inertia of the processes in the electric arc, another 
weighting function may be more physically justified. Current is 
related to the arc conductance. In the low-current range ga ∝ i2, 
and in the high-current range ga ∝ i. Therefore, sometimes in [20] 
weight functions are used depending on the resultant conduc-
tance in the form:

	 (31)

The kg value is the ordinate of the switching point of function 
εg(G0) = kg, where 0 < kg < 1. The magnitude of G0 can be deter-
mined using dependencies (10) and (12) describing the equal 
powers dissipated in the arc's sub-models:

	 (32)

The choice of parameters of the hybrid model can be simplified 
by selecting a common intersection point (Ux, Ix) of two static 
characteristics with two identical parameters of both sub-models

	 (33)

	 (34)

Then the limit current (29) is formulated as:

	 (35)

Fig. 2. Families of dynamic voltage-current characteristics of the mathematical arc model (8): a) with variable coefficient k1 ((k2 = 2, k3 = 12,5, m = 1, 
n = 2), NB – k1 = 3000, GR – k1 = 5000, RE – k1 = 7000); b) with variable coefficient k2 ((k1 = 3000,k3 = 12,5, m = 2, n = 2), NB – k2 = 1, GR – k2 = 2, 
RE – k2 = 4, PU – k2 = 6, BL – k2 = 8); c) with variable coefficient k3 ((k1 = 3000, k2 = 1, m = 2, n = 2), NB – k3 = 10, GR – k3 = 15, RE – k3 = 20, 
PU – k4 = 25, BL – k3 = 30); d) with variable exponents m and n ((k1 = 3000, k2 = 1, k3 = 12,5), NB – (m = 2, n = 2), GR – (m = 1, n = 2), 
RE – (m = 0, n = 2), PU – (m = 0, n = 1)

a)

c)

b)

d)
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Whereas the limit conductance (32) is described by the formula:	

	

(36)

Parameters k2M and k2C – are related to the suppression of 
dynamic process changes in the low-current and high-current 
ranges, therefore, according to experimental results [17] they 
should be different in the hybrid model (k2M > k2C). Then, expo-
nents, mM and nM shall be selected of declining characteristics in 
the low-current range, and exponents mC and nC of flat or rising 
characteristics in the high-current range.

4. Results of simulation tests of electric arc 
models
To obtain the dynamic characteristics of an arc, a computer macro 
model was created of the circuit made up of a sinusoidal current 
source with 300 A amplitude and 50 Hz frequency connected to 
the electric arc model described by equation (16) or (19). A non-
-linear element representing the assumed sum of the near-elec-
trode voltage drops UAK = 15 V was included in the arc circuit. The 

sum only shifts the column characteristics without disturbing 
their shape. Then the processes were simulated and changes 
over time in the current and resultant arc voltage were recorded. 
Fig. 2 shows families of dynamic voltage-current characteri-
stics corresponding to various variants of the set of parameters 
of functions approximating the power changes in the energy 
balance equation (1). In order not to obscure the drawings, the 
digital marking of curves has been abandoned. Their descrip-
tions use abbreviated color markings: navy blue – NB, green – GR, 
red – RE, purple – PU, black – BL.
To demonstrate the possibility of using the model to approxi-
mate the increasing voltage-current characteristics, processes in 
the circuit were simulated with an arc model with appropriate 
parameter values. The obtained families of characteristics are 
shown in Fig. 3. Such curve shapes can be useful in building 
hybrid models for wide forcing current amplitude ranges.
By the parallel combination of two mathematical arc models, 
different or similar but with different parameters and additio-
nally activated by weighting function (30), hybrid models can 
be created. This was done using sub-models in the differential 
form (23) and (24) and the integral form (26) and (27). Hybrid 

Fig. 3. Families of dynamic voltage-current characteristics of the mathematical arc model (8) with variable exponents m and n, (k1 = 3000, k2 = 5, 
k3 = 12,5): a) NB – (m = 0, n = 2), GR – (m = 0, n = 3), RE – (m = 0, n = 4), PU – (m = 0, n = 5)); b) NB – (m = 1, n = 3), GR – (m = 1, n = 4), RE – (m = 1, 
n = 5), PU – (m = 2, n = 5))

Fig. 4. Families of dynamic voltage-current characteristics of the hybrid mathematical arc model (19)-(23) (k2M = 4, mM = 2, nM = 2, k1C = 3000, 
k2C = 2, k3C =12,5, ki = 0,5, grez =  1 ⋅ 10-2 S): a) with preset coefficients: NB – (k1M = 4000, k3M = 20, mC = 0, nC = 2), GR – (k1M = 5000, k3M = 30, mC = 0, 
nC = 2), RE – (k1M = 7000, k3M = 30, mC = 0, nC = 2); b) with preset coefficient k1M and variable exponents: NB – (k1M = 4000, k3M = 20, mC = 0, nC = 3), 
GR – (k1M = 5000, k3M = 30, mC = 1, nC = 4), RE – (k1M = 7000, k3M = 20, mC = 2, nC = 5)

a) b)

a) b)
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macro models were included in the same AC circuit as before. 
After selecting appropriate parameters, the families of dynamic 
voltage-current characteristics were obtained, shown in Fig. 4. 
They show that it is possible to obtain various curve shapes in 
the high-current ranges (flat or ascending). Such an extension of 
the models' approximation capabilities can be useful for accurate 
mapping of the characteristics of high-current arcs with ascen-
ding characteristics.
Similar simulation studies were performed using the hybrid 
model (26) and (27) and with the assumption of equal parame-
ters k1M = k1C and k3M = k3C. Fig. 5a shows the case of dynamic 
characteristics using weighting function εi(i). Whereas Fig. 5b 
shows characteristics of the hybrid model in which weighting 
function εg(g). was used. The shapes of the characteristics of both 
families indicate great possibilities of approximating the results 
of experimental studies with the use of hybrid models.

5. Conclusions
1.	 Since the assumed approximations of power balance compo-

nents are given in the form of power law functions, the 
existing model of electric arc using its radius as a state variable 
is suitable for an accurate representation of static voltage-
-current characteristics only if this dependence is a monotonic 
function. Therefore only a part of the dynamic voltage-current 
characteristics is correctly described (either the descending 
part or the flat part).

2.	 The combination of the mathematical sub-models of an 
electric arc with radii as state variables with different para-
meters into a hybrid model can enable accurate mapping 
of static voltage-current characteristics with the form of 
even a non-monotonic function, and thus dynamic voltage-
-current characteristics of arcs with different shapes. This 
makes the accurate approximation of the characteristics with 
two sections: descending and flat, or flat and ascending, or 
descending and ascending possible.

3.	 The simplified variant of the hybrid model with the sub-
-models' two parameters equal also shows great possibilities 
of mapping the dynamic voltage-current arc characteristics.

4.	 The differential and integral forms of the mathematical 
models of an electric arc with a radius as a state variable make 
it possible to create various arc macro models using controlled 
voltage or current sources, and thus to obtain various perfor-
mance of simulation programs in terms of stability and dura-
tion of numerical calculations.
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PL

1. Wstęp 
W  łuku elektrycznym pod wpływem 
zmian wymuszenia prądowego zmienia 
się wiele parametrów materii między-
elektrodowej. W  zależności od  jej 
lokalizacji w  obszarze wyładowania 
bądź działania jeszcze innych czyn-
ników zewnętrznych zmiany te mogą 
być niewielkie lub bardzo znaczące. 
Przyjmuje się, że plazma nierównowa-
gowa w warstwach przyelektrodowych 
prawie się nie zmienia i dlatego spadki 
napięć na nich nie zależą od natężenia 
prądu. Natomiast temperatura plazmy 
i  rozmiary kolumny łukowej mogą 
ulegać dużym zmianom. W zależności 
od  potrzeb opisy matematyczne tych 
zmian mogą być bardzo szczegółowe 
lub uproszczone. W  rozważaniach 
szczegółowych najczęściej wykorzy-
stuje się modele polowe, analizując 
różne zjawiska w  różnych podobsza-
rach łuku. Natomiast przyjęcie wielu 
założeń upraszczających umożliwia 
utworzenie modeli jednowymiarowych. 
Jako zmienne stanu przyjmowane są 
wtedy różne wielkości fizyczne lub wiel-
kości fikcyjne, jak np. prąd wirtualny 
w  modelu Pentegowa [1]. Inercyjną 
odpowiedzią na chwilowe zmiany prądu 
są zmiany średniej temperatury plazmy. 
Tworzone modele matematyczne 

z  temperaturą jako zmienną stanu 
niekiedy wykorzystuje się do  symulo-
wania procesów w obwodach z lampami 
wyładowczymi [2, 3]. Największe rozpo-
wszechnienie w modelowaniu urządzeń 
elektrotechnologicznych mają jednak 
modele konduktancyjne i ekwiwalentne 
w  stosunku do  nich modele rezystan-
cyjne [4, 5]. Zwykle są one zapisywane 
w  postaci różniczkowej. W  symulo-
waniu procesów technologicznych 
w  niektórych urządzeniach ze  słabo 
stabilnymi łukami (np. w  plazmotro-
nach gliding arc) przydają się modele 
konduktancyjne w wersji całkowej [6]. 
Do modelowania łuku stalowniczych 
pieców łukowych niekiedy wykorzystuje 
się modele o promieniu jako zmiennej 
stanu w  postaci różniczkowej [7, 8]. 
W zależności od wartości wykładników 
funkcji potęgowych promienia odwzo-
rowywane są różne właściwości fizyczne 
kolumny plazmowej [9, 10, 11]. 
Ze względu na przyjęte założenia wstępne 
proste modele matematyczne łuku mogą 
wystarczająco dobrze aproksymować 
charakterystyki łuków w  określonych 
zakresach zmian prądu wymuszającego. 
Tak na przykład model Mayra jest przy-
datny do  opisu łuku słaboprądowego, 
a model Cassiego do opisu właściwości 
elektrycznych łuku silnoprądowego [5]. 

Oczywiście same pojęcia „łuk słabo-
prądowy” lub „łuk silnoprądowy” 
są względne. Zależą one od  mocy 
i  konstrukcji urządzenia, warunków 
jego pracy itd. Charakterystyki napię-
ciowo-prądowe statyczne łuku słabo-
prądowego są zwykle stromo opadające. 
W  modelowaniu takich łuków można 
pomijać zjawisko promieniowania 
kolumny [12]. Natomiast charaktery-
styki statyczne łuku silnoprądowego są 
płaskie lub wznoszące. 
Do odwzorowania właściwości elek-
trycznych łuków w  szerokim zakresie 
zmian prądu stosowane są modele 
hybrydowe [13]. Kojarzą one podmodele 
słaboprądowy i silnoprądowy za pomocą 
odpowiedniej funkcji wagowej [14]. 
W niniejszym artykule zaprezentowano 
warianty różniczkowe i całkowe prostych 
i  hybrydowych modeli matematycz-
nych łuku, w  których jako zmienną 
stanu potraktowano promień kolumny 
plazmowej. W  wyniku przeprowadzo-
nych symulacji otrzymano rodziny 
charakterystyk napięciowo-prądowych 
statycznych i dynamicznych. Wskazują 
one na  możliwości wykorzystania 
opisanych modeli do aproksymowania 
danych pochodzących z  badań ekspe-
rymentalnych urządzeń łukowych 
i plazmowych, pracujących w szerokich 

Model matematyczny łuku elektrycznego  
w postaciach różniczkowej i całkowej  
z promieniem kolumny plazmowej jako zmienną stanu

Autor
Antoni Sawicki

Słowa kluczowe
łuk elektryczny, model hybrydowy, model z promieniem jako zmienną stanu

Streszczenie
Opisano założenia wstępne niezbędne do utworzenia znanego modelu matematycznego łuku elektrycznego 
o promieniu jako zmiennej stanu. Oprócz postaci różniczkowej zaprezentowano także postać całkową tego modelu. 
Utworzono także model hybrydowy łuku w postaciach różniczkowej i całkowej. Zastosowano funkcje wagowe zależne 
albo od natężenia prądu, albo od wypadkowej konduktancji. W sposób symulacyjny zbadano efektywność stosowania 
zaprezentowanych modeli matematycznych do odwzorowania charakterystyk napięciowo-prądowych łuku elektrycz-
nego w różnych zakresach zmian wartości prądu.

Data wpływu do redakcji: 25.08.2020
Data wpływu do redakcji po recenzjach: 23.09.2020
Data akceptacji artykułu: 24.09.2020
Data publikacji online: 21.12.2020

This is a supporting translation of the original text published in this issue of “Acta Energetica” on pages 57–64. When referring to the article please refer to the original text.

A. Sawicki | Acta Energetica 2/43 (2020) | translation 57–64



6666

PL

zakresach zmian prądu i ciśnienia gazu 
roboczego. 

2. Model matematyczny łuku 
elektrycznego o promieniu jako 
zmiennej stanu
Założeniem wejściowym do opraco-
wania modeli matematycznych łuku 
elektrycznego jest bilans energii. Można 
go zapisać w postaci strumieni energii: 
					   

	 (1)

gdzie: p1 – moc cieplna rozproszona; 
p2 – moc cieplna zmagazynowana 
w kolumnie łuku; p3 – moc elektryczna 
dostarczona, t – czas. Moc rozproszona 
zależy od  temperatury plazmy p1(T). 
Ponieważ w  stanach pracy urządzeń 
z  łukami silnoprądowymi charaktery-
styki gazów słabo zależą od temperatury, 
to ta zależność jest pomijana. Przyjmuje 
się następującą aproksymację zależ-
ności mocy rozpraszanej od promienia 
kolumny łuku:

	 (2)

Jeśli temperatura otoczenia jest wysoka, 
to przekazywanie ciepła jest mało efek-
tywne, a  wtedy  
i stąd n = 0; 
Jeżeli łuk jest długi, to  , gdzie 
Sb – pole powierzchni bocznej kolumny 
łuku. Z tego wynika, że  , 
a stąd n = 1; 
Jeżeli łuk jest krótki, to   , 
gdzie Sp – pole powierzchni przekroju 
kolumny łuku (także plamy elektro-
dowej). Z tego wynika, że n = 2. 
Moc gromadzoną w  kolumnie opisuje 
zależność 

	 (3)

gdzie: Q – entalpia plazmy. Wielkość ta 
zależy od objętości kolumny  , 
dlatego można ją zapisać Q = 0,5 k2r2, 
a stąd
					   

	 (4)

Mo c e lekt r yczną  dost arczaną 
do  kolumny łuku można opisać 
zależnością 
					   

	 (5)

gdzie: ra – rezystancja chwilowa kolumny 
łuku. 

Rezystancję kolumny określa wzór 
					   

	 (6)

gdzie: l – długość łuku; S – pole przekroju 
kolumny; ρ – rezystywność plazmy. 
Zakładamy, że  l = const. Jeśli przyjąć 
zależności S = πr2 i w wygodnej postaci 
wzór na ρ = πk3l-1 r-m , to otrzymamy 
					   

	
(7)

Ogólną postać modelu matematycz-
nego łuku z promieniem jako zmienną 
stanu wyraża równanie różniczkowe 
zwyczajne nieliniowe [7, 15]
					   

	 (8)

Wartość napięcia na  kolumnie łuku 
można obliczyć z zależności 
					   

	 (9)

Stąd konduktancję można wyrazić jako 
funkcję promienia kolumny 
					   

	 (10)

lub odwrotnie
					   

	 (11)

W stanie statycznym (dr/dt = 0) i wtedy 
p1 = p3. Po wykorzystaniu zależności (2) 
i (5) można zapisać 
					   

	
(12)

Stąd wynika zależność 
					   

	 (13)

Ponadto z  równania (8) otrzymujemy 
wzór na  promień kolumny w  funkcji 
prądu łuku
					   

	
(14)

gdzie: . Według rozważań 
teoretycznych i  badań eksperymental-
nych [16] w  określonych warunkach 
fizyko-chemicznych w  zakresie silno-
prądowym można stosować aproksy-
mację . Natomiast w  stanach 
dynamicznych zmniejszanie wartości 
natężenia prądu prowadzi w  sposób 
inercyjny nie tylko do  obniżenia 

temperatury plazmy, ale jednocze-
śnie do  zmniejszenia sił ściskających 
kolumnę. Skutkiem tego powinno być 
zwiększenie promienia kolumny łuku 
r(i), szczególnie w chwili przejścia prądu 
przez wartość zerową. Świadczą o tym 
badania eksperymentalne łuku obej-
mujące wyznaczanie funkcji tłumienia 
[17]. Wiadomo przecież, że  funkcja 
ta bywa proporcjonalna do pola prze-
kroju kolumny łuku [18]. Wzór (11) nie 
opisuje dokładnie tego zjawiska, gdyż 
r → 0 gdy ga → 0. 
Na podstawie (9) i (12) wzór na charak-
terystykę napięciowo-prądową statyczną 
ma postać
					   

	 (15)

gdzie:  , 
 

Kształt tej charakterystyki zależy 
od wykładników m i n funkcji potęgo-
wych. W tab. 1 zamieszczono wartości 
parametru q w zależności od wartości 
wykładników potęgowych [15]. 
Na podstawie uproszczonych analiz 
fizycznych w  literaturze [15] rozpa-
trywano przypadki aproksymacji 
(2) i  (7) za pomocą funkcji potęgo-
wych, w których 0 ≤ m ≤ 2 i 0 ≤ n ≤ 2. 
Przypadek, w którym q = 0, odpowiada 
napięciu U = const. W pozostałych przy-
padkach z n ≤ 2 otrzymuje się funkcje, 
których wykresy są podobne do krzywej 
hiperbolicznej. Płaska charakterystyka 
odpowiada łukom silnoprądowym, 
a  opadająca łukom słaboprądowym. 
Charakterystykę wznoszącą łuków silno-
prądowych można otrzymać, jeśli q < 0. 
Taki przypadek nie był rozpatrywany 
w  [15]. Możliwe są jednak dodatkowe 
kanały rozpraszania ciepła z  kolumny 
łuku [19]. Wznoszące się charakterystyki 

Wartość q

n\m 0 1 2

0 1 1 1

1 1/3 1/2 3/5

2 0 1/5 1/3

3 –1/5 0 1/7

4 –1/3 –1/7 0

5 –3/7 –1/4 –1/9

Tab. 1. Wpływ wartości wykładników potęgowych 
funkcji mocy (2) i (7) na wartości wykładnika 
potęgowego q funkcji napięcia (15)
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statyczne łuku obserwowane są w bada-
niach łuków z zaostrzonymi elektrodami 
i łuków w gazach o wysokim ciśnieniu. 
Świadczyć to  może o  podwyższonej 
konwekcji w  obszarach przyelektro-
dowych (głównie w  obszarze przyka-
todowym) i  o  zwiększonym poziomie 
radiacji bardzo ściśniętej plazmy 
termicznej. Związek mocy dyssypacji 
z rozmiarami geometrycznymi kolumny 
cylindrycznej (2) może stanowić ogra-
niczenie w opisie sposobów dyssypacji 
ciepła. Aproksymacje danych pomia-
rowych mogą prowadzić do  funkcji 
o  wyższych wykładnikach n, w  tym 
również o wykładnikach ułamkowych. 
Jednak takie duże wartości n mogą 
utrudniać fizyczną interpretację modelu 
matematycznego. 
W  celu utworzenia makromodelu 
komputerowego przekształcono model 
różniczkowy (8) do postaci 
					   

	 (16)

Po jego scałkowaniu otrzymujemy 
					   

		
(17)

Konduktancję tego modelu wyraża 
zależność 
					   

	
	

 
(18)

którą wykorzystuje się w  utworzeniu 
makromodelu ze sterowanym źródłem 
napięciowym u = i/ga. 
Model różniczkowy łuku (8) można 
przekształcić do  postaci całkowej, 
dzieląc to równanie przez  i całkując 
po t 
					   

		
(19)

Taka postać jest niekiedy wygod-
niejsza w obliczeniach numerycznych. 
Konduktancję tego modelu można 
wyrazić zależnością 
					   

 
(20)

Wykorzystuje się ją w  tworzonym 
makromodelu ze sterowanym źródłem 
prądowym i = ug.
Na rys. 1 pokazano rodziny charakte-
rystyk napięciowo-prądowych statycz-
nych prostego modelu matematycznego 
łuku o  postaci różniczkowej (8) lub 
całkowej (19). Opisane są one funkcją 
(13) i odpowiadają różnym wariantom 
zbioru parametrów funkcji aproksymu-
jących zmiany mocy w równaniu bilansu 
energetycznego (1). Na rysunkach 1a, 1b 
i 1c mają one kształty zbliżone do funkcji 
hiperbolicznej. Świadczy to o ich przy-
datności do aproksymowania charakte-
rystyk statycznych, szczególnie łuków 
słaboprądowych. Tylko w  przypadku 
przedstawionym na rys. 1d możliwe są 
warianty charakterystyk będących funk-
cjami narastającymi lub stałymi, co jest 
obserwowane w łukach silnoprądowych. 
Ze względu na  dążenie do  pokazania 
zróżnicowania charakterystyk statycz-
nych rozpatrzono stosunkowo mały 
zakres zmian wartości prądu. 
Na rys. 1d widać, że  charakterystyki 
napięciowo-prądowe statyczne przeci-
nają się w jednym punkcie o współrzęd-
nych (Ix, Ux). W  ogólnym przypadku 

a)

c)

b)

d)

Rys. 1. Rodziny charakterystyk napięciowo-prądowych statycznych modelu matematycznego łuku (8) opisane wzorem (13): a) ze zmiennym współczynnikiem 
k1 ((k3 = 12,5, m = 1, n = 1), 1 – k1 = 3000, 2 – k1 = 4000, 3 – k1 = 5000, 4 – k1 = 7000); b) ze zmiennym wykładnikiem n ((k1 = 3000, k3 = 12,5, m = 1), 1 – n = 0, 
2 – n = 1, 3 – n = 2, 4 – n = 3); c) ze zmiennym współczynnikiem k3 ((k1 = 3000, m = 2, n = 2), 1 – k3 = 12, 2 – k3 = 18, 3 – k3 = 24, 4 – k3 = 30); d) ze zmiennym 
wykładnikiem n ((k1 = 3000, k3 = 12,5, m = 0), 1 – n = 0, 2 – n = 1, 3 – n = 2, 4 – n = 3)
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z  dowolnymi współczynnikami k1 i  k3 
można je określić ze wzorów 
					   

		 (21)
					   
	

	 (22)

Dla danych na  rys. 1d współrzędne 
punktu przecięcia wynoszą (15,492 A, 
193,65 V).

3. Model hybrydowy łuku jako 
skojarzenie dwóch podmodeli 
z promieniami jako zmiennymi 
stanu
W  modelach matematycznych 
Nowikowa-Schellhase, Pentegowa 
i  Mayra-Pentegowa do  aproksymo-
wania charakterystyk wielkości fizycz-
nych teoretycznie można zastosować 
dowolne funkcje. Nie tylko są to wielo-
miany [4, 20], ale i funkcje wykładnicze 
[21, 22]. Wykorzystanie tylko najprost-
szych funkcji potęgowych [9, 15], a więc 
monotonicznych, znacznie ogranicza 
możliwości odwzorowania właściwości 
elektrycznych łuku przez tworzone 
makromodele w  programach symula-
cyjnych. Sposób rozszerzenia zakresów 
zastosowań uproszczonych modeli 
matematycznych łuku (słabo – i silno-
prądowych) polega na  ich łączeniu 
równoległym z  aktywacją odpowied-
niej konduktancji za pomocą funkcji 
wagowej. 
Ze względu na  kształt charakterystyk 
napięciowo-prądowych podmodele 
można podzielić na  słaboprądowy 
z  konduktancją gM i  silnoprądowy 
z  konduktancją gC. Zależności (16) 
odpowiadają podmodele 

	
jeśli 	 (23)
		

jeśli 	 (24)

gdzie: I0 – prąd graniczny rozmy-
tego przełączania  podmodel i , 
 
 	

  

Skojarzenie podmodeli słaboprądo-
wego i  silnoprądowego z  wykorzysta-
niem funkcji wagowej εi tworzy model 
hybrydowy 

	
(25)

gdzie: grez – konduktancja resztkowa 
(grez > 0), S; εi(i) – funkcja wagowa 
o właściwościach εi(0) = 1 i εi(∞) = 0. 
Zastosowanie konduktancji resztkowej 
grez wyklucza zgaśnięcie łuku podczas 
przechodzenia prądu przez wartość 
zerową. 
Równoważny model hybrydowy można 
utworzyć także z  użyciem podmo-
deli w  postaciach całkowych. W  tym 
celu wykorzystano zależność (19), 
otrzymując 

	

jeśli 
	

(26)

	

	
jeśli 	 (27)

Do utworzenia modelu hybrydowego 
(21) można także wykorzystać funkcję 
wagową ε(i) zależną od prądu wypad-
kowego dwóch podmodeli połączonych 
równolegle. 
Wartość prądu granicznego I0 można 
określić jako współrzędną prądową 
punktu przecięcia charakterystyk 
statycznych (13) podmodeli
					   

	 (28)

 
stąd:

					   
	 (29)

gdzie współczynniki:
 
		   

 

		   		

Jako funkcję wagową można wybrać 
zależność:

					   
	 (30)

Wartość ki określa rzędną punktu przełą-
czania funkcji εi(I0) = ki, gdzie 0 < ki < 1. 
Ze względu na  inercyjność procesów 
w łuku elektrycznym bardziej fizycznie 
uzasadniona może być inna funkcja 
wagowa. Natężenie prądu jest zwią-
zane z konduktancją łuku. W zakresie 
słaboprądowym ga ∝ i2 , a  w  zakresie 
silnoprądowym ga ∝ i. Dlatego niekiedy 
[20] stosuje się funkcje wagowe zależne 
od konduktancji wypadkowej w postaci:
 

	

	
(31)

Wartość kg określa rzędną punktu 
przełączania funkcji εg(G0) = kg, gdzie 
0 < kg < 1. Wielkość G0 można określić 
z wykorzystaniem zależności (10) i (12) 
opisujących równe moce rozpraszane 
w podmodelach łuku:
					   

	

(32)

Zagadnienie doboru parametrów 
modelu hybrydowego można uprościć, 
wybierając wspólny punkt przecięcia 
(Ux, Ix) dwóch charakterystyk statycz-
nych z  jednocześnie dwoma jednako-
wymi parametrami obydwu podmodeli
					   

	 (33)
					   

	 (34)

Wtedy wzór na prąd graniczny (29) ma 
postać:
					   

		

(35)

Natomiast konduktancję graniczną (32) 
opisuje wzór: 
					   

	
(36)

Parametry k2M i  k2C – związane są 
z  tłumieniem zmian dynamicznych 
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procesów w zakresach słabo – i  silno-
prądowym, dlatego zgodnie z wyni-
kami badań eksperymentalnych [17] 
w  modelu hybrydowym powinny być 
one różne (k2M > k2C). Następnie dobie-
ramy wykładniki mM i  nM charakte-
rystyki opadającej w  zakresie słabo-
prądowym i  wykładniki mC i  nC 
charakterystyki płaskiej lub wznoszące 
się w zakresie silnoprądowym. 

4. Wyniki badań symulacyjnych 
modeli łuku elektrycznego 
W celu uzyskania charakterystyk dyna-
micznych łuku utworzono makromodel 
komputerowy obwodu składający się 
ze źródła prądu sinusoidalnego o ampli-
tudzie 300 A  i  częstotliwości 50  Hz, 
połączonego z  modelem łuku elek-
trycznego opisanego równaniem (16) 
lub (19). W obwód z łukiem włączono 
element nieliniowy odwzorowujący 
założoną sumę przyelektrodowych 
spadków napięcia UAK = 15 V. Wpływa 
ona tylko na przesunięcie charakterystyk 
kolumny, nie zaburzając ich kształtu. 
Następnie przeprowadzono symulacje 

procesów, rejestrując zmiany w  czasie 
prądu i  wypadkowego napięcia łuku. 
Na rys. 2 pokazano rodziny charaktery-
styk napięciowo-prądowych dynamicz-
nych odpowiadające różnym wariantom 
zbioru parametrów funkcji aproksymu-
jących zmiany mocy w równaniu bilansu 
energetycznego (1). Aby nie zaciemniać 
rysunków, zrezygnowano z  cyfrowego 
oznaczania krzywych. W  ich opisach 
zastosowano skrótowe oznaczenia 
kolorów: granatowy – NB, zielony – 
GR, czerwony – RE, fioletowy – PU, 
czarny – BL. 
W  celu pokazania możliwości wyko-
rzystania modelu do  aproksymowania 
narastających charakterystyk napię-
ciowo-prądowych wykonano symulacje 
procesów w obwodzie z modelem łuku 
z odpowiednio przyjętymi wartościami 
parametrów. Uzyskane rodziny charak-
terystyk pokazano na  rys. 3. Takie 
kształty krzywych mogą być użyteczne 
w budowie modeli hybrydowych, działa-
jących w szerokich zakresach amplitudy 
prądu wymuszającego. 

Równoległe połączenie dwóch różnych 
lub podobnych modeli matematycz-
nych łuków, lecz o różnych parametrach 
i  dodatkowo aktywowanych funkcją 
wagową (30), umożliwia utworzenie 
modeli hybrydowych. Dokonano tego, 
wykorzystując podmodele w  postaci 
różniczkowej (23) i (24) oraz w postaci 
całkowej (26) i  (27). Makromodele 
hybrydowe włączano w taki sam obwód 
prądu przemiennego jak poprzednio. 
Po dobraniu odpowiednich parame-
trów uzyskano rodziny charakterystyk 
napięciowo-prądowych dynamicz-
nych pokazane na rys. 4. Widać z nich, 
że  możliwe jest otrzymanie różnych 
kształtów krzywych w zakresach silno-
prądowych (płaskich lub narastających). 
Takie rozszerzenie możliwości aproksy-
macyjnych modeli może być przydatne 
do  dokładnego odwzorowania charak-
terystyk łuków silnoprądowych o wzno-
szących się charakterystykach. 
Podobne badania symulacyjne wyko-
nano z wykorzystaniem modelu hybry-
dowego (26) i  (27) oraz z  założeniem 
równości parametrów k1M = k1C i k3M = k3C.  

a)

c)

b)

d)

Rys. 2. Rodziny charakterystyk napięciowo-prądowych dynamicznych modelu matematycznego łuku (8): a) ze zmiennym współczynnikiem k1 ((k2 = 2,  
k3 = 12,5, m = 1, n = 2), NB – k1 = 3000, GR – k1 = 5000, RE – k1 = 7000); b) ze zmiennym współczynnikiem k2 ((k1 = 3000,k3 = 12,5, m = 2, n = 2), 
NB – k2 = 1, GR – k2 = 2, RE – k2 = 4, PU – k2 = 6, BL – k2 = 8); c) ze zmiennym współczynnikiem k3 ((k1 = 3000, k2 = 1, m = 2, n = 2), NB – k3 = 10, 
GR – k3 = 15, RE – k3 = 20, PU – k4 = 25, BL – k3 = 30); d) ze zmiennymi wykładnikami m i n ((k1 = 3000, k2 = 1, k3 = 12,5), NB – (m = 2, n = 2), GR – (m = 1, 
n = 2), RE – (m = 0, n = 2), PU – (m = 0, n = 1))

This is a supporting translation of the original text published in this issue of “Acta Energetica” on pages 57–64. When referring to the article please refer to the original text.

A. Sawicki | Acta Energetica 2/43 (2020) | translation 57–64



7070

PL

Rys. 3. Rodziny charakterystyk napięciowo-prądowych dynamicznych modelu matematycznego łuku (8) ze zmiennymi wykładnikami m i n, (k1 = 3000,  
k2 = 5, k3 = 12,5): a) NB – (m = 0, n = 2), GR – (m = 0, n = 3), RE – (m = 0, n = 4), PU – (m = 0, n = 5)); b) NB – (m = 1, n = 3), GR – (m = 1, n = 4),  
RE – (m = 1, n = 5), PU – (m = 2, n = 5))

Rys. 4. Rodziny charakterystyk napięciowo-prądowych dynamicznych modelu łuku matematycznego hybrydowego (19)-(23) (k2M = 4, mM = 2, nM = 2,  
k1C = 3000, k2C = 2, k3C =12,5, ki = 0,5, grez = 1 ⋅ 10-2 S): a) z zadanymi współczynnikami: NB – (k1M = 4000, k3M = 20, mC = 0, nC = 2), GR – (k1M = 5000,  
k3M = 30, mC = 0, nC = 2), RE – (k1M = 7000, k3M = 30, mC = 0, nC = 2); b) z zadanym współczynnikiem k1M i zmiennymi wykładnikami potęgowymi:  
NB – (k1M = 4000, k3M = 20, mC = 0, nC = 3), GR – (k1M = 5000, k3M = 30, mC = 1, nC = 4), RE – (k1M = 7000, k3M = 20, mC = 2, nC = 5)

Rys. 5. Rodziny charakterystyk napięciowo-prądowych dynamicznych modelu łuku matematycznego hybrydowego (23) i (24), (grez = 1 ⋅ 10-2 S): a) (ki = 0,5) 
z założeniami (25) i (29) oraz z zadanymi współczynnikami: NB – (k1M = k1C = 3000, k2M = 5, k2C = 2, k3M = k3C = 15, mM = 1, nM = 2, mC = 2, nC = 2),  
GR – (k1M = k1C = 5000, k2M = 5, k2C = 2, k3M = k3C = 20, mM = 1, nM = 2, mC = 0, nC = 2), RE – (k1M = k1C = 7000, k2M = 6, k2C = 4, k3M = k3C = 25, mM = 1,  
nM = 2, mC = 1, nC = 4); b) z założeniami (31) i (32) oraz z zadanymi współczynnikami: NB – (k1M = k1C = 4000, k2M = 5, k2C = 2, k3M = k3C = 15, mM = 1,  
nM = 2, mC = 0, nC = 2, kg = 0,3), GR – (k1M = k1C = 6000, k2M = 6, k2C =2, k3M = k3C =15, mM = 2, nM = 3, mC = 0, nC = 3, kg = 0,6), RE – (k1M = k1C = 8000,  
k2M = 6, k2C = 2, k3M = k3C = 15, mM = 2, nM = 1, mC = 1, nC = 4, kg = 0,7)

a)

a)

a)

b)

b)

b)
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Na rys. 5a pokazano przypadek charak-
terystyk dynamicznych z  wykorzysta-
niem funkcji wagowej εi(i). Natomiast 
na  rys. 5b pokazano charakterystyki 
modelu hybrydowego, w którym zasto-
sowano funkcję wagową εg(g). Kształty 
charakterystyk z  obu rodzin wska-
zują na duże możliwości aproksymacji 
wyników badań eksperymentalnych 
z użyciem modeli hybrydowych. 

5. Wnioski
1.	Ze względu na przyjęte aproksymacje 

składowych bilansu mocy funkcjami 
potęgowymi dotychczasowy model 
łuku elektrycznego z  promieniem 
jako zmienną stanu mógł umożliwiać 
dokładne odwzorowanie charaktery-
styk napięciowo-prądowych statycz-
nych tylko o  postaci funkcji mono-
tonicznej, a  przez to  charakterystyk 
napięciowo-prądowych dynamicz-
nych o ograniczonej postaci (zawie-
rających fragment tylko opadający 
lub tylko płaski). Dokładne aprok-
symowanie charakterystyk z dwoma 
fragmentami: opadającym i płaskim 
lub płaskim i  narastającym lub 
opadającym i narastającym nie było 
możliwe. 

2.	Skojarzenie podmodeli matematycz-
nych łuku elektrycznego z  promie-
niami jako zmiennymi stanu o różnią-
cych się parametrach w  model 
hybr ydowy może umożliwiać 
dokładne odwzorowanie charaktery-
styk napięciowo-prądowych statycz-
nych o postaci funkcji nawet niemo-
notonicznej, a przez to charakterystyk 
napięciowo-prądowych dynamicz-
nych łuku o  różnych kształtach. 
Możliwe jest wtedy dokładne aprok-
symowanie charakterystyk z dwoma 
fragmentami: opadającym i płaskim 
lub płaskim i narastającym lub opada-
jącym i narastającym.

3.	Uproszczony wariant modelu hybry-
dowego z równością dwóch parame-
trów podmodeli wykazuje również 
duże możliwości odwzorowywania 
charakterystyk dynamicznych napię-
ciowo-prądowych łuków. 

4.	Postacie różniczkowa i  całkowa 
modeli matematycznych łuku elek-
trycznego z promieniem jako zmienną 
stanu umożliwiają utworzenie różnych 
makromodeli łuku z wykorzystaniem 
sterowanych źródeł napięciowych 
lub prądowych, a przez to uzyskanie 
różnych efektów działania programów 

symulacyjnych pod względem 
stabilności i  czasu trwania obliczeń 
numerycznych. 
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