Jan PURCZYNSKI

SYMULACJE KOMPUTEROWE STRUMIENIA ZGLOSZEN W SYSTEMACH
MASOWEJ OBSLUGI

Streszczenie
W pracy rozpatrzono zagadnienie jakosci generatorow wykorzystywanych do symulacji komputerowej strumie-
nia zgtoszen w systemach masowej obstugi. Uwzgledniono dwa podstawowe rozktady: poissonowski strumien zgto-
szen oraz rozktad Erlanga rzedu k. Zaproponowano algorytm, ktory prowadzi do wynikow nieznacznie lepszych,

niz uzyskanych dla generatora programu MathCad.

WSTEP

W pracy rozpatrzono zagadnienie jako$ci generatorow wyko-
rzystywanych do symulacji komputerowej strumienia zgtoszen w
systemach masowej obstugi. Uwzgledniono dwa podstawowe roz-
ktady: poissonowski strumien zgtoszen, co oznacza rozktad wyktad-
niczy pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami oraz rozktad Erlanga rzedu
k, stanowigcy sume rozktadéw wyktadniczych.

Gestos¢ i dystrybuante rozktadu wyktadniczego opisujg wzory:

f(t) =1 -ep(-At) (1)

F(t) =1—exp(—At) (2)

Gestos¢ rozktadu Erlanga rzedu k wyraza sie zalezno$cig;

k—1
f (t,k) :’%-em(—u) (3)

Natomiast, dystrybuanta tego rozktadu wyraza sie wzorem:

k-1 /1t i
F(t,k)=1—exp(— ;Lt)g(“) 4)
Na rysunku 1 przedstawiono gesto$¢ rozktadu Erlanga rzedu
k=1,2,3,4. W przypadku k=1 rozktad Erlanga pokrywa sie z rozkta-
dem wyktadniczym.
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Warto$¢ przecietna zmiennej losowej o rozktadzie Erlanga wy-
raza sie wzorem:

E, =— (5)
natomiast maksimum gesto$ci wystepuje w punkcie

k-1
tmax, === (6)

Na rysunku 1 zaznaczono warto$¢ t odpowiadajacg maksimum
funkcji gestosci dla k=2 i k=3.

1. GENEROWANIE LICZB LOSOWYCH O ROZKLADZIE
WYKLADNICZYM | ROZKLADZIE ERLANGA

Jako punkt wyjScia przyjeto generator liczb losowych o rozkta-
dzie réwnomiernym (jednostajnym) [4]

X,y = Mmod(A4-x,,P) (7)

gdzie symbol modulo oznacza reszte z dzielenia przez liczbe P.
W tabeli 1 zestawiono wartosci parametrow A ,P, X, , ktére udato
sie autorowi wyszukac w literaturze.

Tab. 1. Warto$ci parametrdw generatora zmiennej losowej
0 rozkfadzie rownomiernym

Nr generatora A P Xo
B 1 67099547 239 13
2 516 239 21
3 215 67099547 13
4 4.23" +1 2% 21
5 630360016 231 _1 377003613
/o 6 75 231 _1 | 377003613
& / g 7 3465613585 235 13
o ~— - 8 i3 35 2116429302
o 9 55 23531 | 2116429302
Rys. 1. Gesto$c rozktadu Erlanga rzedu: k=1- linia kropkowana; k=2 10 215 167775723 17

— linia ciggfa; k=3- lina przerywana oraz k=4 - linia kropkowano-
przerywana.
Zrédfo: Opracowanie wiasne.
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Zrédto: Opracowanie wtasne.




Jako pierwszy wykonano test dotyczacy okresu generatora-
maksymalna liczba elementow ciggu (Xn ) bez powtorzen. Okaza-
to sie, ze generator G2 ma okres T=512 a generator G4 okres
T=2014, co spowodowato ich dyskwalifikacje. Ciag (Xn) zostaje
przeskalowany zgodnie ze wzorem:

X
r=o (8)
gdzie: re (0’1).
Stosujac metode odwracania dystrybuanty, ze wzoru (2), otrzymuije
sie:
t= f% In(r) ©)

gdzie t - zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym.

Zmienng losowg o rozktadzie Erlanga rzedu k t(k)uzyskano jako
sume niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie wyktadni-
czym:

1) = 3y,

i=1

(10)

Jako$¢ rozpatrywanych generatoréw byla oceniana na podstawie
rezultatéw testu chi-kwadrat. Liczba przedziatow klasowych L byta
ustalana na podstawie wzoru:

L=+/N (11)
gdzie N-liczba elementéw prabki,

stanowigcego przyblizong zalezno$¢ odpowiadajacq tabeli zamiesz-
czonej w [3, s. 110]. W celu uzyskania wiarygodnych wynikéw zale-
ca sie przeprowadzenie testu chi-kwadrat dla przedziatéw klaso-
wych zapewniajacych jednakowe prawdopodobienstwo [3, s. 111].
W tym celu nalezato rozwigza¢ réwnanie

F(t k) :iL (12)

gdzie:i=0,1,..L

F(t,K) okresla wzor (4).
W przypadku szczegdlnym k=1 (rozktad wyktadniczy), ze wzoréw
(2)1(12), otrzymuije sie

t, =—i|n[1—il_+1o-8) (13)

' A

Réwnanie (12) rozwigzano metoda potowienia (bisekci).

Dobér przedziatow klasowych realizujacych jednakowe prawdopo-
dobieristwa spowodowat uproszczenie postaci statystyki testu chi-
kwadrat:

(14)

Jako wynik testu przyjeto unormowang statystyke h stanowigcg,
stosunek warto$ci statystyki testu chi kwadrat (wzér (14)) do warto-
§ci krytycznej. W przypadku wartosci unormowanej statystyki h
wiekszej od 1 nalezato odrzuci¢ hipoteze o zgodnoSci rozktadu
wyktadniczego z rozktadem empirycznym.

2. WYNIKI SYMULACJI KOMPUTEROWYCH

Przeprowadzono symulacje komputerowe wykonujac M=20000
powtdrzen, wyznaczajac $rednie wartodci unormowanej statystyki
testu ,2. Na rysunku 2 przedstawiono przyktadowe usrednione

warto$ci unormowanej statystyki testu chi-kwadrat dla rozktadu
Erlanga rzedu k=2. Kolejne krzywe na rysunku 2 odnoszg sie do
nastepujacych generatoréw: hy; (linia ciagta) generator programu

MathCad, h8, ; (linia kropkowana) generator nr 8 (Tab. 1), h921i
(linia przerywana) generator nr 9 (Tab.1), h10,; (linia kropkowa-

no-przerywana) generator nr 10 (Tab.1). Z rysunku 2 wynika stabe
zroznicowanie wynikow uzyskanych dla poszczegoinych generato-
réw. Opisane zjawisko dotyczyto wszystkich generatoréw zamiesz-
czonych w tabeli 1 i wystepowato dla rozktadu Erlanga dowolnego
rzedu — w pracy rozpatrzono rozktad Erlanga rzedu k=1,2,...,6.

W zwigzku z powyzszym, usredniona wartos¢ statystyki testu
22 nie moze stanowi¢ podstawy do oceny jakosci poszczegdlnych

generatorow. Kolejnym rezultatem symulacji komputerowych byta
frakcja g negatywnych wynikéw testu chi-kwadrat

_ Mneg
== (15)
gdzie: Mneg - liczba przypadkéw, kiedy unormowana statystyka h
>1,
M - liczba przeprowadzonych symulacii.
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Rys. 2. Usrednione warto$ci unormowanej statystyki testu chi-
kwadrat dla rozktadu Erlanga rzedu k=2.
Zrbdfo: Opracowanie whasne.

Na rysunku 3 przedstawiono frakcje q negatywnych wynikow
testu chi-kwadrat dla rozktadu Erlanga rzedu k=1 (wzér (15)). Za-
stosowano nastepujace oznaczenia: linia ciagty z koétkami Oy "

wyniki dla generatora programu MathCad (seed value=1), linia
przerywanaqs, ; - generator nr 5, linia kropkowana q74;- generator

nr.
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Rys. 3. Frakcja q negatywnych wynikéw testu chi-kwadrat dla roz-
kftadu Erlanga rzedu k=1.
Zrédto: Opracowanie wtasne.

Polecanie ewentualnemu uzytkownikowi generatora programu
MathCad jest niecelowe — zaktada koniecznos¢ wykorzystywania
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tego programu. Celem artykutu jest opracowanie algorytmu bazuja-
cego na generatorach zamieszczonych w tabeli 1, ktéry prowadzitby
do wynikéw poréwnywalnych z generatorem programu MathCad.
Sposrdd generatorow zamieszczonych w tabeli 1 najmniejsze war-
tosci frakcji g odnotowano dla generatoréw nr 5 i nr 7 (rysunek 3).
Na podstawie rysunku 3 opracowano optymalny algorytm opisany
wzorem (16):

q7,; dla N <20

qo,; = {qsl_i dla20<N < 45} (16)
q7,; dla N >45
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Rys. 4. Frakcja q negatywnych wynikow testu chi-kwadrat dla roz-
ktadu Erlanga rzedu k=1. Linia ciagla z kdtkami Qy ; - generator
programu MathCad, linia kropkowana qo,; - Wg algorytmu (wzér
(16)).

Zrodfo: Opracowanie wlasne.

Analogicznie postepowano dla rozktadu Erlanga rzedu k=2. W tym
przypadku optymalny algorytm wyraza sie wzorem:

q7,; dla N <30
g0,; =405,; dla30<N <35 (17)
q7,; dlaN =35
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Rys. 5. Frakcja q negatywnych wynikéw testu chi-kwadrat dla roz-
kladu Erlanga rzedu k=2. Linia ciagfa z kétkami Q, ;- generator
programu MathCad, linia kropkowana qO,;- wg algorytmu (wzér
(17)).

Zrodto: Opracowanie wiasne.

dla N < 30}

4O, = 3734 18
¥ 7] g5;; dla N =30 (18)
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Rys. 6. Frakcja q negatywnych wynikéw testu chi-kwadrat dla roz-
ktadu Erlanga rzedu k=3. Linia ciagta z kotkami Qs ; - generator

programu MathCad, linia kropkowana qO;; - Wg algorytmu (wzér

(18)).

Zrédfo: Opracowanie wiasne.

q7,; dlaN <30
° q9,,; dla 30<N <35
94 =105, dla 35<N <40 (19)
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Rys. 7. Frakcja q negatywnych wynikow testu chi-kwadrat dla roz-
kladu Erlanga rzedu k=4. Linia ciagfa z kotkami q ;- generator
programu MathCad, linia kropkowana qO 4i- W9 algorytmu (wzor

(19)-

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Rys. 8. Frakcja q negatywnych wynikéw testu chi-kwadrat dla roz-
ktadu Erlanga rzedu k=5. Linia ciggfa z kotkami Us,; - generator
programu MathCad, linia kropkowana qOs,; - Wg algorytmu (wzér

(20)).

Zrédfo: Opracowanie wiasne.

dla N <45
} (21)

|99,
9Os; _{ q9; dla N > 45
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Rys. 9. Frakcja q negatywnych wynikow testu chi-kwadrat dla roz-
ktadu Erlanga rzedu k=6. Linia ciagta z kotkami Qg ; - generator

programu MathCad, linia kropkowana qOg; - Wg algorytmu (wzor

(21)).

Zrodfo: Opracowanie wlasne.

PODSUMOWANIE

W pracy omoéwiono problem generowania zmiennej losowej o
rozktadzie Erlanga rzedu k. Zaproponowano algorytm (wzory (16)-
(21)) bazujacy na generatorach zamieszczonych w tabeli 1, Uzy-
skano wyniki nieznacznie lepsze, niz dla generatora programu
MathCad.

W trakcie obliczer zaobserwowano istotng prawidtowo$¢. Mia-
nowicie, zgodnie ze wzorem (9) wyznaczano zmienng losowg o
rozktadzie wyktadniczym. Nastepnie, uwzgledniajac wzér (13),
wykonano test chi-kwadrat dla przedziatéw klasowych zapewniaja-
cych jednakowe prawdopodobienstwo. Réwnolegle wykonano test
chi-kwadrat dla zmiennej losowej r wystepujacej we wzorze (9).
Poniewaz zmienna losowa r ma rozktad réwnomierny, to przedziaty
zapewniajace jednakowe prawdopodobienstwo opisywat wzor

y; _' gdzie i = 0,1,2,...,L. Okazato sie, ze wyniki testu chi-
YL

kwadrat dla zmiennej t oraz zmiennej r sg identyczne.

Oznacza to, ze o jakosci generatora liczb losowych o rozkta-
dzie wyktadniczym (wzor (9)) decyduje generator liczb losowych o
rozktadzie jednostajnym (zmienna r). Identyczna uwaga dotyczy
generatora liczb losowych o rozktadzie Erlanga rzedu k.
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COMPUTER SIMULATIONS OF RE-
QUEST STREAM IN MASS SERVICE
SYSTEMS

Abstract

In the paper the problem of the quality of genera-
tors used in computer simulations of request stream in
mass service systems was examined. Two basic distri-
butions were taken into account: Poisson request
stream and the Erlang distribution of order k. An algo-
rithm was proposed which leads to results slightly bet-
ter than the results obtained for MathCad program
generator.
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