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CHARAKTERYSTYKA POL NAPREZEN PRZED WIERZCHOLKIEM
PEKNIECIA DLA KWADRATOWEJ PLYTY PODDANEJ DWUOSIOWEMU
ROZCIAGANIU

Streszczenie
W artykule przedstawiona zostata charakterystyka pol naprezen przed wierzchotkiem pekniecia dla kwadrato-
wej plyty zawierajqcej centralne peknigcie, poddanej dwuosiowemu rozcigganiu. Praca prezentuje szczegoty obli-
czen numerycznych, a takze porownania stanow naprezen dla ptyt poddanych jednoosiowemu rozcigganiu oraz ptyt
poddawanych dwuosiowemu rozcigganiu. Analiza numeryczna prowadzona jest dla szeregu modeli materiatow
sprezysto-plastycznych oraz roznych wzglednych diugosci pekniecia. Dyskusja dotyczy wplywu geometrii, poziomu
i rodzaju obcigzenia zewnetrznego oraz charakterystyki materiatowej na pole naprezen przed wierzchotkiem pek-

niecia.

WSTEP (na podstawie [1 - 19])

Pole naprezen przed wierzchotkiem pekniecia po raz pierwszy
zostato opisane przez Williams'a [1]. Zaprezentowane tam rozwia-
zanie dotyczyto materiatu liniowego. Jednakze jak wiadomo, wiek-
sz0$C materiatow stosowanych w budowie maszyn i urzadzen cha-
rakteryzuje sie umocnieniem, dlatego rozwazania nalezy prowadzié
zgodnie z zaleceniami dla materiatdw sprezysto-plastycznych. W
1968, niezaleznie od siebie, Hutchinson [2] oraz Rice i Rosengren
[3] dokonali opisu pol naprezen przed wierzchotkiem peknigcia w
materiatach sprezysto-plastycznych [4, 13, 19]. Pomyst Hutchin-
son’a, Rice’a i Rosengrena, powszechnie nazywa sie rozwigzaniem
HRR [2, 3]. Cechq charakterystyczng tego rozwigzania jest osobli-
woSC¢ naprezen przed wierzchotkiem pekniecia, a pole naprezen
kontrolowane jest przez parametr okre$lany mianem catki J, ktdrg
nazywa sie sitg pociaggowa pekniecia [4]. Powszechnie rozwigzanie
HRR [2, 3] zapisa¢ mozna w nastepujacej formie [4, 13, 19]:
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gdzie: i,j — kolejne elementy tensora naprezenia, J — catka J, oo -
granica plastycznosci, eo — odksztafcenie odpowiadajace granicy
plastycznosci (e0=c0/E), E — modut Young'a, n — wyktadnik potego-
wy w prawie Ramberga-Osgood’a (R-O), o - stata materiatowa w
zwigzku R-O, In - wielko$C zalezna od materiatu poprzez wyktadnik
n oraz od sposobu obcigzenia oraz grubosci probki decydujacej o
tym, czy mamy do czynienia z ptaskim stanem naprezenia (p.s.n.)
lub ptaskim stanem odksztatcenia (p.s.o.), oy («9,n) - funkcje za-

lezne od materiatu przez wyktadnik potegowy n i kat © oraz od
grubosci probki w zaleznosci od faktu czy rozwaza sie p.s.n. czy
p.s.o[4,13,19].

Rozwigzanie HRR [2, 3], zawiera jedynie pierwszy czton nie-
skonczonego szeregu [4, 13, 19]. Autorzy [2, 3], $wiadomie zrezy-
gnowali z cztondw wyzszego rzedu. Obliczenia numeryczne (obli-
czenia MES) prowadzone przez wielu badaczy wskazuja, ze wyniki
uzyskane na podstawi rozwigzania HRR mogg si¢ znacznie rozni¢
od rzeczywistych rozktadéw naprezen przed wierzchotkiem peknie-
cia (patrz rys. 1, na podstawie [4]) [4, 13, 19]. Rdznica wynika z

nieuwzglednienia w rozwigzaniu HRR [2, 3] czlonéw wyzszego
rzedu [4, 13, 19].
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Rys. 1. Poréwnanie rozwigzania HRR z rozkfadem rzeczywistym
wyznaczonym MES, na przykfadzie probki trojpunktowo zginanej -
SEN(B) — W=40, a/W =0.50, ow/E=0.00153, n=>5 [4].

W 1985 roku, Li i Wang [5] wykorzystujac funkcje Airy'ego zto-
zong z pierwszych dwoch cztonéw rozwinigcia asymptotycznego,
uzyskali dla dwoch materiatéw opisanych réznymi wartoSciami
wyktadnika potegowego w prawie R-O (n=3 i n=10), wartosci dru-
giego cztonu rozwinigcia asymptotycznego. Swoje wyniki poréwnali
z rozwigzaniem HRR oraz obliczeniami MES [4, 13, 19]. Prowadzo-
na przez nich analiza dowiodta, ze uwzglednienie drugiego cztonu
przybliza wyniki do obliczeri numerycznych. Pierwsze dwa cztony
rozwiniecia znacznie doktadniej opisujg pole naprezenia w okolicy
samego wierzchotka pekniecia, a warto$¢ drugiego czionu dos¢
silnie zalezy od wtasno$ci materiatu i geometrii probki [4, 13, 19]].

W 1993 roku Yang, Chao i Sutton [6], wykorzystujac funkcje
Airy’ego bedacg nieskorniczonym szeregiem podali opis pél napre-
zen przed wierzchotkiem peknigcia w postaci nieskoficzonego
szeregu. [4, 13, 19] Pomyst ich w rzeczywistosci bardzo czesto
sprowadza sie do analizy pierwszych trzech wyrazéw rozwiniecia
asymptotycznego [4, 13, 19]. Bazujac na rozwigzaniu Sharm'y i
Aravasa [7], O’'Dowd, Shih oraz Kirk [8-10], zaproponowali by pole
naprezen przed wierzchotkiem pekniecia opisa¢ rbwnaniem postaci:

oy = (O'ij )HRR + ané-ij (6) (2)

gdzie &(6;n) - funkcje kata i statej materiatowej n okreslane nu-
merycznie, q — wyktadnik potegowy, ktérego zmienno$¢ zawiera sie
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w przedziale (0; 0.071), Q — parametr Q, bedacy amplitudg sumy
wszystkich cztondw rozwinigcia poza cztonem HRR (powszechnie
okre$lany mianem naprezen Q) [4, 13, 19].

O'Dowd i Shih [8, 9] przeprowadzili doktadne badania parame-
tru Qw zakresie odlegtosci od wierzchotka pekniecia J/co<r<5J/oo
[4, 13, 19]. Autorzy [8, 9] wskazali, ze naprezenia Q najlepiej jest
wyznaczac¢ w odlegtosci znormalizowanej r=2J/co na kierunku 6=0 —
pozwala to na uniknigcie niejednoznaczno$ci w okre$laniu tegoz
parametru. Analizy numeryczne wskazuja, ze wybor miejsca nie jest
przypadkowy, a jest dyktowany wzgledami praktycznymi [4, 13, 19].
Autorzy pomystu wprowadzenia naprezen Q do zagadnien mecha-
niki pekania na do$¢ szerokq skale, wskazali i zapustowali, by
funkcja &,,(#=0) na kierunku 6=0 byta réwna jednosci. Dziki

temu warto$¢ Q mozna wyznaczy¢ z réwnania powszechne poda-
wanego w literaturze dotyczacej mechaniki pekania [4, 13, 19]:

Q- (O-HQ)MES - (599 )HRR przy 6=0 i I’;& =2 (3)

Oy

gdzie: (cgg)Mes — warto$C naprezen wyznaczona numerycznie,
(ce0)HRR — Warto$¢ naprezen wynikajaca z rozwigzania HRR [4, 13,
19].

Badania O’'Dowda i Shih [8, 9] obejmujace wszystkie sktadowe
tensora naprezenia przy zatozeniu p.s.o., pokazaly ze warto$¢ Q
wyznacza poziom trojosiowosci naprezen [4, 13, 19]. W przypadku
p.s.n. parametr Q przyjmuje wartosci rowne lub bardzo bliskie zeru,
natomiast dla przypadku p.s.o. parametr ten przyjmuje wartosci na
0got mniejsze od zera (rys. 2) [4, 13, 19]. Przeprowadzone oblicze-
nia, wykazuja, ze naprezenia Q zalezg od geometrii elementu kon-
strukcyjnego - prébki — czyli dtugosci peknigcia, szerokosci probki,
rodzaju obcigzenia - elementy z przewaga rozciggania lub zginania,
faktu czy mamy do czynienia z p.s.o. czy p.s.n., a przede wszystkim
od charakterystyki materiatowej elementu konstrukcyjnego, poprzez
granice plastyczno$ci i wyktadnik potegowy w prawie R-O[4, 13, 19].
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Rys. 2. Przyktadowe krzywe zmiany parametru Q dla prébek tréj-
punktowo zginanych SEN(B) oraz rozcigganych z centralng szczeli-
ng CC(T) dla p.s.o oraz p.s.n. — W=40, a/W =0.50, cw/E=0.00153,
n=5[4].

Zaproponowana przez O'Dowda i Shiha teoria wielokrotnie
dyskutowana byta w kolejnych pracach, np. [10 - 12]. W roku 1995,
O'Dowd [11] przeprowadzit szczegbtowg analize¢ zaproponowane;
przez siebie teorii: przedstawit podstawy teoretyczne, sposéb pro-
wadzenia obliczen numerycznych, zaprezentowat przyktadowe
krzywe zmian naprezen Q wraz z obcigzeniem zewnetrznym dla
réznych geometrii, (ale tylko jednego rodzaju materiatu, dokonat
analizy dwuparametrycznego kryterium pekania opartego na catce J
oraz na naprezeniach Q, a takze podat kilka wzoréw pozwalajacych
obliczy¢ naprezenia Q bez koniecznosci prowadzenia obliczen
numerycznych [4, 11, 13, 19] . Podawane przez O'Dowda wzory,
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pozwalajace obliczy¢ naprezenia Q bez koniecznosci przeprowa-
dzania obliczer numerycznych. Bazujg one na zwigzku naprezen Q
i naprezen T (drugi czion rozwiniecia asymptotycznego dla materia-
tu liniowego). O’'Dowd proponuje dwie formy wyznaczenia naprezen
Q w oparciu o znajomos¢ na-prezen T, ktére mozna dla zadanej
geometrii znalez¢ w pracy [13 — 15]. Szczegétowa analize pracy
O'Dowd'a [11], mozna znalez¢ w [13].

Teoria zaproponowana przez O'Dowda i Shiha [8, 9] okazuje
sie by¢ prostq w stosowaniu przy oszacowywaniu rozktadéw napre-
zen przed wierzchotkiem pekniecia w materiatach sprezysto-
plastycznych, o ile zna si¢ warto$¢ naprezen Q przed wierzchotkiem
pekniecia [4, 13, 19]. Owa tatwo$¢ w uzyciu przemawia na korzy$¢
teorii O’Dowda [8, 9], w odniesieniu do innych opiséw opartych na
parametrach pfaskich wigzéw geometrycznych — przyktadem moze
tu by¢ podejscie Yanga i wspotpracownikéw [6]. Zaznaczy¢ nalezy,
e teoria O'Dowd’a i Shih'a [8, 9] znalazla zastosowanie w budowie
kryteriow pekania, podawanych w literaturze poczawszy od 1995
roku [11]. Efektem wymiernym jest wykorzystanie naprezen Q w
programach europejskich SINTAP [16] i FITNET [17], gdzie podano
zalecenia do konserwatywnej oceny odporno$ci na pekanie réznych
elementdw konstrukcyjnych [4, 13, 19].

Zatem jak sie okazuje, prosty w obliczeniach parametr, jakim
sq naprezenia Q, jest niezbedny do analizy elementéw konstrukcyj-
nych zawierajgcych pekniecia. Mozna stwierdzi€, Ze istnieje potrze-
ba stworzenia katalogu numerycznych rozwigzan, pozwalajacych
bez konieczno$ci obliczern numerycznych oszacowaé poziom na-
prezen Q przed wierzchotkiem pekniecia w materiale sprezysto-
plastycznym [4, 13, 19]. W literaturze niewiele jest prac przedsta-
wiajacych ten problem, np. pozycje [13, 18, 19], ktére tworzg pewng
serie, ktdrej kontynuacja pozwoli na stworzenie szerszej bazy krzy-
wych J-Q dla wszystkich podstawowych geometrii, wykorzystywa-
nych w procedurach FITNET do idealizacji ztozonych elementéw
konstrukcyjnych [4, 13, 19]. Obliczenia numeryczne naprezen Q nie
sq zbyt trudne i wymagajace, jednakze od prowadzacego oczekuje
sie, ze wykorzystywany model numeryczny bedzie stabilny, bedzie
gwarantowat zbiezno$¢, wielko$¢ elementéw skoficzonych (ES) czy
podziat na ES oraz promien wierzchotka peknigcia, spetnia¢ bedg
wymagania stawiane w pracach [4, 20 — 21]. Oczywiscie wspomnie¢
nalezy réwniez o konieczno$ci znajomos$ci parametréw pola HRR
[2, 4], a takze o niezbednym opracowaniu metody analizy wynikow
numerycznych, by podac inzynierowi tylko to, co jest niezbedne [4,
13, 19].

W kolejnych paragrafach przedstawiona zostanie charaktery-
styka modutu numerycznego, dla ktérego podjeto prébe oszacowa-
nia parametru bedacego odpowiednikiem naprezen Q, a takze
omowiona zostanie metodologia analizy wynikdw numerycznych
oraz zaprezentowanych zostanie kilka wykreséw prezentujgcych
uzyskane wyniki numeryczne.

1. PROBKI WYKORZYSTYWANE W PROGRAMIE BA-
DAWCZYM, MATERIAL, SPOSOB OBCIAZENIA [22]

1.1. Rodzaj probek wykorzystanych w badaniach [22]

Analize numeryczng, majacq na celu oszacowanie obcigzen
granicznych, przeprowadzono dla do$¢ nietypowej geometrii — plyt
kwadratowych z centralnie umieszczonym peknieciem, ktére pod-
dane sg dwuosiowemu rozcigganiu — probka (ptyta) CCSP(BT) - z
ang. ,central cracked square plate in biaxial tension” — rysunek 3.
Geometria ta analizowana byfa juz pod katem oszacowania obcig-
Zenia granicznego w pracy [22].

Tabela 1 prezentuje wymiary geometryczne prébek. Jak daje
sie zauwazyC, rozwazano piyty o czterech réznych diugosciach



pekniecia - bardzo krétkie szczeliny,
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Rys. 3. Probka CCSP(BT) — kwadratowa pfyta z centralng szczeling
poddana dwuosiowemu rozcigganiu: a — dfugos¢ pekniecia, W —
szeroko$¢ probki, B — grubosc probki, oz2 — naprezenia normalne
do powierzchni peknigcia (Sktadowa obcigzenia zewnetrznego wy I-
go sposobu obcigzenia), o11 — naprezenia $cinajgce powierzchnie
peknigcia (sktadowa obcigzenia zewnetrznego wg Il-go sposobu
obcigzenia) [22].

Tab. 1. Wymiary geometryczne, wykorzystane w programie
badawczym do oszacowania obcigZzen granicznych.

szeroko$¢ probki, | wzgledna dtugosé grubo$¢ probki, B dla analizy 2D,
W [mm] pekniecia, a/W przy dominagji p.s.o0. [mm]
0.05
0.20
40 0.50 1000
0.70

Wybér geometrii nie jest przypadkowy — niezmiernie rzadko
jest ona dyskutowana w pracach naukowych [22 - 23]. Geometria
ta nie pojawia sie we wcze$niej wspominanych procedurach EPRI
[10], SINTAP [12], FITNET [13]. Zaprezentowana przez Meek'a i
Ainsworth’a praca [23], porusza tematyke obcigzen granicznych dla
ptyt z centralng szczeling poddanych rozcigganiu. W pracy tej znaj-
dziemy dyskusje dotyczacq wptywu wielkoSci ptyty na poziom ob-
cigzenia zewnetrznego, rozwazany jest wptyw parametru dwuosio-
wosci obcigzenia definiowanego jako o1/, jednakze wszelkie
rozwazania prowadzone sg dla ptaskiego stanu odksztatcenia oraz
dwoéch dtugosci pekniecia [22]. Analiza teoretyczna stanu naprezen
w pltycie CCSP(BT) wymaga uwzglednienia dwdch sposobdw ob-
cigzenia — pierwszego i drugiego sposobu obcigzenia. Numeryczng
analize problemu dla p.s.o. dla ztozonego sposobu obcigzenia (z
ang. ,mixed mode loading”), przeprowadzit Shih [24]. Autor prze-
prowadzit tam ocene rozktadu naprezen przed wierzchotkiem pek-
niecia dla przypadku uplastycznienia bliskiego zasiegu. Analizie
poddano rozktad naprezen i odksztatcen, a takze poréwnywano
rozktad i rozwoj stref plastycznych. Jednakze, ze wzgledu na fakt, e
prowadzono analize uplastycznienia bliskiego zasiegu [25] - polega
to na modelowaniu ciata o ksztalcie okregu, ktérego wymiary
znacznie przekraczajg rozwijajaca sie pod wptywem obcigzenia
strefe plastyczna, rozwigzanie o jest do$¢ ograniczone w zastoso-
waniach. Autor [24] wyniki podaje w postaci graficznej, dla dwéch
wyktadnikéw w prawie R-O (n=3 oraz n=13).

Inzynier natomiast, w trakcie swej pracy spotyka sie z proble-
mami, gdzie elementy konstrukcyjne poddane sg ztozonemu obcia-
zeniu (,mixed mode”), jednak majg pewne wymiary — pekniecie jest
o okre$lonej dtugosci, element konstrukcyjny posiada szerokos¢ i
grubo$é. Jak wiadomo, wymiary geometryczne decydujg o poziomie
wiezéw geometrycznych [26] — jest to opdr, jaki materiat danego
elementu konstrukcyjnego stawia rozwijajgcym sie odksztatceniom
plastycznym [26]. W mechanice pekania, ptaskie wiezy geome-
tryczne wyznacza sie na ogét dla p.s.o., postugujac sie zdefiniowa-

nymi przez O'Dowda [8, 9] naprezeniami Q, bedacymi roznicy,
pomiedzy rzeczywistymi naprezeniami w elemencie konstrukcyjnym
(wyznaczonymi za pomocg MES) a rozwigzaniem HRR [2, 3], wy-
znaczanym wedtug wzordw teoretycznych [4, 26]. W przypadku
p.s.0. naprezenia Q z reguly majq warto$¢ niezerowa [4, 26]. Zatem
moéwigc o niskim poziomie ptaskich wiezach geometrycznych —
charakterystycznym dla prébek o krétkich i bardzo krétkich szczeli-
nach, mamy na mysli znacznie ujemng warto$¢ naprezen Q, nato-
miast méwiac o wysokim poziomie ptaskich wiezach geometrycz-
nych — charakterystycznym dla proébek zawierajacych dtugie peknie-
cia, mamy na mysli wysoka warto$¢ naprezen Q [4, 26].

Niniejsza praca, ma przyblizy¢ czytelnikowi problem wigzéw w
ptycie CCSP(BT). Analizujgc historie wyznaczania naprezen Q,
powinniémy umie¢ oszacowa¢ analitycznie rozktad naprezen przed
wierzchotkiem pekniecia — do tego wykorzystujemy rozwigzanie
HRR dla | spsosobu obcigzenia. Shih [24] probowat pokazac¢ jak
oszacowa¢ rozktad naprezen dla przypadkéw ztozonego obcigzenia
— ,mixed mode”. Poniewaz dla przypadkéw ,mixed mode” nie ma w
literaturze prostego wzoru postaci rozwigzania HRR, za pomoca
ktérego mozna by oszacowac rozktad naprezen przed wierzchot-
kiem pekniecia w materiatach sprezysto-plastycznych, niniejsza
praca bedzie miata charakter typowo numeryczny, podobnie jak [27,
28], gdzie autorzy prezentujq numeryczne wyniki swych rozwazan,
dotyczacych przypadkdéw ,mixed mode” dla p.s.o..

Brak rozwigzania doktadnego powoduje, Ze za pole odniesienia
przyjeto rozwigzanie HRR dla ptyty CCSP(BT), poddanej jedno-
osiowemu rozcigganiu wedtug | sposobu obcigzenia. W analizie
numerycznej, ptyty poddane beda dwuosiowemu rozcigganiu, te-
stowanych bedzie cztery warianty wzglednych dtugosci peknigcia.
Ich wybér nie jest przypadkowy. Dzigki temu, oceni¢ bedzie mozna
jak geometria elementu konstrukcyjnego wptywa na poziom wiezéw
dla ptyty CCSP(BT), poddawanej dwuosiowemu rozcigganiu.

Brak szeroko opisanych programéw badawczych dotyczacych
plyt ze szczeling poddanych dwuosiowemu rozcigganiu, a takze
brak wzoréw empirycznych sktania do poruszenia tej tematyki i
przedstawienia wynikow numerycznych [22].

Mozna zetem powiedzie¢, ze w pracy dokonano oceny pola
naprezen przed wierzchotkiem peknigcia w ptycie CCSP(BT) pod-
danej dwuosiowemu rozcigganiu, oszacowujac, jak bardzo rozktad
naprezen dla takiej ptyty (rozktad rzeczywisty wyznaczony metodq
MES) rézni sie od rozwigzania HRR podanego dla materiatu ptyty w
pierwszym sposobie obcigzenia (patrz rysunek 1a, [22]).
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Rys. 4. Graficzna prezentacja wybranych modeli materiatow spre-
zysto - plastycznych wykorzystanych w programie numerycznym.

1.2. Materiat probek CCSP(BT)

W analizie numerycznej wykorzystano model materiatu sprezy-
sto plastycznego. Zaktadano izotropowy, jednorodny model materia-
tu, opisany warunkiem plastyczno$ci Hubera-Missesa-Hencky’ego
[4, 13, 19]. Zwigzek konstytutywny, wykorzystany analizie miat
postac:
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gdzie wartos¢ o jest réwna 1[4, 13, 19].

Wybér tego zwigzku konstytutywnego do opisu materiatu, a nie
najczesciej przyjmowanego - typu prawo R-O, podyktowany byt
rezultatami szczegdtowej analizy tego problemu, podanymi przez
O’Dowda [4, 11, 13, 19].

Analize wykonano dla czterech grup materiatow, réznigcych sie
granicg plastycznosci co. W kazdej grupie wyrdzniono cztery mate-
riaty réznigce sie wyktadnikiem umocnienia n w prawie Ramberga —
Osgood'a, ktorego warto$¢ ustalono tak, by obliczenia i analize
przeprowadzi¢ dla materiatow silnie, $rednio i stabo sie umacniaja-
cych (tabela 2) [4, 13, 19]. Zaprezentowana w tabeli charakterystyka
materiatow wykorzystanych w programie badawczym wynikta z
odpowiedniego doboru zakreséw granicy plastyczno$ci i wyktadnika
potegowego n w prawie R-O, w celu przydatnosci uzyskanych
rezultatéw obliczen numerycznych w rozwigzywaniu inzynierskich
probleméw dotyczacych elementdw konstrukcyjnych zawierajacych
pekniecia, wykonanych ze stali ferrytycznych i stali konstrukcyjnych
do ulepszania cieplnego [4, 13, 19]. W pewnym stopniu, wybrana do
programu badawczego grupa materiatéw pokrywa si¢ z materiatami
poddanymi analizie w pracach [29, 30].

Modelujac materiat zaktadano statgq warto§¢ modutu Young'a
E=206GPa i statg wartos¢ wspdtczynnika Poissson’a v=0.30 [4, 13,
19].

Tab. 2. Wtasnosci mechaniczne i wybrane parametry pola HRR
modeli sprezysto —plastycznych materiatow wykorzystanych do

analizy numerycznej.
EGPa) | v | coMPa] | emooE | n | (Gw(0=0)),., | (1),..
315 0.00153 | 336 201 5.39
500 000243 | 5 222 5.02
206 | 03 1000 | 0.00485 | 10 250 454
1500 | 0.00728 | 20 268 4.21

1.3.  Obciazenie probek CCSP(BT) [22]

Obcigzenia probek — ptyt kwadratowych z centralng szczeling
poddanych dwuosiowemu rozcigganiu realizowano przez przytoze-
nie do dwdch brzegéw probki w postaci wzajemnie prostopadtych
naprezen rozciggajacych: o11 — naprezen rozciggajacych plyte,
dziatajacych w kierunku propagacji peknigcia oraz o2z — naprezen
rozciggajacych plyte, dziatajgcych w kierunku prostopadtym do
powierzchni pekniecia — kierunek normalny [22]. W celu doktadniej-
szego oszacowania obcigzeh granicznych, testowano siedem wa-
riantow ilorazu o11/622={0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50} [22].

2. MODEL NUMERYCZNY PROBEK CCSP(BT) [22]

Modele numeryczne niezbedne do przeprowadzenia obliczen
numerycznych majacych na celu okre$lenia warto$ci obcigzen
granicznych dla ptyt CCSP(BT), zdominowanych przez p.s.o., wy-
konano wykorzystujac pakiet obliczeniowy ADINA SYSTEM 8.8 [30,
31]. Modele numeryczne budowano w oparciu o wiasciwy dla sys-
temu ADINA jezyk programowania, tworzac pliki wsadowe w postaci
tekstowej o rozszerzeniu ,*.in" [22].

W obliczeniach numerycznych skorzystano z modelu sprezysto
—plastycznego materiatu, zaktadajac statg warto$¢ modutu Young'a
E i wspdtczynnika Poisson’a v, zmieniajac granice plastycznosci oo
oraz wyktadnik potegowy w prawie R-O. Tabela 2 prezentuje wia-
snosci mechaniczne modeli materiatdw wykorzystanych w analizie
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numerycznej. Natomiast rysunek 4 w sposob graficzny ilustruje
wybrane modele sprezysto — plastycznych materiatow wykorzysta-
nych w analizie numerycznej [22].

Tworzac numeryczne modele prébek CCSP(BT), zdecydowano
sie zamodelowa¢ wierzchotek pekniecia, jako ¢wiartke tuku, o pro-
mieniu rw W granicach (1+5)um [22]. Oznacz to ze promien wierz-
chotka pekniecia byt w skrajnych przypadkach 40000 oraz 8000
mniejszy od szerokosci probki [22]. Ow wierzchotek peknigcia po-
dzielono na 12 czesci ze zageszczeniem elementdw ku krawedziom
powierzchni (elementy brzegowe w zaleznosci od modelu byly
(5+20) razy mniejsze od najwigkszych elementéw zlokalizowanych
w centralnej czesci tuku) [22]. Wielko$¢ promienia zaokraglenia
uwarunkowana byta poziomem obcigzenia zewngtrznego, a takze
faktem, o jakiej dtugo$ci peknigcia analizowano rozpatrywany przy-
padek [22]. W przypadku kazdej probki, obszar przywierzchotkowy o
promieniu rownym okoto (1.0+5.0)mm, podzielono na (36+50)
elementéw skoficzonych (ES), z ktorych najmniejszy potozony przy
wierzchotku peknigcia byt (20+50) razy mniejszy od ostatniego [22].
Oznaczalo to, ze w skrajnych przypadkach, najmniejszy element,
Zlokalizowany tuz przy wierzchotku pekniecia stanowit okoto 1/3076
lub 1/10210 szerokosci probki W, a najwigkszy modelujacy obszar
przywierzchotkowy okoto 1/154 lub 1/204 szerokosci prébki [22].
Parametry modelu numerycznego zalezaly $ciste od analizowanej
geometrii (typ probki, dtugos¢ pekniecia), charakterystyki materiato-
wej oraz obcigzenia zewnetrznego [22].

Analize prowadzono przy zatozeniu matych odksztatcen i ma-
tych przemieszczen [4, 20, 21, 22], przy czym dla dominacji p.s.o.
model skonczenie elementowy wypetniono dziewiecioweztowymi ES
typu , 2-D SOLID plane strain” o interpolacji typu ,mixed” z dziewig-
cioma punktami catkowania numerycznego (PCN) [22, 30, 31].
Zatozenie plaskiego stanu odksztatcenia, narzuca uzytkownikowi
programu ADINA grubos$¢ analizowanego elementu konstrukcyjne-
go, ktéra automatycznie zostaje ustawiona na B=1m [22, 30, 31].

a) A R RO

Rys. 5. Przyktadowy model numeryczny probki CCSP(BT) wykorzy-
stany w analizie numerycznej do oszacowania obcigzen granicz-
nych [22]: a) model ogdiny; b) powiekszony fragment siatki w obsza-
rze przywierzchotkowym, ¢) model wierzchotka peknigcia.

Ze wzgledu na symetrig, prébki modelowano z uwzglednieniem
stosownych osi symetrii, uwzgledniajac wtasciwe warunki brzegowe
(patrz rys. 3) [22]. Podejscie takie pozwala na wykorzystanie wiek-
szej liczby ES na mniejszym fragmencie probki, zmniejsza czas
analizy numerycznej, a od prowadzacego analize wymaga zabloko-
wania we wiasciwym miejscu odpowiednich przemieszczen w kolej-
nych weztach. W przypadku prébki CCSP(BT) modelowano ¢wiart-



ke prébki, wykorzystujac dwie prostopadte do siebie osie symetrii
[22]. Rysunek 5 prezentujq przyktadowy model numeryczny prébki
CCSP(BT), wykorzystane w projekcie badawczym oraz miniaturke
catej probki z zakreskowanym fragmentem, ktdry modelowano w
programie ADINA SYSTEM 8.8 [22, 30, 31].

Obcigzenie zewnetrze — rozcigganie w dwdch wzajemnie pro-
stopadtych kierunkach, czyli ztozony schemat obcigzenia , sktadaja-
cy sie z I-wszego i ll-giego sposobu obcigzenia — realizowano po-
przez przytozenie do whasciwych brzegdw liniowo narastajacych w
czasie naprezen oyy_ext (zapewniajg sktadowg charakterystyczng dla
[l-giego sposob obcigzenia) oraz naprezen oz ext (zapewniajg
sktadowa charakterystyczng dla I-wszego sposobu obcigzenia) [22].
W przypadku rozwazanych probek CCSP(BT) badano réwniez, jak
zmieni sie poziom wigzéw plaskich, przy réznym uktadzie warto$ci
naprezen rozciggajacych, testujgc rozne wartosci ilorazu
oy _exloz_ext = {0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50} [22]. Indeksy
.Yy’ oraz ,zz" w modelu numerycznym wygenerowanym w progra-
mie ADINA [30, 31] odpowiadajg odpowiednio indeksom ,11” oraz
22" na rysunku 3, prezentujagcym geometrie probki CCSP(BT) [22].

Rozwigzywanie zagadnieft z zakresu mechaniki pekania wy-
maga numerycznego oszacowania parametru kontrolujacego pole
naprezen przed wierzchotkiem pekniecia — mowa o catce J. Catke J
w trakcie obliczen numerycznych mozna wyznacza¢ dwiema meto-
dami [4, 13, 19]. Pierwsza z nich zwigzana jest z definicjg catki J, a
druga wykorzystuje wirtualny przyrost dtugosci pekniecia. Po fazie
testow, w ostatecznych obliczeniach, wykorzystano drugi sposab,
pozwalajacy oszacowa¢ catke J metodg wirtualnego przyrostu.
Zaznaczy¢ nalezy, ze warto$ci catki J liczone z definicji oraz metodq
wirtualnego przyrostu dawaty takie same rezultaty [4, 13, 19].

Catkowity model numeryczny, w zalezno$ci od rodzaju materia-
tu, dlugosci pekniecia oraz obcigzenia zewnetrznego, skiadat sie z
3149 + 3428 elementéw skofczonych, zawierajacych 12803 +
13921 wezidw [22]. Lacznie w programie badawczym analizie nu-
merycznej poddano 448 modeli, réznigcych sie granicg plastyczno-
§ci, wyktadnikiem umocnienia, wzgledng diugo$cig pekniecia oraz
rodzajem obcigzenia zewnetrznego.

3. WYNIKI OBLICZEN NUMRYCZNYCH DLA PROBEK
CCSP(BT) - WARTOSCI OBCIAZEN GRANICZNYCH

Jak juz wspominano, w niniejszej pracy dokonano oceny pola
naprezen przed wierzchotkiem pekniecia w plycie CCSP(BT) pod-
danej dwuosiowemu rozcigganiu, oszacowujac, jak bardzo rozkfad
naprezen dla takiej ptyty (rozktad rzeczywisty wyznaczony metodg
MES) rézni sie od rozwigzania HRR podanego dla materiatu ptyty w
pierwszym sposobie obcigzenia (patrz rysunek 1a, [22]).

Rysunki 6 i 7 prezentujg wptyw wzglednej diugosci pekniecia
na trajektorie J-Q przy réznym ilorazie zewnetrznych naprezen
rozciagajacych oyy ex/czzext (zamiennie mozna uzywaé notacji
c11/G22, €o zostato juz wyjadnione wezedniej). Rysunek 6 odnosi sie
do materiatéw bardzo silnie sie umacniajacych — n=3.36, natomiast
rysunek 7 do materiatéw bardzo stabo sie umacniajacych n=20.
Daje sie zauwazy¢, ze wzrost udziatu naprezen Scinajacych po-
wierzchni pekniecia (wzrost ilorazu c11/622) znaczaco wptywa na
utozenie krzywych J-Q, zmieniajac ich charakter. O ile dla przypad-
ku ptyt rozciaganych w jednym kierunku (c11/622=0), w poczatkowej
fazie obcigzenia obserwuje sie najnizsze wartosci naprezen Q dla
plyt z bardzo krétkimi szczelinami, nastepnie wartosci naprezen Q
rosng w miar wzrostu diugosci pekniecia (potem krzywe J-Q wraz
ze wzrostem obcigzenia krzyzujq sie i nastepuje odwrécenie ten-
denciji), to w przypadku dwuosiowego rozciggania, dla okre$lonego
ilorazu o11/c22 najnizsze warto$ci naprezen Q — niski poziom wie-
z6w geometrycznych charakteryzuje prébki zawierajace diugie

szczeliny (a/lW=0.70). Warto zauwazy¢, ze dla przypadku piyt za-
wierajacych pekniecia normatywne (a/W=0.50), po osiggnieciu
pewnego poziomu obcigzenia zewnetrznego, obserwuje sie niemal
statq warto$¢ poziomu wigzéw wobec rosnacej wartosci catki J.

CCSP(BT) p.s.o. W=40mm b CCSP(BT) p.s.o. W=40mm
a) E =206000MPa o, = 315MPa ) E =206000MPa o, = 315MPa
o, /E =0.00153 ——a/W=0.05 o, /E =0.00153 —o— a/W =0.05

—e— a/W =0.20
—2— a/W =0.50
—%—a/W =0.70

—e— a/W =0.20
—4— a/W=0.50
—*— a/W =0.70

v=03 n=3.36
Oy exf Oz ex = 0.00

v=03 n=3.36
Oy exdOzz o = 0.50
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Rys. 6. Wptyw wzglednej diugosci peknigcia na rozktad krzywych J-
Q dla ptyt CCSP(BT) dla réznego ilorazu naprezen rozciggajacych
Oyy_ext/ O2z_ext= o1/ 022 — materiat silnie sie umacniajacy.
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Rys. 7. Wptyw wzglednej dfugosci pekniecia na rozktad krzywych J-
Q dla ptyt CCSP(BT) dla réznego ilorazu naprezen rozciggajacych
Oyy_ext/ O2z_ext= 011/ 022 — materiat stabo sie umacniajgcy.

Zatem jak sie okazuje wptyw wzglednej dtugosci pekniecia na
krzywe J-Q w ptytach CCSP(BT) nie jest jednoznaczny, zalezny jest
od stopnia umocnienia materiatu oraz ilorazu zewnetrznych obcia-
zen rozciagajacych c11/c22. Podobnie mozna powiedzie¢ o wptywie
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granicy plastycznosci. W przypadku krétkich szczelin i ptyt wykona-
nych z materiatu silnie sie umacniajacego, krzywe J-Q zmieniajg
charakter przebiegu (rys. 8). Najnizsze wiezy ptaskie dla pewnego
zakresu ilorazu o11/c22 charakteryzujg ptyty wykonane z materiatow
opisanych niskg granica, plastyczno$ci. Jednakze wzrost obcigzen
$cinajacych, a zatem wzrost ilorazu o11/c22 powoduje, ze najnizsze
wiezy przypisa¢é mozna plytom wykonanym z materialu wysoce
wytrzymatego. Dla przypadku o11/c22=1.50 obserwuje sie ciggty
zmiane charakteru krzywych J-Q, a poziom wiezéw z wysokiego na
niski zmienia sig wraz z rosnacym obcigzeniem zewnetrznym,
wyrazonym catkg J. Dla przypadku ptyt zawierajacych diugie pek-
niecia, ktore wykonane sg z materiatu stabo sie umacniajacego (rys.
9), najnizsze wiezy charakterystyczne sg dla ptyt wykonanych z
materiatow opisanych niskq granicg plastycznosci, przy czym wzrost
granicy plastyczno$ci oznacza wzrost poziomu wiezéw ptaskich.
Zaznaczy¢ nalezy, ze w tym przypadku poziom wiezéw rosnie wraz
ze wzrostem udziatu naprezen $cinajacych powierzchnie peknigcia-
czyli ze wzrostem ilorazu o11/c22 (rys. 9).
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Rys. 8. Wptyw granicy plastycznodci na rozktad krzywych J-Q dla
ptyt CCSP(BT) dla roznego ilorazu naprezen rozciggajgcych

Oyy_ext/Ozz_ext= 011/ 022 — materiat silnie sie umacniajacy, a/W=0.20.

Analizujgc wptyw wykfadnika potegowego na rozktad krzywych
J-Q (tys. 10), zaznaczy¢ nalezy, ze dla ilorazu c11/622=0, poczatko-
WO najnizszy poziom wiezdw obserwu;j sie dla ptyt CCSP(BT) wyko-
nanych z materiatéw silnie sie umacniajacych — n=3.36. Wzrost
obcigzenia zewnetrznego sprawia, ze spada poziom wiezéw w
ptytach wykonanych z materiatéw stabo sie umacniajgcych — n=20.
Jednakze wzrost udziatu naprezen $cinajacych powierzchnie pek-
niecia — czyli wzrost ilorazu c11/o22, sprawia, ze poziom wigzow
ptaskich rosnie, jednakze w przypadku ilorazu c11/622>1.0, nastepu-
je zmiana charakteru krzywych J-Q. Wnioski te dotycza ptyt zawie-
rajgcych bardzo krétkie szczeliny — a/W=0.05 (rys. 10). W przypad-
ku ptyt CCSP(BT) zawierajacych szczeliny normatywne — a/W=0.50
(rys. 11), przy ilorazie obcigzen zewnetrznych c11/62221.0, obser-
wuje sie niemalze brak wptywu wykfadnika potegowego n na roz-
ktad krzywych J-Q. Dla przypadkéw mniejszych ilorazéw obcigzenia
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zewnetrznego o11/622<1.0, poziom wigzdw geometrycznych maleje
wraz ze spadkiem ilorazu o11/c22, a najnizsze wartoci naprezen Q
charakterystyczne sq dla materiatow silnie sie umacniajgcych.
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Rys. 9. Wptyw granicy plastycznosci na rozktad krzywych J-Q dla
ptyt CCSP(BT) dla roznego ilorazu naprezeri rozciggajacych
Oyy_ext/ Ozz_ext= 011/ 022 — materiat stabo sie umacniajacy, a/W=0.70.

a) E/\(;VS-P((‘)B& F\’N‘Sf)‘zlomm n=3.36 b) E/(SVSE((?(I% ;\)NS;OIAOmm n=336
=0, = o n=5 =0. = ——n=5
E = 206000MPa = E = 206000MPa :
V=03 o,=500MPa = ::;g V=03 o,=500MPa = ::;g
o/E = 0.00243 o,/E = 000243
Oy exf/Tzz o0 = 0.00 Oy ox/Oz o = 0.50
3 .
24 2
1] 14
o o

2 —

-2 T T T 1 L
1200 1600 2000 0 400 800 1200

0 400 800
J [kN/m] J [kN/m]
CCSP(BT) ps.o. o n=336 CCSP(BT) ps.o. o n=336
C) alW =005 W =40mm ne d) a/W =005 W =40mm ne
E = 206000MPa e n= 10 E = 206000MPa e n= 10
v=03 o,=500MPa a—n= v=03 o,=500MPa a—n=
—%—n=20 —%—n=20

6,/E = 0.00243
Oy end Oz en = 1.00

,/E = 0.00243
Oy extOzz ot = 1.50

0 2(‘]0 ‘ 4‘(‘1)(][“‘\‘/:1(‘}0 ‘ 8(‘]0 ‘ 10‘00 0 ‘ 5&0 kN
Rys. 10. Wptyw wykfadnika potegowego na rozktad krzywych J-Q
dla ptyt CCSP(BT) dla réznego ilorazu naprezefh rozciggajgcych

Uyy_ex/ Ozz_ext=O1 /o2 — a/W=0.05.
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Réwniez bezposredni wptyw ilorazu naprezen rozciggajacych
o112z na rozktad krzywych J-Q nie jest jednoznacznie zdefiniowa-
ny w przypadku rozwazania geometrii ptyt CCSP(BT) — rys. 12. W
przypadku szczelin krétkich, a/W=0.20, (rys. 12a, b) najnizszy po-



ziom wiezéw obserwuje sie dla niskich warto$ci ilorazu o11/c22.
Wzrost udziatu naprezen $cinajacych powierzchnie peknigcia jest
jednoznaczny ze wzrostem poziomu wigzow ptaskich, jednakze po
osiggnieciu pewnego poziomu obcigzenia zewnetrznego, wiezy
ptaskie dla przypadku ilorazu o11/c2:21.0 ponownie zaczynajg
spada¢. Dla przypadku szczelin dtugich (a/W=0.70), poziom wigzow
ro$nie wraz ze wzrostem ilorazu o11/c22, a charakter krzywych J-Q i
ich utozenie, sg w zasadzie niezalezne od stopnia umocnienia
materiatu.
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Rys. 11. Wptyw wykfadnika potegowego na rozktad krzywych J-Q
dla ptyt CCSP(BT) dla réznego ilorazu naprezenh rozciggajacych
Uyyfex/ Ozz_ext= 011/ 022 - a/W=0.50.

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiona zostata charakterystyka pol napre-
zen przed wierzchotkiem pekniecia dla kwadratowej ptyty zawieraja-
cej centralne pekniecie, poddanej dwuosiowemu rozcigganiu — plyta
CCSP(BT). W pracy zaprezentowano szczegoly obliczen nume-
rycznych, a takze dokonano pordéwnania stanow naprezen dla wy-
branych ptyt poddanych jednoosiowemu rozcigganiu oraz ptyt pod-
dawanych dwuosiowemu rozcigganiu. Pola naprezen analizowano
pod katem réznicy pomiedzy rzeczywistym rozwigzaniem nume-
rycznym MES oszacowanym w programie ADINA dla piyt
CCSP(BT), a rozwigzaniem HRR wyznaczonym dla materiatu ptyty
dla pierwszego sposobu obcigzenia.

Przeprowadzona analiza numeryczna pozwolita oceni¢, jak
zmienia si¢ poziom ptaskich wiezéw geometrycznych, wyrazonych
za pomocg, naprezen Q, wraz ze zmiang geometrii elementu kon-
strukcyjnego (poprzez zmiane wzglednej dtugosci pekniecia a/W),
charakterystyki materiatowej (zmiana granicy plastycznosci oraz
wyktadnika umocnienia w prawie R-O) oraz ilorazu zewnetrznych
naprezen rozciagajacych - c11/c22. Wyciagniete w niniejszej pracy
whnioski wskazuja, na niejednoznaczng zalezno$¢ poziomu wiezéw
geometrycznych od wyzej wymienionych czynnikéw — fakt ten spo-
wodowany jest ogromnym wplywem ilorazu naprezen rozciagaja-
cych dziatajacych na probke - o11/c22. Jednoznacznie mozna okre-
§li¢ jedynie wplyw ilorazu c11/G22 na poziom wiezdw — im wigksza
warto$¢ o11/o22, tym wiekszy poziom ptaskich wigzéw geometrycz-

nych, jednakze w przypadku bardzo krétkich i diugich szczelin, po
przekroczeniu okres$lonych pozioméw obcigzenia zewnetrznego,
wnioski te nie s prawdziwe.

Zaprezentowana prac hie wyczerpuje tematyki wiezéw ptaskich
dla ptyt kwadratowych z centralng szczeling poddanych dwuosio-
wemu rozcigganiu. W najblizszym czasie autor pracy zamierza
opublikowaé rozszerzone wyniki obliczert numerycznych, wraz z ich
aproksymacjami.
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Rys. 12. Wptyw ilorazu rozciggajacych naprezen zewnetrznych
O'yy_ex/O'zz_(—:*xt= o11/o22 na rozktad krzywych J-Qdla pfyt CCSP(BT)
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CHARACTERISTIC OF THE STRESS
FIELDS NEAR CRACK TIP FOR
CENTER CRACKED SQUARE
PLATE IN BIAXIAL TENSION

Abstract

In the paper the stress field near front of crack for
center cracked square plate in biaxial tension was pre-
sented. The paper presents the details of numerical
calculations, and also the comparison of states of stress
for plates subjected to uniaxial tensile and plates to be
in biaxial tension. The influence of the crack length,
material characteristic and the level or type of external
load were discussed.
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