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DYDAKTYCZNA PREZENTACJA PROBKOWANIA
SYGNALOW OKRESOWYCH

Przedstawiono dydaktyczng prezentacje probkowania przebiegdbw okresowych
o0 ograniczonym pasmie. Obliczenia numeryczne wykonano w programie Mathcad.

1. WPROWADZENIE

Sumujac sktadowsa stata oraz K harmonicznych otrzymamy sygnal okresowy
s(t) o okresie T i czestotliwosci podstawowej f; = 1/T. Pasmo jest ograniczone do
finax, MocC sygnatu jest skonczona. Sygnat s(t) o nieskonczonym czasie trwania nie
zawiera sktadowych widma o czgstotliwosciach przekraczajacych fi.x = K/ T.
=K-0,=K-2-n-f,, f,=1/T

max

K
s(t)=a7°+z [ak-cos,(k-o)1 ‘t)+b,-sin(k- o, ~t)} , ®©
k=1

to+T to+T
= j s(t)-cos(k- @, -t)-dt, bk:¥~ j s(t)-sin(k-©,-t)-dt , f, =K-f;=K/T
) )

Widmo dyskretne sygnatu okresowego s(t) przechodzi dla okresu T— oo w
widmo ciggle. Przyjmujemy ze, pasmo jest ograniczone i energia sygnatu jest
skonczona.

S(t):ﬁ._(,;.‘ doo-:[os(t)exp[j-w(t—r)}-dr ., S(jw)=0 dla |o|>o,,

Omax

s(t)=i~ j exp(jm-t)-d(n-Ts(r)exp(—j-w-r)odﬂ::i- j S(jo)-exp(j-o-t)-do

—Omax ~®max

Omax

Probkowanie sygnalu w dziedzinie czasu jest podstawa cyfrowego
przetwarzania sygnatow i teleinformatyki cyfrowej. Sygnat analogowy s(t)
przeksztatcany jest na cigg probek przy danym kroku czasu At. W przypadku
probkowania rownomiernego w czasie czestotliwos¢ probkowania fg jest stata
irowna 1/At.

{s(n~At)}={sn}={...,s_3 2S5 »8 1580581557583 ,} , fg=1/At (1)
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Czestotliwos¢ probkowania fs dwukrotnie wigksza od czgstotliwosei i, nosi
nazwe czestotliwosci Nyquista fy =2-f . . W okresie K-tej harmonicznej rownym

T/K pobieramy dwie probki sygnatu s(t).

2. OBLICZENIA NUMERYCZNE

Sygnat s(t) moze zosta¢ odtworzony w dziedzinie czasu na podstawie probek
lub przedstawiony jako suma harmonicznych.

Mormal “ | arial CE vl1z || B I U |E=EE=E Zi= A ] x= [H<E T ap W
Dana jest funkcja f(t) okresowa o okresie T T:=0.01 t=0 T 5T
T Te00 "
f(t) = if[t T.if[t = U.4-T.5-1.if[0.4-T <t=06T,2, E-Mﬂ.f(t—ﬂ} _g
T 0.4 TOL =10
. Funkcja okresowa f(t)
2
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Czas w milisekundach
K:=8 k=0.K Wzory dla wspolczynnikow szeregu Fouriera, calkowanie:
_2m 1 5 (T _ . 2 (T

®1= =7 ak= T f(t)-cos(k-wq-t) d by = = | f(t) -sin{k-o1-t) d
Ograniczamy widmo do: 0 0

fmax = K-fy aq = -0.916458 K ) . . N

s(t) = %-aqu Z {ak-cos(k-o1-t) + by-sin(k-oq-t))

J(ag)?+(bg)? = 0.005483 k=1

Sygnat s(t) moze zosta¢ doktadnie odtworzony na podstawie ciggu probek jesli
czestotliwos¢ probkowania fg >fy =2-f,, . Czestotliwos¢ probkowania fs jest co
najmniej rowna podwojnej maksymalnej czgstotliwosci widma.

Kolejne probki s(n-At) sg mnozone przez funkcje o,(t)

© 2-f e SN[ @ (t=1-AD | 1 sin[ 27 £, (t-0-AD | L
o, (t)= . =—- s e p—
" f O (t—0-At)  fg m-(t—n-At) STAt
2 t
. sin ‘M| ——n )
sm[2-n~fmax~(t—n~At)J fq At

o, (t) = -
t N E N



Dydaktyczna prezentacja probkowania sygnaléw okresowych 245

sumowane i otrzymujemy pierwotny sygnat s(t)= Y s(n-At)- o, (1) )

n=-—o

Probkujac z czgstotliwo$cia Nyquista fg = fy =2-f,, =1/At otrzymamy

sin{n-(t—nﬂ
LA ) ! 3)

s(t)= D s(n-At)- o, (t)= D s(n-At)- . , Atzzf
n=—oo n=-—oo P .(_n] ! max
At

Sygnat s(t), suma K=8 harmonicznych
25
2
s(t) 1.5 // \\ // \\
1 W e W ™,
05 P S P S
o d ~Ll N
0 0.0025 0.005 0.0075 0.01 0.0125 0.015 0.0175 0.02
Czestotliwosé probkowania: fg = 2.26-fyax ~ Krok czasu: A= fl i~ T -
| 2fmax () s 2000
1250 sin fs “'E| E -n ‘
s1) = 3’ s(n-at)- ~ R At = 0.000553
n=-1250 1T| At "_J Probki s(n-At) 1250.At = 0.691372
Sygnat s(t) odtworzony z probek
25
2
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Rys. 1. Odtwarzanie sygnatu z probek s(n- At)

Ograniczajac sumowanie do n==1250 przyjmujemy, ze sygnal s(t) o
nieskonczonym czasie trwania jest rowny zero dla [t| > 1250-At, energia sygnatu
jest skonczona. Dla przyjetych warto$ci, pomimo zerowania dla |t| > 1250-At,
warunek ograniczenia widma jest praktycznie spetniony.

Przy przyblizeniu sygnatlu okresowego s(t) sumg harmonicznych

K
SK(t)=a7°+Z[ak-cos(k~oal-t)+bk~sin(k-ml~t)J, o, =2-n-f, f=1T
k=1

1 T
5:?'[0 [s() s (D]’ -dt >0 dla K—oo
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sredni btagd kwadratowy jest najmniejszy jesli wspolczynniki ay, by sg okreslone
wzorami podanymi w wprowadzeniu, btad dazy do zera dla K— oo,

Rozwazmy sygnat okresowy s(t) o skonczonej szerokosci pasma do f,,x , suma
harmonicznych jest ograniczona do K-tej harmoniczne;j.

K
s(t) =%°+Z [a,-cos(k o, ) +bysin(k-@, )], = K-f, =K/T
k=1
“4)

T T
a, =%~js(t)~cos(k-oa1 -t)-dt, b, :%-js(t)-sin(k-os1 ‘t)-dt, o, =K o,
0 0

Sygnat s(t) jest jednoznacznie okreslony za pomocg wartosci (probek) w 2N
dyskretnych chwilach czasu t, nalezagcych do jednego okresu T. Okres T dzielimy
na 2N krokéw czasu At. Przyjmujemy N = K.

T
{t, =n-At} {t0 =0,t;,t,,..., by _T} , n=0,1,2,3,....2N , At_2~N
{s(n-At)}z{sn}z{so 28158y »eer Son_1s SoN } .t —n-At=n.—— , T :1/A‘[:2~E
2-N T

Wartos¢ sygnatu s(t) w dowolnej chwili czasu jest okreslona przez wartosci
(probki) w dyskretnych 2N chwilach czasu. Obliczymy warto$ci probek s, , sygnat
jest okresowy sp = son.

s(t,) =a70+2 [ak-cos(k-ool-tn)+bk-sin(k-col~tn)J, n=0,1,2,....2N -1, 2N

k=1
K=N
a, 2n . 2n T
S =—+ a,-cos| k-=—n-At |[+b,-sin| k-=—n-At ||, At=——, s,=5 5
T O 0| AP S
a, &N T ) T .
s, =—2+ Z a,-cos| k-—n [+b,-sin| k-—n ||, s, —probki, n=1,2,...,2N
2 & N N
Dla K = N niewiadomymi sg wspotczynniki ao, a1, by, ay, by, as, bs, ..., an.1, bai,
an. Liczba niewiadomych wspotczynnikoéw szeregu Fouriera jest 2N, liczba rownan

jest 2N.
Sumujemy réwnosci stronami, obliczamy aj
2N 2N a K=N P P
DSy =212+ > |acos| k-—n |+bsin| k-—n ||}, sy=s,y=s(t=T)
n=1 o2 i N N
2N a K=N 2N I 2N I
an=2-N-—0+Z ak~Zcos k-—n +bk~Zsin k-—n
ol 2 i o N ol N
Zastosujemy tozsamos¢ trygonometryczng i obliczymy, ze suma cosinusow jest
réwna zero.
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N o N e
;cos( -E-n]—;cos(n-a) , a=ke

%COS(H,Q)_ Si“[(2N+0~5)'0€}_l_sin(k~2n+0.5~oc)_l_
~ B 2-sin(0.5-a) 2 2-sin(0.5-a) 2

Suma sinusow jest takze rowna zero, sktadowa stata sygnatu s(t) jest rowna:
2N

a _ 1 6
SSRERY ;Sn (6)

Rozwigzujac uktad 2N réwnan o niewiadomych wspotczynnikach ay, by
otrzymamy:

K
s(tn)=a70+z[ak-cos(k-w1~tn)+bk~sin(k~col~tn)J, n=1,2,...,2N
=1
a, & n . n et
s, =—-+ Z a,-cos| k-—n [+b,-sin| k-—n ||, s, —probki (7)
= N N
1 & T 1 n
a,=—-) sycos|k-—n| , b =—-> s, sinfk-—n
NgTt ( N j KN ; N

Przyktadowo dana jest funkcja s(t) okresowa o okresie T jako suma sktadowej
statej oraz K=10 harmonicznych. Funkcja s(t) jest jednoznacznie okreslona
wspolczynnikami ay, by.

Sygnat analogowy s(t) okreslony jest w dowolnej chwili czasu. Widmo sygnatu
s(t) jest ograniczone do czestotliwosci K-tej harmoniczne;.

Marmal « | &rial vlio v B I U | |EEE Ei= B A x= 2 <F F1 ap W
Funkcja okresowa o widmie ograniczonym do K=10 harmonicznych
2.7
10 0q = ? T=0.001
s(t) == 5.34162 + ak-cos(k-oq-t) + bg-sin(k-oq-t))
211( tort leort k=1.2.10

(a1 ag a3 a4 a5 ag ay ag ag a1u“7‘-" 10 5 278 271 0 13 09 0 25 486
by by b3 by bs bg by bg by byg) 125 31 789 0 01 0 0 6 425 0 )

Funkcja okresowa o okresie T
50 T T T T T T T

st 20
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t-1000
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Rys. 2. Sygnat analogowy s(t), suma K=10 harmonicznych i sktadowej statej,

dane sg wspotczynniki ay, by
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Obliczamy probki funkcji s(t) w dyskretnych chwilach t, = n'At, w okresie T
jest 2N probek.

Przyjmijmy, ze danych jest 2N probek funkcji s(t). Obliczamy wspotczynniki
szeregu Fouriera na podstawie danych probek.

Dane sa 2N probki, obliczamy warto$é srednia oraz wspétczynniki a[k , b[k

N =11 At::% ni=1.2.2N tn = n-At . 1 2N )
. = — s(t
0- gy 2 St S = 5.34162
n=1
1 2N RN 1 2N RN
ay = —- s(ty)-cos| k-=-n bk = —- s(ty)-sin| k-=n
k=N 2 ‘ (tn) ‘ N H ST |-\_ (tn) ‘ H
n=1 n=1
“’a1 ap a3 a4 as ag ay ag ag 310“7 T [2[3 456789 [10
o1 5 b5 5 s b 0 on 0 v PR 01 i

Rys. 3. Przyktad obliczenia wspotczynnikéw szeregu Fouriera przy danych probkach
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EDUCATIONAL PRESENTATION OF SAMPLING OF PERIODIC SIGNALS

Shows the didactic presentation of the periodic waveform sampling with limited
bandwidth. Numerical calculations were performed in Mathcad.



