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Rozszerzona metoda oceny niepewnosci
posrednich pomiarow wieloparametrowych

| uktadow do tych pomiarow
CzesC 1. Wphyw koreladji I niepewnosc funkdji przetwarzania -
zaleznoscl podstawowe
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Streszczenie: Dwuczesciowa praca przedstawia dotychczasowe wyniki prac autoréw dotyczgce
wyznaczania niepewnosci posrednich pomiarow wieloparametrowych. W niniejszej czesci 1.
omadwiono zaleznos¢ wspdtczynnika korelacji dwu wielkosci od wzglednego stosunku ich odchylen
od estymatoréw menzurandu o niepewnosciach typdw A i B oraz zaleznos¢ macierzy kowariancji
posrednio wyznaczanego menzurandu wyjsciowego przy skorelowaniu wielko$ci menzurandu
wejsciowego. Zaproponowano szerszy model matematyczny niz rekomendowany w Suplemencie

2 Przewodnika GUM. Uwzglednia on niepewnosci i korelacje zaréwno mierzonych wielkosci
wejsciowych jak i ponadto parametréw funkciji ich przetwarzania. Moze stuzy¢ do oceny doktadnosci
nie tylko samych pomiaréw wieloparametrowych ale i uktadow realizujgcych takie pomiary.

W czesci 2. zostanie omowiony przyktad zastosowania modelu rozszerzonego do opisu posrednich
pomiardw parametréw dwajnika poprzez czwornik pasywny z uwzglednieniem niepewnosci

i skorelowania jego elementdw.

Stowa kluczowe: pomiary w
0 niepewnosciach typow A oraz B, niep

)sci funkdji przetwarzania

1. Wprowadzenie

W 1993 r. w miedzynarodowym przewodniku wyznacza-
nia niepewnosci pomiaréw o angielskim akronimie GUM [1]
wprowadzono nowe pojecie ,niepewno$¢” do oceny doktadno-
$ci pomiaréw. Pojawita sie wowczas niejednolito$é z dotych-
czas stosowanym opisem doktadnosci przyrzaddéw, urzadzen
i systeméw pomiarowych przez bledy pomiarowe. Producenci
aparatury pomiarowej podaja nadal maksymalny dopusz-
czalny blad przyrzadu MPE (ang. mazimum permissible
error) [3]. Przy zalozeniu réwnomiernego rozkladu odchy-
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lent od estymatora wartosci mierzonej, z przedzialu + tego
bledu wyznacza si¢ odchylenie standardowe jako sktadowa
niepewnosci typu B pomiaréw tym przyrzadem.
Rekomendowana w Suplemencie 2 [2] do przewodnika
GUM metoda wyznaczania niepewnosci pomiaréw posrednich
wieloparametrowych powstala gléwnie z potrzeby jednolitego
opisu doktadnoéci pomiaréw w obszarze miar i innych pomia-
réw laboratoryjnych. Jednak dotyczy ona tylko przypadkow,
w ktérych funkcje przetwarzania wynikéw tych pomiardéw
realizuje sie obliczeniowo z doktadnoscia o niepewno$ciach
zwykle pomijalnych w praktyce, czyli wystarczajaco doktad-
nie [5]. Metoda ta nie obejmuje wielu posrednich pomiaréw
wieloparametrowych realizowanych catkowicie instrumen-
talnie przez wyspecjalizowane wieloparametrowe przyrzady
lub systemy pomiarowe. Ich doktadnosé zalezy zardéwno od
niepewnosci i korelacji wielkosci bezposérednio mierzonych na
wejéciu, jak i od nierozpatrywanych dotychczas niepewno-
$ci parametréw ukladu realizujacego funkcje przetwarzania
pozyskiwanych danych oraz od parametréw toréw przesylu
sygnaléw. Pierwszy z autoréw zainicjowal w [8] opracowa-
nie takiego rozszerzenia metody podanej w Suplemencie 2,
aby za pomoca niepewnosci, mozna bylo jednolicie szaco-
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waé dokladnos$é¢ wieloparametrowych pomiaréw posrednich
wykonywanych zaréwno kilkoma osobnymi przyrzadami
z obliczeniami realizowanymi zewnetrznie, jak i wyspecjali-
zowanych zintegrowanych instrumentalnych ukladoéw i sys-
teméw pomiarowych realizujacych w pelni calty proces tych
pomiaréow. Wplyw korelacji wielkoSci bezposrednio mierzo-
nych oméwili autorzy szczegélowo [9-13]. Ponizej przedsta-
wia sie rozszerzona metode oceny niepewnosci, ktéra w opisie
doktadnosci wynikéw posrednich pomiarach wieloparametro-
wych uwzglednia zaréwno niepewnosci i korelacje multimen-
zurandu mierzonego na wejsciu.

2. Podstawowy model matematyczny
posrednich pomiarow
wieloparametrowych

Estymatory ¥, y,, .., ¥,, wartosci elementéw (ang. observables)

mierzonego posrednio m-wymiarowego menzurandu Y = [Y,

Y,, .., Y T wyznacza si¢ z estymatoréw 1, ,, ..., 2, mierzonych
bezposrednio n-wielkosci menzurandu X = [X, X, .., X | wg
ogdlnego wzoru [2]:

Y = F(X) 1)

gdzie: F(X) — wielowymiarowa funkcja przetwarzania menzu-
randu X w okreslonych warunkach wptywajacych na pomiary.

W metodzie podanej w Suplemencie 2 przewodnika GUM
funkcje F(X) traktuje sie jako dokladna. Dotyczy to przypad-
kéw, gdy operacje przetwarzania wynikéw pomiaréw X wyko-
nywane sa z odpowiednio duza precyzja, np. na komputerze
zewnetrznym lub tez zastosowanym w systemie pomiarowym.

Niniejszy tekst dotyczy przetwarzania wynikéw pomiardw.
Dalej beda wiec stosowane estymatory z, Y, wartosci X, Y,
i=1,...,n, j=1,...,m parametréw metrologicznych elementéw
menzurandéw X, Y.

Niewielkie przyrosty Az, i ij liczone jako odchylenia od esty-
matoréw Y (dawniej zwane bledami pozornymi) powiazane sa
macierzowg zaleznoscia liniowa wynikajaca z rézniczki zupelnej:

AY = %- AX(X) = S(X)- AX(X) @)

P B I R
gdzie: S = = ,

St Sun] | n  Yu

| 9z, " Oz, |
czyli
Y,
i = aix? (2a)

i

Przyrosty Az, i Ay, pojedynczych wartosci elementéw menzu-
¢ J

randéw X i Y sa liczbami mianowanymi. Natomiast przy opisie
doktadnoéci przyrzadéw i uktadéw pomiarowych czulosci Sﬂ,
zdeterminowane i losowe odchylenia Az, ij oraz niepewnosci
U, U, S funkcjami zaleznymi od wartosci . Propagacje niepew-
nosci w poérednich pomiarach wieloparametrowych opisuje sie
tacznie dla wszystkich wielkosci macierzowo. Z rézniczki zupelnej
wielowymiarowego réwnania (1) wynika zaleznosé (3):

U, = S(X)- U(X)-S(X)" 3)
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w ktorej U,, U, sa macierzami kowariancji menzurandéw
X i Y. Ich elementy wyznacza si¢ dla estymatoréw =, i Y,
wszystkich wartosci X i Y/ obu menzurandéw. Macierze te

sa nastepujace:

2
Uy s Pointhp Uy
Uy = ) (3a)
2
pznluznuzl M uzn
2
Uy v Pty Uy,
U, = (3b)
2
pylmuym’u‘yl ne uym

Wariancje, jako kwadraty standardowych niepewnosci u,
u, znajduja sie na gtéwnych przekatnych obu macierzy kowa-
riancji, za§ wspétezynniki korelacji p , (4, k=1,...,n, i#k) oraz
Py (4, 1=1,...,m, j#I) wystepuja w wyrazach niediagonalnych
symetrycznie wzgledem tych przekatnych jako iloczyny z nie-
pewnosciami. Wspotezynniki te maja istotne znaczenie, gdy
oszacowane wartosci i niepewnosci menzurandu Y beda nastep-
nie uzyte wspolnie.

W opisie dokladnosci wielu przyrzadow i ukladéw pomia-
rowych stosuje si¢ tez niepewnosci wzgledne u . Przyrzady
cyfrowe i przetworniki o liniowej charakterystyce) maja stala
czulo§¢ S w calym zakresie pomiarowym (X, X, ). Modul
ich maksymalnego dopuszczalnego bledu MPE [3] mozna
przedstawié¢ jako sume, tj.:

| Xi|111ax: |AX[U| max + |A(X[7Xl-0)|max = |AX1-U|nmx +8S,'(X77 7)(7,'“)'
. . . A% = [AXio] 0
gdzie: X, jest poczatkiem zakresu dla X; &s; = X X
i i0

Przy zalozeniu réwnomiernego rozktadu odchylen w prze-
dziale +£|A | . 7z odchylenia standardowego wyznacza sie dla
przyrostéw (X —X,,) sygnatu wyjsciowego lub odczytu przyrzadu
lub kanalu pomiarowego wzgledna niepewnoscé
1
Urelimax = ﬁgsi = 5X1.~

Przez proste podstawienia w calym pomiarowym zakre-
sie otrzymuje sie dla niepewnosci réwnanie (4) podobne do (3) [6]:

U, = 8,(X) Upy(X) - 8% @)
9y, x,
w ktérym Ss(X) = i flai= 1, .., noraz j=1, .., m,
dz, Y;
a Uy,, Uy, — to macierze kowariancji.

Uy S = uyj
? Yi
i i

Niepewnosci wzgledne (3;1 = znajduja sie

w tych samych miejscach w macierzach U, ,, U, jak niepew-
nosci bezwzgledne u u, W macierzach U, U,. Mozna tez
niepewnosci bezwzgledne odnosi¢ do zakresu oraz stosowac
wzory niejednorodne, aby z nich, np. wyznacza¢ bezposrednio
niepewnosci wzgledne lub vice versa.

W ogélnym przypadku posrednich pomiaréw wieloparame-
trowych, poprzez przetworzenie danych pomiarowych wielkosci
X, jako elementéw menzurandu X, wyznacza si¢ estymatory
wartosci y, oraz estymatory ich niepewnosci u, i wspOlczynni-
kéw korelacji p , (j, I=1,...,m, j=l) dla wszystkich elementow
menzurandu Y. Otrzymuje si¢ je po przetworzeniu wielokrotnie
powtérzonych surowych wartosci obserwacji pomiarowych uzy-
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skanych w danych warunkach otoczenia przyrzadéw i otocze-
nia obiektu mierzonego, stalych lub zmieniajacych sie, w tym
w okreslony sposéb. Znane, niepozadane wplywy koryguje sie
przez poprawki. Tak skorygowane dane pomiarowe traktuje sie
juz jako losowe i przetwarza sie je statystycznie.

Dla przejrzystosci dalszego wywodu przytoczy sie pokrotce
zasady oceny dokladnosci pomiaréw wg przewodnika GUM
[1]. Do tego celu stuzy niepewnosé rozszerzona U(P) o okreslo-
nym prawdopodobienstwie pokrycia P, np. 95% lub 99%. Jest
to polowa szerokosci symetrycznego przedzialu wokél estyma-
tora wartosci mierzonej, np. wartosci Sredniej dla obserwacji
w probee. Jedli funkcja rozkladu gestosci prawdopodobienstwa
jest znana, np. funkcja Gaussa dla rozktadu normalnego, to nie-
pewnos¢ rozszerzona U wyznacza sie analitycznie z odchylenia
standardowego $redniej z danych prébki i wspétezynnika roz-
szerzenia k, dla okreglonego P. Dla rozkladéw danych pomiaro-
wych otrzymywanych eksperymentalnie niepewnos¢ rozszerzona
U wyznacza si¢ numerycznie metoda Monte Carlo wg Suple-
mentu 1 do GUM.

Dla kazdej wielkosci mierzonej bedacej elementem multimen-
zurandu podstawa do wyznaczenia niepewnosci rozszerzonej
U jest wg GUM [1] niepewnos$¢ standardowa u zdefiniowana
jako odchylenie standardowe rozktadu wypadkowego dla splotu
dwoch statystycznie niezaleznych rozkladéw odchylen od esty-
matora wartosci tej wielkosci o standardowych niepewnosciach
typu A i typu B, oznaczonych odpowiednio jako u, i u,. Pierw-
szy 7 tych rozkladéw opisuje statystycznie rozrzut eksperymen-
talnie otrzymanych wartosci obserwacji pomiarowych. Drugi jest
rozktadem hipotetycznym, ktéry randomizuje przewidywane
zmiany wynikéw réznego pochodzenia, czyli dodatkowe odchy-
lenia, w tym zwykle stale albo wolnozmienne w trakcie kolejnego
eksperymentu gromadzenia wynikéw pomiaréw, lecz nieznane co
do wartosci. Odchylenia te moga pojawiac sie jako losowe w diu-
gim okresie uzytkowania przyrzadu lub systemu pomiarowego
wskutek przypadkowo zmiennych, ale dopuszczalnych warunkéw
otoczenia, innych niz przy kalibracji przyrzadu i w pomiarach
kontrolnych oraz jako skutek zmian wewnetrznych parametréw.
W modelu matematycznym zastosowanym w GUM [1] przy-
jeto zalozenie, Ze zbiory wartosci opisanych oboma rozkladami
odchylen typu A i B sa nieskorelowane, gdyz tak zwykle jest
w praktyce. Wéwcezas dla kazdej wielkosci mierzonej z, standar-
dowa niepewnos¢ u, rozktadu wypadkowego jako ich splotu i jej
skladowe wu,; i u,, jako odchylenia standardowe obu rozktadéw,
sa suma geometryczna;

u; = \/uf\f + u123i (5)

Estymator x, wartosci X, i jego niepewnos¢ sktadowa u,,
wyznacza sie statystycznie z prébki danych, np. jako wartosé
$rednia dla rozkladu normalnego [1] lub inng dla znanych roz-
kladéw [7].

Niepewnos¢ skladows u,, szacuje si¢ za$ na podstawie subiek-
tywnej wiedzy o przewidywanych zakresach i rozktadach wiel-
kosci wpltywajacych oraz ich oddzialywaniach. Wprowadzenie
uy, jest rownoznaczne z dodaniem zbioru dodatkowych odchy-
leni. Niepewno$¢ u,, randomizuje spodziewane oddzialywania
tych wplywéw, ktorych wartosci biezace w przeprowadzanych
pomiarach nie sa znane i brakuje informacji, aby obliczy¢ dla
nich poprawki i skorygowaé¢ wartos¢ estymatora. W znanych
warunkach pracy o ograniczonym zakresie zmian wielkosci
wplywajacych, mozna przyja¢ mniejsza wartos¢ niepewnosci
sktadowej u, niz to wynika z danych producenta dla petnego
zakresu dopuszczalnych warunkéw pracy przyrzadu oraz bada-
nego obiektu [4, 7].

W pomiarach wieloparametrowych, z danych pomiarowych
wyznacza si¢ niepewnosci u, . dla kazdej z bezposrednio mie-

1

rzonych wielkosci z; menzurandu X. Dla danych mierzonych
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zbyt gesto uwzglednia si¢ autokorelacje [6] oraz szacuje si¢ heu-
rystycznie niepewnosci u, . i oblicza si¢ standardowe niepew-
nosci ztozone u, wg wzoru (5). Nastepnie tworzy si¢ macierz
kowariancji U,. Rozrzuty wartosci obserwacji dla kazdego ele-
mentu z, zaleza zaréwno od wplywéw warunkéw otoczenia na
uklad pomiarowy i obiekt badany, jak i od zmian parametréow
wewngtrznych. Jesli wielkoci z, multimenzurandu sa skorelo-
wane, to ich wspoélczynniki korelacji wyznacza sie z wynikow
synchronicznie poprowadzonych pomiaréw lub z wiedzy o bada-
nym procesie. Skorelowania wystepuja dla zbioréw odchylen
opisanych niepewnosciami tylko jednego typu: A badz B. Ich
wspoétczynniki korelacji oznaczymy, podobnie jak niepewnosci
skladowe, odpowiednio indeksami dolnymi A i B. Elementy mul-
timenzurandu wejéciowego X w ogdlnym przypadku moga by¢
w réznym stopniu skorelowane. Dotyczy to zaréwno wspotczyn-
nika p,, jak i p,. Wplywaja one na doktadnoé¢ wynikéw pomiaru
elementéw menzurandu wyjéciowego Y wyznaczanych posrednio
z pomiaréw X. Wspotczynniki korelacji p, mozna wyznaczy¢
eksperymentalnie, jesli poprowadzi si¢ pomiary menzurandu X
tak, by obserwacje mierzonych wielkosci uzyskiwaé¢ synchronicz-
nie i w znanych chwilach. Wyniki heurystycznych oszacowan
niepewnosci typu B i wspélezynnikéw korelacji p, moga by¢
zréznicowane, gdy mierzy si¢ rézne wartosci, na réznych zakre-
sach jednego miernika lub réznymi przyrzadami pomiarowymi.
W ocenie skorelowania odchylen opisanych niepewnosciami typu
B trzeba w jak najwiekszym stopniu wykorzysta¢ pozyskana
wiedze o takich pomiarach i nawet, jesli jest to celowe, wykonaé
tez uzupelniajace eksperymenty.

Wartosci wyznaczanych pogrednio estymatoréw y, dla wiel-
koéci Y, (obserwabli) menzurandu Y oraz macierz kowariancji
U, z niepewnosciami i wspétczynnikami korelacji uzyskuje sie
ze wzoréw (1)-(4). Rozwazania na przykladzie menzurandu 2D
(n = m = 2) przedstawiono w kolejnym rozdziale.

3. Skorelowane pomiary 2D

Pomiary dwuelementowego (2D) menzurandu X = [X, X|]
sa szczegdlnym przypadkiem pomiaréw wieloparametrowych
opisywanych ogélnie wzorami (1)—(4). Stosuje sie je, gdy
kilka wielko$ci mierzonych jest ze soba powiazanych w obiek-
cie pomiarowym lub przez oddzialujace na nich wielko$ci
zewnetrzne. W pomiarach dwuparametrowych (2D) niepew-
nosci dwu wielkosci X, i X, oznaczone jako u i u, s3 sumami
geometrycznymi niepewnosci sktadowych typu A i B opisa-
nymi rownaniami:

= Uy + (6a)

_ 2 2
Uyy T Usp

£
8 o
o

|

(6b)

W ogélnym przypadku wyniki pomiaréw X, X, majg rézne
wartosci niepewnosci v, 1 u,, oraz u, , i u,,. Jedli eksperymenty
te odbywaja sie¢ w jednakowych lub podobnych warunkach wpty-
wajacych, to wielkosci mierzone X, X, moga by¢ skorelowane.
Zbiory wartosci ich odchylen opisane niepewnosciami sktado-
wymi kazdego typu, tj. v, ,, u,, oraz u,,, u,, moga by¢ wow-
czas powiazane ze soba wspélezynnikami korelacji o wartosciach
1>p, >-1 oraz 1> p, >-1. Przykladem jest tu skorelowanie
napieé¢ i pradéw mierzonych dla tego samego obiektu, w tych
samych warunkach i przy zasilaniu z niestabilizowanej sieci elek-
trycznej.

Niepewnosci i skorelowania odchyleit wielkoéci z, z, menzu-
randu 2D ilustruje rys.1.

Aby w pomiarach 2D wyznaczy¢ standardowe niepewnosci u,,
u, i wspotezynnik korelacji Pos wykorzysta sie macierzowy zapis
prawa propagacji wariancji (3) lub (4). Jesli wnioski z pomiaréw
maja dotyczy¢ warunkow badania oraz uzytkowania obiektu
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Tl ) 2
uly = uf, +udy Uy = Uza HUp

Pr

uglxy) ug(xz)

—
()| P | v ()

Pa

Xq Xz

_ Palliqlizg + Ppliiplizp
Px12 =

Uy Uy

Rys. 1. Niepewnosci sktadowe menzurandu 2D i wspétczynniki
korelaciji: p, oraz p, migdzy zbiorami odchylen obserwacji
pomiarowych obu wielkosci o niepewnosciach u, oraz zbiorami
odchylen o niepewnosciach u, szacowanych heurystycznie

Fig. 1. Uncertainties of type A and B of the 2D measurand and correlation
coefficient p, — between sets of observed data deflections of uncertainties
u, and p, — of heuristic deflections u,

innych niz podczas kalibracji przyrzadu, to oprécz niepewnosci
standardowych v, ,, u,,, wyznaczonych z biezacych rozrzutéw
wartoSci obserwacji, trzeba tez uwzglednié¢ przewidywane zmiany
niepewnosci u, ,, U,

Macierz kowariancji wg wzoru (3a) dla menzurandu 2D ma
nastepujace postacie:

2 2 2
U Uy Pty Upp F Ui Ppliglyy + Pplyplsp
w2 = = =
’ 2 2 2
Prralnllyy  Upy PallygUyy + Pplhgllyp  Upyy + Usp
2 2
Uy PallygUyy Up Pplyplsyp
= + .
2 2
PallgUyy  Ugy Pplplyp Usp (7)

Z ostatniej postaci macierzy U, we wzorze (7) wynika, ze
mozna ja przedstawié¢ jako sume

U v, . +U

a2 YA 21,28

(7a)

Na glownej przekatnej macierzy U, , wystepuja niepew-
nosci zgodne z regula sumowania wariancji wg (6a) i (6b),
czyli dla kwadratow niepewnosci typu A i typu B obu mie-
rzonych wielkosci.

Wspétezynnik korelacji migdzy wielkosciami =, i z, opisuja
wzory (9):

_ PaliglUyy + Pplipllyp  PalifUyy | Ppliglsp
Pos = = + -8

\/qu +uly \/u§ Uy, Ul Uy Uy

Jesli dla stosunkéw niepewnoéci sktadowych i standardowych

u ’U,ﬂ przyjmie s1¢ oznaczenla:

1’

U
0<k,=-"2<1,
uzl uzl

to z wzordéw (6a, 6b) otrzymuje si¢

Su o 1A=\/1_k1237 (9a)
uzl

ZLA = by = 1- K. (9b)
T2

Powyzsze stosunki niepewnoéci spetniaja warunek

2 2
(“—Bj +[“i]=k§3+k;=1, i=1,2
Ui Uy

Za$ po przeksztalceniach otrzymuje sie prostsza postaé wzoru (8)

Pria = pA\Il - ka\Jl - k223 + Py kg o

(10)

K25=0.71

k25=0.25

N
w kﬂ\%\

Rys. 2. Zaleznos$ci wspétczynnika korelacji dwu wielkosci p , ,= f(k,,, k ;) dla trzech wspétczynnikéw korelacji p,, p, sktadowych ich odchylen

o niepewnosciach typu A lub B
Fig. 2. Relations of correlation coefficient of two quantities Pyio= f(k, g
uncertainty type A or B
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k,g) for three pairs of correlation coefficients p,, p, of their deviation components with
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Zaleznosci wspolezynnika korelacji p,,, = f (kfg, k2 B) dla r6z-
nych wartoéci par wspélczynnikéw p,, p, przedstawione sa na
rysunku 2. Sa to skoénie przebiegajace i przecinajace sie plasz-
czyzny krzywoliniowe. Z analizy w [9 -13] wynika, ze najwieksza
wartos¢ wspolczynnika Pus W calym zakresie k , ma krzywa
op,=1,p,=1,¢gdy k, =k, Zbadano tez rzadziej wystepu-
jace w praktyce pomiarowej przypadki o ujemnych wspdlezyn-
nikach korelacji p, < 0, p, < 0.

Korelacja miedzy wynikami pomiaréw dwu skojarzonych
wielkosci, w tym tej samej wielkoséci mierzonej dwoma réznymi
miernikami lub na dwéch réznych zakresach, czyli o r6znych nie-
pewnosciach uy, zalezy od wartosci tych niepewnosci. Jest ona
tym wieksza, im wigksza jest niepewno$¢ pomiaru typu B w sto-
sunku do niepewnosci typu A wynikdw wielkosci mierzonych.

4. Niepewnosci sktadowe menzurandu
wyjsciowego Y

Przy stosowaniu przyrzadéw i ukladéw pomiarowych w roz-
nych warunkach otoczenia i przy réznym losowym rozrzucie
obserwacji pomiarowych moze by¢ niezbedne wyodrebnienie
wartosci niepewnosci sktadowych u, i u, dla wielkosci Y, men-
zurandu wyjsciowego Y oraz wspétczynnikéw skorelowania p,,
py, dla par odchylen tych wielkoéci. Przedstawi sig to na przy-
kladzie 2D menzurandu X = [X, X)]" o postaciach macierzy
U, ,wg (7),tj. dla

2
Uy P12l Uys
Un,z =

2
p:tl‘2u'tlu:1:2 um2

gdzie:
2 _ 2 2 2 _ 2 2
Uy = Uy T Up, Uy = Uyy + Uyp,

T

_ PalthiyUsy + Ppllplsp

uzl“z?

Prrs

Skladowe macierze kowariancji U U .. wg (7a) dla zbio-
21247 z12B
réw odchylent wielkosci wejsciowych o niepewnosciach u,, oraz

u,, (i =1, 2) wynosza odpowiednio:

 X—F(X)—Y —G(Y)—Z

Ux=Ux, +Uxp =

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

uyy Pty gty g
Ui = , (11a)
| Pty 4Us 4 Upy
_ , _
U Pplhplsyp
U,,; = , (11b)
| Pl plsp Uyp

W ogélnym przypadku w pomiarach wieloparametrowych
o dowolnej liczbie n wielko$ci mierzonych i m wielko$ciach
posrednio wyznaczanych, macierze kowariancji U, i U, mozna
przedstawié¢ jako dwie sumy:

U,=U,, + U, (12a)

Uy=Uy + Uy, (12b)

Sktadniki obu macierzy kowariancji znajduje sie po lineary-
zacji funkeji Y = F(X) przez macierz S wg wzoréw (uprosz-
czono zapis §'i U,, nie podkresla si¢ mozliwosci wystepowania
zalezno$ci od X):

Uy, =8U,,S" (12¢)

i Uy, =SUyS" (12d)

Macierz kowariancji U, menzurandu wyjsciowego mozna
wyznaczaé¢ dwojako, tj.:
— oszacowac, jak poprzednio U, = U,, + U, iz niej
bezposrednio otrzymaé U, (rys. 3a) lub
— najpierw wyznaczy¢ z macierzy U, , i U,, wyjsciowe
macierze sktadowe U, i U, (rys. 3b).

Otrzymuje sie:

Uy = SUxS"™ :S(UXA "'I'JXB)ST (13)

Uy = UYA + UYB = SUXAST + SUXBST (14)

S-Uy-S

Uy

GUM Suplement 2

I
1
1
: u%l + PxinUxiUxn UX
i PxniUxnlx1 u:%n : :
! ¥
= EELLLLLLLS S s [ o
al
T
UXA > S - UXA S
T
b.| Uxp S UxgS

| U
o S, Uy S, 2>

S- Uy -S'—=

Rys. 3. Schematy przetwarzania niepewnosci w wieloparametrowych pomiarach posrednich i dwa sposoby a, b wyznaczania wyjsciowej

macierzy kowariancji U, i jej macierzy sktadowych U, ,,

U,, wg macierzowego prawa propagacji wariancji

Fig. 3. Schemes of uncertainty processing in multi-parameter indirect measurements and two methods: a, b for determining the output covariance
matrix U, and its component matrixes U,,, U, according to the matrix law of variance propagation
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Oba sposoby sa réwnowazne. Sprawdzono to numerycznie
dla modelu o 2D menzurandach Xi Y.

Z macierzy Uyy, Uyp jako skladnikéw macierzy U, we
wzorze (14) mozna wyznaczy¢ niepewnosci skladowe elemen-
tow menzurandu wyjéciowego i wspdlczynniki korelacji zbioréw
odchylent kazdego z typéw A i B. Na przyktad dwuelementowy
menzurand wyjsciowy Y ma macierz kowariancji

2 2
Uyig T Uyp PoyallygUysq t Pyl pysp

UyL? = 2 2
Pyathyiallyss T Pyplhyiplysp Uypg T Uypp

(15)

Te macierz mozna podzieli¢ na nastepujace macierze skta-
dowe typu A i B:

UyLQ = Uy1,2A + UyLQB =

2 2
Uy 2 Pyathyi sty 4 Uy1p Pyl pUyop

= + . (16)

2 2
Pyally sty 4 Uy 4 Pyplhy15Uyop Uy

Na rysunku 3 podano schematy a i b przetwarzania niepewno-
$ci wejsciowych 1 wyznaczania wyjsciowej macierzy kowariancji
jako sumy jej macierzy sktadowych wg macierzowego prawa pro-
pagacji wariancji w pomiarach posrednich wieloparametrowych.
Ogodlnie w tych pomiarach macierz kowariancji jest suma prze-
twarzanych oddzielnie macierzy kowariancji odchylen wielkosci
wejsciowych o niepewnosciach A i B.

Przyktad. Niepewnosci menzurandu 2D w postaci sumy i réz-
nicy wielkoscei X| X,

1 1|X T
Y=SX= =[X+X, X,-X,]. (7
1 -1|| X,
Z zaleznosci (3), (6a, b) 1 (8) wynika, ze dla estymatoréw
z,, 7, o parametrach typu A wyznaczonych z pomiaréw oraz
typu B wyznaczonych heurystycznie otrzymuje si¢:

Uy ay) = \/Ug +2 (pAulAu2A + pz?uwuw) (18)
Uy —ay) = \/ug -2 (pAulAuzA + pb’ulb’uzs) (19)
gdzie:
Uy = Uty + U+ U+ Uy
oraz ) )
u.L - u&(?
Plasyn-s) = (20)
2 u

Ty +Ty u:q )

Rozpatrzone zostang cztery przypadki szczegdlne wzorOw
(18) i (19):

a. Wspdlezynnik korelacji wielkosci wejsciowych p , = 1, gdy

Uiy _ Uy

py=Lpy,=11
. i Up  Uyp

Woéwczas:

_ [ _ [ 2 _
)= \/uo +2u,u,, = \/u.rl Uy + 22U Uy = Uy U,

Yo, +a,
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_ [ _ [> 2 _ _
Uy —a)) = \/un - 2,4, = \/uzl T Uy = 20Uy = Uy Uy,

Przy uwzglednieniu catkowitej korelacji wielkosci mierzonych,
7 geometrycznego sumowania niepewnosci otrzymuje sie proste
zaleznosci algebraiczne, tj. dla sumy tych wielkoéci sume ich
niepewnosci, a dla réznicy — modul réznicy tych niepewnosci.

b.Nie ma skorelowania miedzy z,, z,, tj. p,,, =0
Niepewnosci sumy 1 réznicy sg jednakowe i wynosza,

U, 4m,) = Yay—a,) = Yo

c¢. Odchylenia o niepewnosciach u
gdy (p, = 0; 1> p,#0)

_ [>

Yoy +a,) = Vo +2PpU sl
[ 2

Uiy —zy) = VU ~ 2P Uy -

L Uy, Die sa skorelowane

Niepewno$é¢ sumy wielkosci wejéciowych jest wieksza niz
poprzednio i osigga maximum dla p, = 1. Za$ dla réznicy
tych wielkoSci niepewno$¢ jest wowczas najmniejsza.

d.Pomiary obu wartosci z,, z, wykonuje si¢ tym samym, lub
zblizonym przyrzadem albo czujnikiem i w tych samych
warunkach. Wéwczas wspo6tezynnik korelacji p, — 11 mozna
przyja¢ p, = 1. Wartosci obserwacji nie sa skorelowane
(p, = 0). Wypadkowe mniepewnodci u, sumy
i réznicy wynikaja woéwczas z kwadratéow dwumia-

néw (u,, * wu,,) i nalezy stosowaé¢ nastepujace wzory

>
_ |2 2
Yoy 4ay) = \/ULA T Uy t (ulB + “23) )

2
_ |2 2
Yoy —ay) = \/um Uy, (um _UQB) .

Podobne postacie wzoréw otrzymuje si¢ dla niepewnosci
wzglednych iloczynu i ilorazu z,, z,.

7 eksperymentalnych danych pomiarowych wyznaczy¢ mozna
jedynie wspoélczynnik korelacji p,. Uzyskuje sie go z wartosci
synchronicznie pobieranych obserwacji pomiarowych dwu wielko-
$ci z,, , w stalych warunkach wplywajacych. Jesli takich pomia-
row nie wykonano, lub nie sa one mozliwe, to nalezy przyjaé,
ze zbiory odchylenn obu wielkosci mierzonych maja najbardziej
niekorzystny przypadek wspotczynnika korelacji p ,, tj. dajacy
najwieksza niepewnosé¢ skltadows.

Oszacowanie wartoéci wspdlezynnika p , jest heurystyczne
i opiera si¢ gléwnie na wiedzy oraz subiektywnym doswiadczeniu
wykonujacego pomiary. Gdy brakuje informacji jak oszacowac
liczbowo jego wartosci, nalezy przyjmowac najblizsza z wartosci
krancowych 1, 0, —1.

5. Model pomiaréw n-parametrowych
rozszerzony o wptyw niepewnosci
funkcji przetwarzania U, 0

5.1. Ogolny przypadek skorelowania

W ogélnym przypadku estymatory wartosci, niepewnosci
i wspolezynnikéw korelacji elementéw y, mierzonego posrednio
wieloparametrowego menzurandu Y zaleza tez od niepewnosci
parametréow p, uktadu realizujacego wielowymiarows funkcje
przetwarzania F(X). Parametry tego ukladu mozna opisaé ogél-
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nie kAwymiarowym wektorem P. Moga one podlega¢ zmianom
deterministycznym i losowym w zaleznosci od warunkach pomia-
row, uzytych egzemplarzy przyrzadéw i zastosowanej procedury
pomiarowej. W kazdym z eksperymentéw pomiarowych reali-
zacje funkcji F(X) moga odbiegaé od jej postaci znamionowej.
Opisuje to zmodyfikowane ogélne réwnanie (1) dla wartosci
menzurandu Y oraz réwnanie (22) dla jego przyrostow:

Y = F(X, P) (21)

AY = AF(X, P) = S, - [AX, AP]" (22)

gdzie: Sy, o wymiarze [m x(n+k) ] jest macierza linearyzu-
jaca funkcje (21).

Dla przetwarzania danych pomiarowych wg funkeji (21) prawo
propagacji wariancji ma postac¢ ogélna:
Uyr=Sxr Uxp 'S)T(.P (23)

gdzie Uy UY7 p— Wyjéciowa i wyjéciowa macierze kowariancji
oraz macierz wrazliwodci S, .

Macierz czutoéci S, , ze wzoru (23) linearyzujaca funkcje
F(X, P) spelnia zaleznosci:

Sxr =[S Sp] (23a)
T

Sxr=| . (23b)
P

Zrandomizowane odchylenia od estymatoréw wartosci elemen-
tow menzurandu wyjéciowego Y powstaja jako wynik splotéw
rozktadéw odchylen menzurandu X i odchylen parametréw P
ukladu realizujacego funkcje F(X, P). Ich macierze kowarian-
cji sumuja sie.

Macierz kowariancji U, wynika z linearyzacji funkcji Y =
F(X, P) i w ogdlnym przypadku opisana jest nastepujacym
réownaniem propagacji:

U, Ul[s" U,S" +US}
Upp =[5 8,] =[s 5] * “l=
Ut U, || sk U'S"+U,S}

14

=SU,S"+SUS, +S,U'S" +S5,U,S, (24)
w ktorym:
» macierze czuloéci odpowiednio o rozmiarach: S[m x n]
i8S [mxH,tj.:
P _ -
9
az, Jdz,
S = (24a)
%
| Oz, oz, |
oap  Op
S, = (24b)
Lop, Opr |

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

e macierze kowariancji wielkoSci wejsciowych o rozmiarze
[n % n] 1 parametréw ukladu [k x A

2
Uyy s Printhip Uy,
Uy = ) (24c)
2
p’mlufmuzrl A uz:n
2
Uy s Ppiplp Uy
U, = (24d)
2
pklupkupl oo upk

gdzie u,— niepewnosci parametréw ukladu przetwarzajacego;
P (i#j, i, j=1, ..., k) — wspSlczynniki korelacji miedzy nimi,

o macierz ,kowariancyjna” korelacji miedzy wielkosciami wej-
Sciowymi X i parametrami P ukladu przetwarzajacego o roz-
miarze [n X k|

Poipr Uy Uy Pt pi U1 Uy

U= (24e)

p:mpluznupl pa:npkuznupk
gdziep (i=1,..,n,j=1, .., k) — wspolczynniki korelacji
wielkosci wejsciowych i parametréw ukladu,

Po wprowadzeniu oznaczenia V = SUSp oraz przeksztalce-
T T T T TaT 7
niach V' =(SUS;) =8,(US) =S,U"S" réwnanie (24)
przyjmuje prostsza postac:

U, =SU,S"+SU S +V+V"

pTpTP

(25)

5.2. Przypadek nieskorelowanych wielkosci
wejsciowych z parametrami uktadu
przetwarzania

Rozpatrzymy przypadek prostszy, czesto wystepujacy w prak-
tyce pomiarowej, w tym w diagnostyce technicznej schematéw
elektrycznych, gdy odchylenia mierzonych wielkosci X oraz
odchylenia parametréow P uktadu przetwarzajacego pomiary
nie sa ze soba skorelowane (np. znajduja si¢ w innych miej-
scach i oddzialywania wielkosci zewnetrznych wpltywajacych
na kazde z nich nie sa ze soba powiazane). Wéwczas V = V¥
= 0 i rozszerzona macierz kowariancji menzurandu wejscio-
wego U, , o wymiarze [(n+k) x (n+Fk)] ze wzoru (24) ma
dwa bloki réwne 0, tj.:

(26)

gdzie przez Uy, U, oznaczono odpowiednio macierze kowarian-
¢ji wielkosci wejsciowych X o wymiarze [n X n] i parametréw
P ukladu o wymiarze [k x k].
Dla niewielkich przyrostéw otrzymuje si¢
AY(X) =AF(X, P) = §(X)-AX + S, AP (27)
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gdzie macierz § o wymiarze [m x n] i macierz S, o wymiarze
[m x k] wynikaja z linearyzacji funkcji F(X, P) odpowiednio
po zmiennych wejsciowych w punkcie X i po parametrach
uktadu.

Obie macierze kowariancji U, i U, sa symetryczne, a odchy-
lenia elementéw typu A kazdej z nich w ogdlnym przypadku
moga ze soba korelowaé niezaleznie od skorelowania odchylen
z niepewnosciami typu B.

Réwnanie propagacji wariancji, dla U, , wg (26) przyjmuje
postaé

U, [0]]|S" . .
Uyr =[S S,] : =S-Uy-S"+8, U, St
0] Up] |S;

(28)

Podobna posta¢ macierzy kowariancji otrzymuje sie dla nie-
pewnosci wzglednych, tj.:

Usy,p =85 Us S5 +8sp - Usp - Ssp (29)

W przypadku pomiaréw posrednich wieloparametrowych, gdy
parametry uktadu P i wielkoSci mierzone X nie sa skorelowane,
wzér (26) upraszcza si¢ do postaci (28) i z niego wynika wzdér
(29) dla niepewnosci wzglednych. Wyjsciowa macierz kowarian-
cji U, , staje sie wéwcezas sumag tylko dwu wyrazen. Pierwszy
sktadnik zalezy od niepewnosci menzurandu wejsciowego X tak,
jak w ujeciu klasycznym wg GUM-S2 [2]. Drugi skladnik dotyczy
niepewnosci i wspolczynnikéw korelacji parametrow P uktadu
realizujacego funkcje przetwarzania F(X, P).

Wyznaczanie macierzy kowariancji Uy, , menzurandu wyjscio-
wego Y nalezy przeprowadza¢ osobno dla odchylen opisanych
niepewnosciami typu A i typu B. Dla niepewnosci bezwzgled-
nych otrzymuje si¢ wowczas wzor:

Uy,p :S(UXA+UXB)ST+SP(UPA+UPB)S}I; (30)
oraz dla niepewnosci wzglednych — wzér (31):
Usv.p = S5(Usxa + Usxs) S5 + Ssp (Uspa +Usps) Ssp (31)

Stosowanie wzoréw (29) i (30) ma dodatkowa zalete dla
pomiaréw tym samym ukladem w réznych warunkach wplywa-
jacych. Wystarczy jedynie odpowiednio dostosowaé macierze

U,,, U, opisujace niepewnosci typu B.

6. Podsumowanie czesci 1.

Opracowano model matematyczny opisu propagacji niepew-
nosci w pomiarach posrednich wieloparametrowych i opisu
niepewnosci uktadéw realizujacych takie pomiary. Jest to roz-
szerzenie modelu rekomendowanego w Suplemencie 2 GUM [2].
Uwzglednia on zar6éwno niepewnosci jak i skorelowanie wielko-
$ci mierzonych na wejéciu oraz parametréw wielowymiarowej
funkcji przetwarzania.

Estymatory wartosci wielkosci wyjéciowych sa takie, jak
w Suplemencie 2, gdyz wynikaja ze wzoru (1). Natomiast nie-
pewnosci i wspotezynniki korelacji wyznaczanych posrednio wiel-
kosci wyjéciowych jako elementéw menzurandu Y opisane sa
nowa macierza kowariancji U, i w ogélnym przypadku sg inne.

W ogélnym przypadku, gdy funkcja przetwarzania realizowana
jest w ukladzie pomiarowym obarczonym niepewnosciami otrzy-
mano czteroskladnikowe réwnanie (24) dla wyjsciowej macie-
rzy kowariancji. Jedli parametry funkcji przetwarzania nie sa
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zalezne i nie sa skorelowane z wartosciami wielkosci mierzonych
na wejsciu ukladu, otrzymuje si¢ prostsze dwuskladnikowe réw-
nanie macierzy kowariancji dla niepewnosci bezwzglednych (28)
i jego wariant (30) z wydzielonymi macierzami dla odchylen
typu A i B. Pierwszy skladnik jest taki jak w Suplemencie 2 [2]
Przewodnika GUM. Réwnania wyjsciowej macierzy kowarian-
cji (29) i (31) otrzymane dla niepewnosci wzglednych maja tez
podobna strukture.

W czedei 2. artykulu zostanie przedstawiony przyklad ilu-
strujacy zastosowanie rozszerzonej metody do wyznacza-
nia niepewnosci pomiaréw posrednich wieloparametrowych
z uwzglednieniem niepewnosci i korelacji parametrow P uktadu
realizujacego funkcje przetwarzania. Beda to czesto wystepu-
jace w pomiarach przemystowych i w diagnostyce technicznej,
pomiary za posrednictwem uktadu o strukturze czwérnika.
Czeé¢ 2. bedzie zawieraé tez wnioski koncowe.
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Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Extended Method for Evaluation Uncertainties of Indirect
Multi-Parameter Measurements and of Circuits for these

Measurements

Part 1. Influence of Correlation and Uncertainties of Processing Function -

Basic Formulas

Abstract: In the part 1 of article, the current results of the work are briefly presented regarding
the impact of correlations in sets of deviations from estimators of directly measured quantities with
uncertainty of types A and B on the accuracy of indirectly determined parameters of output
multi-memeasurands. An extended mathematical model of the method contained in Supplement 2
of the GUM Guide was presented. This new extended model takes also into account

the uncertainties of the processing function in multiparameter measurements and can also be
used to describe the accuracy of instruments and systems that perform such measurements.

Part 2 presents examples of using the extended method to describe intermediately measured
parameters of a two-terminal net through a four-terminal network, considering the uncertainties of

its elements.

Keywords: multivariate measurements, multimeasurand, propagation of variances, covariance matrix, vector propagation of uncertainties, correlation coefficient,

correlations of deviations of type A or type B, uncertainties of processing function
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