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Wyznaczanie dwuwymiarowego pola temperatury wrzącej cieczy 
w przepływie przez pionowy minikanał

Wstęp
Postęp technologiczny zmierzający w kierunku miniaturyzacji urzą-

dzeń wymusza jednocześnie zachowanie pełnej użyteczności tychże 
urządzeń. W ten trend wpisują się badania prowadzące do opracowania 
miniaturowych wymienników ciepła, które wykorzystując zmianę fazy 
czynnika chłodniczego dają wysoką gęstość strumienia ciepła przy ma-
łej różnicy temperatur między powierzchnią i ogrzewanym czynnikiem 
chłodniczym. 

Badania eksperymentalne 
Eksperymentalna strona zagadnienia, omówiona dalej skrótowo, 

opisana została dokładniej w [Piasecka, 2013; Piasecka i in., 2012]. 
Najważniejszym elementem stanowiska badawczego jest moduł po-
miarowy z pionowym minikanałem o przekroju prostokąta, przez który 
przepływa czynnik chłodniczy FC-72. Jedną ze ścian minikanału sta-
nowi folia grzejna z superstopu Haynes-230 z rozmieszczonymi rów-
nomiernie mikro wgłębieniami, wykonanymi techniką laserową. Folia 
zasilana jest prądem stałym o regulowanym natężeniu. Na folii grzej-
nej napylono cienką warstwę termoczułych ciekłych kryształów, które 
pozwalają otrzymać dwuwymiarowy rozkład temperatury powierzch-
ni. Szyba izoluje folię grzejną od pomieszczenia zewnętrznego. Druga 
szyba, izolująca minikanał ze strony przeciwnej, umożliwia obserwację 
struktur przepływu oraz pomiar stopnia zapełnienia. Do minikanału 
wpływa pod znanym ciśnieniem ciecz o temperaturze niższej niż tem-
peratura saturacji. W trakcie przepływu przez minikanał ciecz ogrze-
wana jest przez folię grzejną, której temperatura przekracza znacznie 
temperaturę saturacji płynu. Przy wylocie z minikanału mierzona jest 
temperatura i ciśnienie powstałej mieszaniny. Mierzone jest również 
napięcie i natężenie prądu w folii grzejnej oraz natężenie przepływu 
płynu w minikanale.

Model matematyczny
W modelu matematycznym dla uproszczenia uwzględniono wymiar 

wzdłuż kierunku przepływu (x) oraz wymiar prostopadły do niego (y) 
odnoszący się do szerokości modułu pomiarowego składającego się 
ze szkła, folii grzewczej i minikanału z cieczą. Obliczenia numerycz-
ne odnoszą się do centralnej części modułu tak, że zjawiska fi zyczne 
występujące na krawędziach bocznych modułu nie mają wpływu na 
parametry termodynamiczne w badanym segmencie. Indeksy dolne M, 
P, F, G występujące we wzorach w dalszej części pracy odnoszą się 
odpowiednio do minikanału, cieczy, folii grzejnej i szkła. Przyjęto, że 
przepływ cieczy w minikanale jest stacjonarny i laminarny (Re = 833) 
z jedną niezerową składową u(y) wektora prędkości równoległą do 
osi minikanału, którą przybliżono funkcją dachową taką jak w pracy 
[Hożejowska i in., 2012b]. 

Założono, że faza ciekła przy wrzeniu pęcherzykowym w minikanale 
spełnia równanie zachowania energii 
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gdzie:
  – operator Laplace’a, 
 T – temperatura [K], 
 c – ciepło właściwe cieczy [J/(kgK)], 
 ρ – gęstość [kg/m3], 
 λ – przewodność cieplna [W/(mK)], 
 u – składowa wektora prędkości cieczy [m/s].

Dla równ. (1) zakłada się, że znana jest temperatura cieczy na wlocie 
i wylocie z minikanału oraz, że na styku folia-ciecz spełnione są nastę-
pujące warunki [Bohdal, 2000; Hożejowska i in., 2012a]: 
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gdzie: 
 Tsat – temperatura saturacji [K], 
 L – wysokość minikanału [m], 
 φ – stopień zapełnienia.

Sposób wyznaczania stopnia zapełnienia został szczegółowo opisany 
w pracy [Hożejowska i in., 2012b; Piasecka, 2013]. 

Metodą Trefftza wyznaczono również dwuwymiarowe rozkłady tem-
peratury szkła TG oraz folii grzejnej TF w sposób opisany szczegółowo 
w pracy [Hożejowska i in., 2009].

Metoda Trefftza
Ideą metody Trefftza jest aproksymacja nieznanego rozwiązania 

równ. (1) kombinacją liniową funkcji Trefftza spełniających to równanie 
w sposób dokładny. Dla równ. (1), przy założonym dachowym profi lu 
prędkości, wyprowadzono funkcje Trefftza w sposób opisany w [Hoże-
jowska i in., 2012b]. Nieznaną temperaturę cieczy TP przybliżono kom-
binacją liniową nowo wyprowadzonych funkcji Trefftza. Współczyn-
niki kombinacji wyznaczono minimalizując funkcjonał opisujący błąd 
średniokwadratowy z jakim aproksymata TP spełnia założone warunki 
brzegowe, [Hożejowska i in., 2012b]. Otrzymana w ten sposób aprok-
symata TP spełnia dokładnie równ. (1), zaś przyjęte warunki brzegowe 
w sposób przybliżony. 

W celu weryfi kacji wyników otrzymanych metodą Trefftza z nowo 
wyprowadzonymi funkcjami Trefftza, równ. (1) rozwiązano przyjmując 
dodatkowe uproszczenie [Madejski, 1998]:
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gdzie: 
 δ – grubość folii grzejnej [m], 
 A – pole przekroju minikanału [m2], 
 D – obwód wewnętrzny minikanału [m], 
 G – strumień masy [kg/(m2s)]. 

Podstawiając równ. (4) do równ. (1) otrzymano równanie, którego 
rozwiązanie przedstawiono w postaci  
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gdzie: 
 bn – współczynniki aproksymacji, 
 hn – wielomiany harmoniczne, 
 M – liczba wielomianów harmonicznych, 
  – operator odwrotny do operatora Laplace’a. 

Sposób obliczania dla jednomianów opisano szczegółowo w pra-
cy [Ciałkowski i in., 2000]. Współczynniki bn obliczono minimalizując 
funkcjonał błędu, który jak poprzednio określa błąd średniokwadrato-
wy, z jakim aproksymata (5) spełnia przyjęte warunki brzegowe.  

Prezentowane dwa podejścia numerycznego wyznaczania aproksy-
maty temperatury cieczy prowadzą do rozwiązania zagadnienia odwrot-
nego w cieczy. 

W pracy [Hożejowska i in., 2012a] wyprowadzono funkcje Trefftza 
dla równania zachowania energii przy parabolicznym profi lu prędkości. 
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Funkcje te zastosowano do wyznaczenia temperatury cieczy przy wrze-
niu pęcherzykowym i pęcherzykowo-korkowym.

Wyniki
Wyniki numeryczne otrzymano dla danych eksperymentalnych za-

mieszczonych w pracy [Piasecka, 2013]. Na rys. 1 pokazano obraz 
folii grzejnej zarejestrowany metodą ciekłokrystaliczną (Rys. 1a) oraz 
odpowiadające im struktury przepływu (Rys. 1b). Stopień zapełnienia 
wyznaczony w punktach o współrzędnych 0,09 m; 0,133 m; 0,27 m; 
0,34 m, widocznych na rys. 1b, aproksymowano funkcją kwadratową 
(Rys. 1c). Liczba funkcji Trefftza i wielomianów harmonicznych użyta 
do wyznaczenia aproksymat była tak dobrana, aby aproksymaty TG , TF  
i TP były tego samego stopnia. 

Rys. 1. a) Rozkład temperatury folii dla danych eksperymentalnych: Re = 833, 
L = 0,35 m, δ = 0,001 m, G = 229 kg/(m2s), qv = 2,56 ·105 kW/m3, b) struktury przepływu,

 c) stopień zapełnienia w funkcji długości minikanału

W pierwszej kolejności obliczono temperaturę szkła TG oraz folii 
grzejnej TF rozwiązując odpowiednio zagadnienie proste i odwrotne 
przewodnictwa ciepła. Następnie wyznaczono temperaturę cieczy TP 
wykorzystując między innymi eksperymentalnie wyznaczony stopień 
zapełnienia oraz wyliczoną wcześniej temperaturę folii grzejnej. Dwu-
wymiarowe pole temperatury płynu wyznaczone opisanymi dwoma 
sposobami (metodą Trefftza oraz metodą Trefftza połączoną z metodą 
operacji odwrotnych) przedstawiono na rys. 2. Oba podejścia dają bar-
dzo zbliżone wyniki. Największe różnice, rzędu 1 K, między aprok-
symatami temperatury cieczy otrzymanymi dwoma sposobami, są od 
strony szyby izolującej minikanał od pomieszczenia zewnętrznego, 
przy wylocie z minikanału (Rys. 2c). Wynika to z faktu, że wyznacze-
nie temperatury cieczy w minikanale prowadziło do rozwiązania za-
gadnienia odwrotnego, bowiem od strony szyby izolującej nie przyjęto 
żadnego warunku dla cieczy. 

Znajomość ciągłych rozkładów temperatury folii oraz cieczy pozwa-
la wyznaczyć współczynnik przejmowania ciepła na styku folia grzejna 
– ciecz z warunku 
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Rys. 2. Dwuwymiarowy roz-
kład temperatury cieczy w mi-
nikanale wyliczony: a) meto-
dą Trefftza, b) ze wzoru (5), 
c) różnica między tempera-
turą płynu obliczoną metodą 

Trefftza i ze wzoru (5)

Rys. 3. Współczynnik 
przejmowania ciepła na 
styku folia grzejna – ciecz 
w funkcji długości mini-

kanału
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obliczoną dla temperatury cieczy TP wyznaczonej metodą Trefftza przy-
jęto jako temperaturę odniesienia. Na rys. 3 przedstawiono współczyn-
nik przejmowania ciepła policzony ze wzoru (6).

Rozwojowi wrzenia pęcherzykowego towarzyszy wzrost stopnia za-
pełnienia, co powoduje spadek wartości współczynnika przejmowania 
ciepła (Rys. 3). 

Wnioski
W pracy zastosowano metodę Trefftza do modelowania przepływu 

laminarnego cieczy przy wrzeniu rozwiniętym w asymetrycznie ogrze-
wanym minikanale o przekroju prostokąta. W tym celu dla równania 
zachowania energii, odnoszącego się jedynie dla fazy ciekłej, wyprowa-
dzono funkcje Trefftza przy dachowym profi lu prędkości cieczy. 

Temperaturę wrzącej cieczy wyznaczono rozwiązując równolegle 
zagadnienie odwrotne w folii grzejnej oraz cieczy. Wyniki porównano 
z uproszczonym modelem, gdzie rozwiązanie metodą Trefftza z uży-
ciem funkcji harmonicznych połączono z metodą operacji odwrotnych. 
Obie zaproponowane metody wyznaczenia temperatury cieczy dają bar-
dzo zbliżone wyniki. 

Proponowane podejście może być zastosowane do wyznaczenia dwu-
wymiarowego pola temperatury, strumienia ciepła oraz współczynnika 
przejmowania ciepła w zagadnieniach prostych i odwrotnych w dwufa-
zowym przepływie w zwartych wymiennikach ciepła.

Zaproponowane sposoby rozwiązywania zagadnień odwrotnych 
w cieczach dały pozytywne efekty. Dalsze prace ukierunkowano na za-
stosowanie metody Trefftza do wyznaczania temperatury fazy ciekłej, 
gazowej oraz ich mieszaniny w przepływach dwufazowych dla bardziej 
skomplikowanych modeli niż przedstawiono to w niniejszej pracy. 
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