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Transport zanieczyszczen w rzece z uwzglednieniem
dyfuzji dwukierunkowej

W pracy zaprezentowano metode¢ analitycznego rozwiazywania réwnania rézniczkowego
opisujacego adwekcyjny transport masy z dwukierunkowa dyfuzja w plaszczyznie normalnej
do przeplywu w stanach nieustalonych. W metodzie tej funkcj¢ stezenia zapisano w postaci
iloczynu trzech funkeji dotyczacych czasu oraz dwéch wspélrzednych liniowych. Taki sposob
reprezentacji funkcji stezenia umozliwia przedstawienie rownania transportu masy w postaci
trzech réwnan rézniczkowych, odnoszacych si¢ tylko do jednej wspétrzednej. Rozwigzanie
réwnania transportu masy odnosi si¢ do przypadku rownomiernego, prostokatnego rozkladu
stezen zanieczyszczen w przekroju rzeki. Rozwigzanie umozliwia okreslenie rozkladu st¢zen
zanieczyszczen w przekroju rzeki. Podano réwniez rozwigzania dla przypadku wyptywu za-
nieczyszczen z nieskonczenie maltego otworu oraz nieskonczenie waskiej pionowej lub
poziomej szczeliny. Sformulowano przyblizone zaleznosci, umozliwiajace wyznaczenie czasu
przemieszczenia maksymalnego stezenia przekroju do naroza przekroju prostokatnego koryta
rzeki oraz czasu wystapienia stezenia maksymalnego, jakie w ogéle pojawi si¢ w narozu prze-
kroju. Opisano wlasnosci otrzymanych rozwiazan. Okreslono wzgledne momenty wystapienia
maksymalnych zmian st¢zenia w czasie w wybranym miejscu przekroju koryta rzeki. W przy-
padku Kkoryta rzeki o przekroju prostokatnym maksymalne zmiany stezen pojawiaja sie
w przyblizeniu w okolo 10/47 czasu wystapienia maksymalnego stezenia w narozu przekroju
lub w chwili wystapienia stezenia stanowiacego 10/32 stezenia maksymalnego, jakie pojawi si¢
w tym narozu. W przypadku osrodka nieograniczonego maksymalne zmiany st¢zen pojawiaja
si¢ wezesniej, to jest w 10/34 czasu wystapienia maksymalnego stezenia w tym samym miejscu
co w osrodku ograniczonym. W przypadku osrodka nieograniczonego maksymalne zmiany
stezen pojawiaja sie¢ w chwili wystapienia stezenia stanowiacego 10/33 stezenia maksymalnego,
jakie pojawi si¢ w tym samym miejscu co w osrodku ograniczonym. Utamek 10/33 wyznaczony
dla oSrodka nieograniczonego jest zblizony do ulamka 10/32 wyznaczonego dla o$rodka
ograniczonego (rzeka). Oznacza to, ze przebieg zmian st¢zen w czasie w tym samym punkcie
w obu of§rodkach ma ten sam charakter, a krzywe przedstawiajace zmiany stezen sa podobne.

Stowa kluczowe: zanieczyszczenia, woda, rzeka, adwekcja, dwukierunkowa dyfuzja, stany
nieustalone

Oznaczenia

Alfabet lacinski:

- odlegto$¢ od brzegu rzeki do zrédta zanieczyszczen w kierunku y, m
- odlegto$¢ od dna rzeki do zrédta zanieczyszczen w kierunku z, m

- state

- stezenie zanieczyszczen, g/m’

Co - stezenie zanieczyszczen w przekroju poczatkowym, g/m’

o AT
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Cérd - §rednie st¢zenie zanieczyszczen, g/m3

- stezenie zanieczyszczen w strumieniu wyptywajacym ze zrédla za-
nieczyszczen, g/m’

Dy, Dy, D, - wspotczynniki dyfuzji w kierunkach: x, y, z, m?/s

zrd

2-H - gtebokos¢ kanatu, Srednia glebokos¢ rzeki, m

k - stata szybkosci procesu, s

m - indeks

M - maksymalna warto$¢ dla m

Mg - masa substancji, g

n - indeks

N - maksymalna wartos$¢ dla n

Q4 - wyptyw ze zrédta zanieczyszczen, m’/s

r(c) - szybkos¢ procesu chemicznego lub biochemicznego, g/(m’ - s)
2-S - szerokosci rzeki, m

t, t - czas, S

t, - czas mieszania, S

tx - czas mieszania w kierunku pionowym, s

tf - czas mieszania w kierunku poziomym poprzecznym, s
™, tiax - czas wystapienia maksymalnego stg¢zenia, s

Emaxp - czas wystapienia maksymalnego stezenia w przekroju, s
Emax.f - faktyczny czas wystapienia maksymalnego st¢zenia, s

t - czas wystapienia maksymalnej zmiany stezenia, s

Vi, Vy, V., -skladowe predkosci przeptywu w kierunkach: x, y, z, m/s

Y,Z, T - funkcje sktadowe dla stgzenia zanieczyszczen

X - wspétrzedna pozioma w kierunku przeptywu rzeki, m

X1 - wsp6trzedna ruchoma, m

Y ¥ - wspoétrzedna pozioma w kierunku prostopadtym do osi X, m
Z, 7, - wspétrzedna pionowa, m

Alfabet grecki:

.. PB..v. -parametry

At - czas trwania emisji zanieczyszczenia, s

Ax - droga przemieszczenia zanieczyszczenia w czasie At, m
b ) - funkcja delta - Diraca, m™'

&os Co - wspétrzedne punktu dla zrédta zanieczyszczen, m

2& - szeroko$¢ strefy doptywajacych zanieczyszczen, m

2¢ - wysoko$¢ strefy doptywajacych zanieczyszczen, m
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Wprowadzenie

Substancje obecne w $srodowisku wodnym ulegaja rozprzestrzenieniu w wyniku
zachodzenia r6znych proceséw, takich jak: adwekcja, dyfuzja molekularna, dyfu-
zja turbulentna. Dodatkowym efektem wptywajacym na rozproszenie zanieczysz-
czen w $rodowisku jest efekt dyspersji masy bedacy efektem nieréwnomiernego
rozktadu predkos$ci w ptaszczyznie prostopadlej do kierunku ruchu wody. Réwna-
niem uwzgledniajacym wymienione procesy jest réwnanie adwekcji - dyfuzji
w stanach nieustalonych [1-6]. Rozwiazanie takiego réwnania w przypadku ogdl-
nym jest mozliwe tylko metodami numerycznymi. W wielu jednak sytuacjach wy-
starczajaca informacje o sposobie rozprzestrzeniania si¢ zanieczyszczen mozna
uzyska¢ z analitycznych rozwiazan takiego réwnania dla pewnych szczegdlnych
przypadkéw rozktadu stezen w czasie i przestrzeni i prostej geometrii osrodka,
w ktérym wystepuje przeptyw. Rozwiazania analityczne umozliwiaja szybkie uzy-
skanie przyblizonej informacji o czasie wystapienia okreslonej warto$ci stgzenia
w okreslonym przekroju kontrolno-pomiarowym, oszacowanie czasu trwania stg-
zeh przewyzszajacych warto$¢ uznang za bezpieczna, wyznaczenie stopnia wymie-
szania zanieczyszczen z wodami cieku itp. W artykule przeanalizowany zostanie
przypadek adwekcyjnego transportu zanieczyszczen z uwzglednieniem dwukie-
runkowej dyspersji poprzecznej w rzece o korycie prostokatnym. Wyniki uzyskane
metodami numerycznymi przeznaczonymi do rozwiazywania réwnan rézniczko-
wych moga by¢ obciazone wieloma btedami numerycznymi. Rozwiazanie anali-
tyczne réwnania transportu masy, co prawda uzyskane tylko dla pewnych przy-
padkéw propagacji zanieczyszczen, pozbawione jest jednak takich btedéw i moze
by¢ dodatkowo wykorzystane do oceny jakos$ci wynikéw uzyskiwanych metodami
numerycznymi.

1. Model transportu masy

W niniejszej pracy analizowany jest transport zanieczyszczen w Srodowisku
wodnym wywotany adwekcja wzdtuzng (wzdtuz cieku lub kanatu) oraz dyfuzja
w plaszczyznie normalnej do kierunku przeptywu. Model takiego transportu moze
by¢ opisany nastgpujacym réwnaniem rézniczkowym [1-3, 7-25]:

dc v dc d%c o’c

o D oy oy (-1

Réwnanie (1.1) uwzglednia szybko$¢ procesu zaniku zanieczyszczenia. Szyb-
ko§¢ procesu opisano mechanizmem jednoczasteczkowym pierwszego rzgdu
r(c)=—ke [1, 4, 10, 26].

Rozwiazanie szczegdlne réwnania (1.1) moze by¢ wykorzystane miedzy innymi
do wyznaczenia stopnia wymieszania zanieczyszczen z wodami odbiornika [25]
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lub $ledzenia przemieszczania si¢ zanieczyszczen w plaszczyznie prostopadlej do
kierunku przeptywu z uptywem czasu.

2. Rozwigzanie réwnania transportu zanieczyszczen

Przed przystapieniem do rozwiazania réwnania (1.1) nalezy dokonac¢ jego prze-
ksztatcenia do postaci niezaleznej od wspétrzednej x. W tym celu wprowadzona
zostanie tzw. wspéirzedna ruchoma x; dana wzorem:

x,=x =Vt @.1)

oraz nowe wspoétrzedne: t, y, z, takie, ze:

t,=t (2.2)
=y (2.3)
7= (2.4)

W zwiazku z tym pochodne st¢zenia c(y,z,t) w rownaniu (1.1) wzglegdem nowych
zmiennych: t;, x;, y;, z; beda nastgpujace:

dc _dc ot dc dx, dcy, ~ dc dz

— =+t ——+—1+ ——1=

ot odtd, dx, ot dy, t Jz, ot (2.5)
ac dc dc dc dc ac

=L L v ) Loy Lo =Ly X
A v e vl R

dc dc dt; dc 0x, dc dy, dc 0z,

=5 5. T + + = (2.6)
ox dt; dx 0x, dx dy, dx 0z, OX
ac ac ac 0 ac

=0+ 1+ L0+ L0 =
ot  dx, Jdy, dz, ox,

oc dcdt, dc dx; dc dy,  dc 0z,
T3 T3 e T o T o 2.7)
dy ot dy 0x, dy dy, dy  0Jz, dy

ac ac ac ac ac

= Lo+ Loy Ly Lo
ot, 0x, ady, 0z, ady,
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dc _ dedy | dcdx, , dedy,  de 0z,

2 ot 0z ox, 9z ay, oz oz, 0z (2.8)

= io_i_ £0+ £0+ il: a_C
at, ox, Iy, dz, dz,

e (mm o) o .
dy*  ay,\ 9y ) dy dy\ 9y, ) 9y} '
a_zc:i[@]%:::i g 123_20 (2.10)
dz> dz,\ 0z ) oz dz, | dz, 0z;

Podstawiajac nowe postacie pochodnych r.: (2.5), (2.6) do réwnania (1.1) oraz ko-
rzystajac z réwnosci (2.9), (2.10), otrzymujemy nowa posta¢ réwnania rézniczko-
wego:

oc 9% 9%

§:Dya_yz+DZ§_kC 2.11)

Czas t w tym réwnaniu odnosi si¢ do stgzenia w przekroju x =V, t (transport ad-

wekeyjny).
Przedstawmy catk¢ ogélna réwnania (2.11) za pomoca iloczynu trzech funkcji:

c=Y(y) Z(z) T(t) (2.12)

(Y(y), Z(z), Y(t) - funkcje zalezne tylko od jednej wspdirz¢dnej, odpowiednio od:

¥, 2, 0).
Przy takiej postaci catki ogélnej réwnanie (2.11) przyjmie nastgpujaca forme:

2 2
13T L 1P 1z

= 2.13
T ot Y'Y oy? MY *13

Przyjmijmy, Zze kazdy ze sktadnikéw tego réwnania jest réwny innej ujemne;j
liczbie i wtedy:

—— +k =-—
o o (2.14)

%Y

1 2
D,—2— =—
'Y oy’ P @15
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2
leg_f oy (2.16)
yA

Stad zwiazek migdzy liczbami jest nastgpujacy:
o = B4y 2.17)

Réwnanie (2.14) odpowiedzialne jest za zmiany stgzen w czasie t, (2.15) - za
dyfuzyjny transport w kierunku y (w poziomie, po szerokosci rzeki), (2.16) - za dy-
fuzyjny transport w kierunku z (w pionie, po gtgbokosci rzeki).

Napisanie catki ogdlnej rownania (2.11) wymagac wigc bedzie rozwigzania trzech
niezaleznych réwnan rézniczkowych: (2.14), (2.15), (2.16).

Réwnania: (2.14), (2.15), (2.16) sa zwyczajnymi réwnaniami rézniczkowymi
pierwszego (r.(2.14) lub drugiego stopnia (r.:(2.15), (2.16)) o statych wspétczynni-
kach. Ich rozwiazania sa nastgpujace [27-29]:

T=C,-exp(—kt)-exp(—a’t) (2.18)
Y = Cg jcos [L y} + Cj ,sin [i YJ (2.19)

Y . Y
Z=C_ .cos| —z|+C_,sin| ——z (2.20)
7,1 V.2
[ /Dy } [,/Dy ]

W celu wyznaczenia catki szczegdlnej réwnania (2.11) konieczne jest podanie:
- warunku poczatkowego w przyktadowej postaci:

c(y,z,t) =0 dla t=0,x20,ye <0;2S>, ze <0;2H> (2.21)

- warunku brzegowego w przyktadowej postaci:

C(y,z,t):co(y,z) dla t=0lubt=>0,x=0,ye <0;2S>, ze <0;2H> (2.22)

oraz warunkéw dla pochodnych stgzenia: dc/dy, dc/dz na granicy osrodkéw wo-
da - powierzchnia koryta rzeki. W przypadku koryta o przekroju prostokatnym
(rys. 1):

ac

5o=0 dia y={%28,0},t>0,x>0,ze <0;2H > (2.23)
y
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oc
o, =0 dla z={£2H0},t20,x20,ye<0;28> (2.24)

Przyjecie warunkéw (2.23), (2.24) oznacza, ze granica o$rodkéw woda - po-
wierzchnia koryta rzeki jest dla zanieczyszczen dyfuzyjnie nieprzenikliwa.

Wartosci liczb (B,y) mozna wyznaczy¢ za pomoca pochodnych funkcji (Y,Z),
korzystajac z warunkéw (2.23) 1 (2.24). W zwiazku z tym:

aY B | B B B (2.25)
— = —=Csin| =y |+ =G ,c05) =y | =0 da y={£S,0}
Z_ ¥ ool ¥ Y Y
— =———=C sin| —z |+ —=C,008) —z |=0 dla z={2H,0  (2.26)
24
+2H
x @
c, ¢, |[2¢
b i
| 2| ,
-2 ;00 ! +25]
Co o
—2H

Rys. 1. Schemat przekroju poprzecznego rzeki (koryto prostokatne) z zaznaczonym roz-
kladem. Stezenie co(y,z) . Stezenie ¢, ma stala wartos¢ w obszarze prostokata

o wymiarach (2.’;, 2§) . Na zewnatrz prostokata c, = 0. Prostokat przesunigty jest

na odleglos¢ a od lewego brzegu rzeki oraz znajduje si¢ na wysokosci b nad dnem
rzeki. Rzeczywista rzeka o szerokosci 2S oraz glebokosci 2H reprezentowana jest
przez ¢éwiartke A ukladu wspoétrzednych
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Spetnienie warunkéw (2.25), (2.26) dla y = 0 jest mozliwe tylko wtedy, gdy:
Cs, =0, C,, =0, poniewaz funkcja cos(0) = 1. W tej sytuacji:

=0 dla y=22S (2.27)

_%Cmsin[% yJ

_ v

. Y
C, sinf——z|=0 dla z=+2H (2.28)
7.1
\/Dy [\/Dy }

Z réwnan (2.27) i (2.28) wynika, ze liczb (B, 'y) jest nieskonczenie wiele i ich war-
to$¢ zalezy od wielokrotnos$ci kata m, a wigc:

nm, /D
= Y dla n=0,+l1,%2, 43 (2.29)

n

mm, /D
—V ¥ dla m=0,%£1,42,43

=T (2.30)

Nieskonczenie wiele jest rowniez liczb 0, co wynika ze zwiazku (2.17).

W tej sytuacji rozwiazanie rOwnania (2.11) dla koryta prostokatnego jest kom-
binacja liniowg iloczynéw funkcji: (2.18), (2.19), (2.20) (w przypadku liniowych
rOéwnan rézniczkowych liniowa kombinacja rozwiazan szczegdlnych jest réwniez
rozwiazaniem réwnania rézniczkowego). Posta¢ tego rozwiazania jest nastgpujaca:

NY nn mn n’’D, m*D
1~ T e g {1252)

(2.31)

Poniewaz funkcja cosinus jest parzysta, wigc sumowanie w roéwnaniu (2.31) moze
si¢ przeprowadzone w zakresie <0;+o9) z tym, ze wspolczynniki C,,, nalezy trak-
towac¢ jako dwukrotnie wigksze, z wyjatkiem sytuacji, gdy m = 0, a wspétczynnik
n jest dowolny lub gdy n = 0, a wspétczynnik m jest dowolny. Przy takim zatoze-
niu:

- = 22
= nm mn n‘t’Dy m’n’D
c(yzt)=> > Cmncos[gyjcos(ﬁz)exp(—kt)~exp[—[ s Yy e ZJ‘[]

n=0 m=0

(2.32)
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Z uwagi na parzysto$¢ funkcji cosinus wyznaczenie wspétczynnikéw Ci,,
bedzie wymagalo przeprowadzenia obliczen dla wszystkich czterech ¢wiartek
uktadu wspétrzednych (rys. 1), mimo ze rzeczywista rzeka reprezentowana jest
tylko przez ¢wiartke A uktadu wspétrzednych. Gdyby zatozy¢, ze poza éwiartka A
w pozostatych ¢wiartkach st¢zenie jest zerowe, to wyznaczone wspétczynniki Cp,
bylyby takie same, inne natomiast bytyby iloczyny skalarne i kwadraty norm ciagu

nn mn . : :
ortogonalnego [cos (g yj cos (% zﬂ , Wystgpujacego w rozwiazaniach: (2.31),

(2.32).

W celu wyznaczenia wartosci wspotczynnikéw C,, , nalezy skorzysta¢ z szeregu
ortogonalnego [15] wynikajacego z rozwiazania (3.32) dla czasu t = 0, aproksymu-
jacego rozklad st¢zen przedstawionych na rysunku 1, a wigc:

c(y,z,t=0)= Z Z Cm’ncos(%yjcos(ij =co(y,2) (2.33)

n=0 m=0 2H

Ciag [cos (% yjcos (% zﬂ jest ortogonalny, poniewaz dla dwéch réznych war-

tosci: m, n iloczyn skalarny jest rowny zeru [30] - mozna to wykazaé bezposred-
nim rachunkiem.

Korzystajac z twierdzenia o najlepszej aproksymacji kwadratowej [30], wspot-
czynniki C,,, mozna wyznaczyc¢ z ilorazu: iloczynu skalarnego C, (y,Z) i ciagu or-

togonalnego oraz kwadratu normy ciggu ortogonalnego, a wigc:

{co (v.2), cos(;”sr y)cos(lznljltzjj

= (2.34)
nm m7
COS 7}7 COS| —Z
5 Jeos(5n 7]

- oznaczenie kwadratu normy,

m,n

=

() - oznaczenie iloczynu skalarnego.
W zaleznoS$ci od warto$ci: m, n kwadraty norm sa nastgpujace (patrz rys. 1):

2 125 +2H
(:OS(E YJCOS(EZJ =J- ,[ 1-1dzdy = 16SH (239
2S 2H m=0n=0 -25 —2H
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2 +2S +2H
nn mn » [ mm
cos —yjcos(—zj = cos (—yjdzdy = 8SH
(28 2H m>1,n=0 —VZ[S —E[H 2H
(2.36)
nm mn ’ s nm
cos(—chos(—zj = _[ _[ cos® (—y}dzdy = 8SH
28 2H m=0,n21 -28 —2H 28 (2.37)

2 +2S +2H

=J. I cos’ n—T[y cos?| =X dzdy =4SH
28 2H

m21,n>1 -2S -2H

(2.38)
W zalezno$ci od warto$ci: m, n iloczyny skalarne maja posta¢ (patrz rys. 1):

+2S +2H
(CO(YaZ)’ COS(%chos(sz =[ [ co(y,2)-1dzdy = 16

2H m=0n=0 -2S -2H

(2.39)

+2S +2H
nm mm mm
ool oL Lot eol

(2.40)
=c¢, 32H Ecos (—mn (2];— ‘) J sin [Hzl—;cj

+2S +2H
(co(y, z), Cos(g—:yjcos[%znmzo,m = I J. co(y,z)~cos(;—gyjdzdy =

-2S -2H

328 Ccos(nn(a+§)}sin(nn§j (2.41)

+2S +2H
nmn mn nw mn
cyly, z), cos| —y |cos| —z = ¢, (v, z) cos| —vy |cos| —z |dzdy =
(o(y ) (2SYJ (21{ nm _!S _ZIH oy 2) [2SYJ [2H j y

—c, 64SH Cos(mn(bﬂg) Jsin[mncjcos( nm(a+&) Jsin[nnﬁJ (2.42)

mn7’ 2H 2H 2S 28
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Ostatecznie, na podstawie wzoru (2.34), wspétczynniki Cy,, dane sa nastgpujacymi
wzorami:

r.:(2.39), (2.35) %C (2 433)
C _ _y========= C, —— :
m=0,n=0 0 SH
1.:(2.40),(2.36) b+
Cm>1 n=g ———=======C, 4§ COS mn( C) sin mnc (2.43b)
- Smn 2H 2H

e Hnn 2S 2S
(2.43¢)
1.:(2.42), (2.38) b+ +
C, A =========¢, 16 5 COs mn( C) sin m CcoS nn(a ﬁ) sin nzg
' mnmw 2H 2H 2S 2S
(2.43d)

Dysponujac wspoétczynnikami C,,, rozwiazanie (2.32), dla rozktadu stgzen przed-
stawionych na rysunku 1 przyjmuje postaé:

_ &€
(s, z,t)—{ o+

S b+ 2 2
+ Y ¢ L os mz(b+() Sin(mnéjcos(ﬂzjexp —&?Zt +
Smn 2H H H T

N4 nm(a+g) | (nn&j (nn j n’n’D,

+ c cos sin cos| —v lexp| — ¢+

; OHnn L 28 28 ZSy p 1S2

NN b+ +

+3 > < 162005 mr(b+() sin(mncjms nm(a+€) sin(nngjx
n=1 m=1 mnm 2H H 25 23

nm mn n’r’D, m’n’D,
cos| —y |cos| —z |exp| — L+ = |t | [pexp(—kt)
2S 2H 48 4H (2.44)

Roéwnanie (2.44) wykorzystano do obliczen rozktadu st¢zen w réznych przekrojach
rzeki, ktérych lokalizacj¢ okresla czas t.
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Stezenie ¢, w réwnaniu (2.44) moze by¢ wyrazone za pomoca strumienia zanie-
czyszczenia wprowadzonego przez zrddlo zanieczyszczenia. Przy zalozeniu, zZe
przeptyw w rzece jest o wiele wigkszy od wyplywu ze zrédia, stezenie:

_ Q zrd c zrd

Co = V282 (2.45)

3. Wyplyw zanieczyszczen z nieskonczenie matego otworu

Rozklad stezen zanieczyszczen, w przekroju poczatkowym, podczas wyptywu
z otworu o nieskonczenie matych rozmiarach moze by¢ opisany za pomoca stru-
mienia wprowadzanych zanieczyszczen i funkcji delta - Diraca dla wymiaréw li-
niowych. W tej sytuacji wymiary: 2&,2( przyjmuja wartosci zerowe (rys. 1)
i wtedy wspotrzedne Zrédet sa nastgpujace: (a, b), (—a, b), (—a, —b), (a, —b). Roz-
ktad stezen jest wigc suma czterech funkcji (warunek brzegowy):

c(y,z,t) =c,(y, z) = W-(S(a—y)x&(b—z)+5(—a—y)~5(b—z)+
+5(—a—y)~5(—b—z)+8(a—y)~8(—b—z)) =
- %-(a(a-y)xs(b-zm(-a-y)-s(b-z)+

+8(-a—y)-3(-b—z)+3(a—y)-3(-b-2))

dla t=0lubt>0,x=0,ye<0;25>,ze <0;2H> 3.1)

Réwnanie (3.1) odnosi sig do sytuacji, w ktérej zanieczyszczenia wprowadzane
sa impulsowo w czasie At i przemieszcza si¢ wzdluz rzeki na drodze Ax lub do-
ptywaja w sposéb ciagly i przemieszcza si¢ wzdtuz rzeki z predkoscia vy.

W zaleznoS$ci od warto$ci: m, n iloczyny skalarne, dla cy(y, z) opisanego formuta
(3.1), maja w tym przypadku posta¢:

nr mn +2S +2H Q c
Cy (y, Z), COS(—ijOS(—ZJ] = C, (y’ Z)'ledy =4 zrd ™~ zrd
(o)) T Qo
(3.2)

+2S +2H
nm mm mm
(o en{y ()], =L Lot o -

= 4 Qe [T (3.3)
v 2H

X
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+2S +2H
(Co(y’ z), COS(;—SYJCOS(gZDm:O,HZI = _[ Ico(y, z)~cos(;—gyjdzdy=

25 -2H
_ 4 QureCora COS( nm a} (3.4)
V. 28
- - 425 +2H o .
[Co(Ya z), COS(EYJCOS(EZDHM = :L _E[HCO(Y’ Z)-cos(gyjcos(ﬁzjdzdy =
c mn nn
= 4%0%(%;1]00{%@ 3.5)

Dla r6znych warto$ci: m, n kwadraty norm pozostaja bez zmian (r.: (2.35),
(2.36), (2.37), (2.38).

Ostatecznie, na podstawie wzoru (2.34), wspétczynniki C,, , dane sa nastgpuja-
cymi wzorami:

C HG2.039 Q¢ 1

e TV, 4sH (3.6)
r:(3.3), (2.36)
Chzl nog========= %—1 cos mb 3.7
r:(34), 237)
Cm:()n>1 ========= % 1 cos ﬂa

) Vo BHAB (3.8)

r:(3.5), (2.38)

Cin =========%L Ccos ﬂb cos Ea

Dysponujac wspétczynnikami C,,,, rozwiazanie (2.32), dla rozkladu stezef opisa-
nych za pomoca formuly (3.1), przyjmuje postac:

Q¢ d{ I "& 1 (m j (mn j m’n’D
cly,z, t) = 22— 4 cos| —Db [cos| —z |ex —Zt+
(v.2.1) v |4sH E‘l 2SH | 2H oH )P T am

_ 2

n=teo 1’D

+ cos cos| —vy |ex Yt |+
Z 2SH ( j ( yj p[ 48? J
R t=h el | mn nmw

+ ——cos| —Db |cos| —a |-
RIS

(3.10)
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4. Wyptyw zanieczyszczen z nieskonczenie wgskiej pionowej
lub poziomej szczeliny

Rozklad stezen zanieczyszczen, w przekroju poczatkowym, podczas wyptywu
z pionowej szczeliny nieskonczenie waskiej moze by¢ opisany za pomoca strumie-
nia wprowadzanych zanieczyszczen i funkcji delta - Diraca dla wymiaréw linio-
wych. W tej sytuacji wymiar: 2& przyjmuje warto$¢ zero, natomiast 2 = 2H (rys.
1) i wtedy wspotrzedne zrédel sa nastgpujace: a, —a dla ze < 0,2H > oraz
ze <—2H,0>. Rozklad stezen jest wigc suma czterech funkcji (warunek brze-

gowy):

er CZl’ At
ol 2t) =y (3 2)= Lo

= Latat (5(a-y)43(-a-))

V.H
dlat=0lubt>0,x=0,ye <0;25>,ze <0;2H >

W zalezno$ci od wartosci: m, n iloczyny skalarne, dla cy(y, z) opisanego formu-
1a (5.1), maja w tym przypadku posta¢:

n mn +2S +2H Q
ool -] Tooam-stge

((2-3(a=y)+2-3(-a-y)) =
@.1)

-2S —2H X
4.2)
nn mn +2S +2H mn
cy (Y, cos| —vy |cos| —z = c,(y,z) cos| —z |dzdy =0
[ ahen( S5 352)) = 1 Loty oSt
- 4.3)
nm mn +2S +2H nw
c,(y, cos| —vy |cos| —z = c,(y,z) cos| —y |dzdy =
(O(Y ) (ZSYJ (ZH JJm—O >l —'[s —-Z‘.H 0(y ) (2Syj !
T 4.4
_ g QuaCoa (DT
\A 2S
nn +2S +2H nm mr
c,(vy,z),cos| —y |[cos| —z = c,(y,z) -cos| —y |cos| —z |dzdy =0
(o(y ) (2SYJ ( Dm L _L oy, z (zsyj [2H j y
4.5)

Dla réznych wartoséci: m, n kwadraty norm pozostaja bez zmian (r.: (2.35), (2.36),
(2.37), (2.38).

Ostatecznie, na podstawie wzoru (2.34), wspétczynniki C,,, dane sa nastgpujacymi
wzorami:
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r.:(4.2), (2.35) erdczrd 1

Cm ZQpog———====== — ——— —— (46)
=0.n= V, 2SH
r.:(4.3), (2.36)
Cle, no( =—======= (47)
r.:(4.4), (2.37) Q C 1 nm
C _ o ========= M—COS —a
m=0.n21 V. SH (ZS j 4.8)
r.:(4.5), (2.38)
C =========() (49)

Dysponujac wspétczynnikami C,,,, rozwiazanie (2.32), dla rozkladu stezef opisa-
nych za pomoca formuly (4.1), przyjmuje postac:

erdczrd 1
cly,zt)=—""<——
(yz ) V., 2SH
- 2_2
&1 nm nm n"n' D,
+ ——cos| —a |cos| — vV |exp| — t |rexp(—kt 4.1
HZ::I SH (25 j (2syj p[ 48* J} p(=kt) (4.10)

Réwnanie (4.10) opisuje rozktad stgzen po szerokos$ci rzeki dla dowolnej wartosci
ze <0,2H>.

W przypadku wyptywu z poziomej, nieskofnczenie waskiej szczeliny o szeroko-
$ci 2S odsunigtej od osi 0Y " na odlegtosé: b, —b (rys. 1) rozwiazanie réwnania
(2.32) jest podobne do (4.10) z tym, ze konieczne jest dokonanie w tym réwnaniu
nastgpujacych podstawien: n «—m, a «<— b, y <z, S « H, D, < D, prowadzacych
do nastgpujacej formuty:

erdczrd 1 +
Vv 2SH

X

= +4oo 2 2

m mmn mmn m-w°D

+ E ——cos| —b |cos| —z |exp| —————=t | rexp(—kt 4.11
“ SH (2Hj (2Hj p( 4H? J} p(-kt) @1

Réwnanie (4.11) opisuje rozktad stezen po gigbokosci rzeki dla dowolnej wartosci
ye< 0,25 >.

c(y.zt) =

5. Wiasnosci rozwigzania dla zrédta o skoriczonych rozmiarach

W celu graficznego zobrazowania przyktadowego rozkladu st¢zenia przestrzeni
(y, z) przeprowadzono obliczenia z wykorzystaniem réwnania (2.44) dla nastgpu-
jacych danych: c¢q = 100 g/m3, a=20m, {=5m, S=50m,b=0,5m,{=0,5m,
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H=1,5m,D,=0,05 m?/s, D, = 0,0005 m*/s, M = 4000, N = 4000, k = 0. Rozktad
stezen po czasie 100 sekund propagacji zanieczyszczenia przedstawiono na rysun-
ku 2. Z wcze$niejszych badan [1, 4, 30] wynika, Zze maksimum stgzenia zanie-
czyszczenia wprowadzonego ekscentrycznie w przekroju wykazuje tendencje
przemieszczania si¢ do blizszych krawedzi przekroju rzeki (blizszego brzegu oraz
dna lub powierzchni zwierciadta wody). W rozpatrywanym przypadku maksymal-
ne stgzenia przekrojoéw, tzn. w kolejnych chwilach, przemieszcza¢ si¢ bgda do
punktu o wspotrzednych (y = 0, z = 0) (rys. 2-4).
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Rys. 2. Rozklad stezen w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 100 s
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Rys. 3. Rozklad stezen w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 2000 s

:Z\ﬁg:
§
F06——
51—
0
ey}
—— 00

1.00 /
0.50 /

Fid
€

|
%"

—— 009
—0
—00

y [m]



Transport zanieczyszczen w rzece z uwzglednieniem dyfuzji dwukierunkowe;j 323
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Rys. 4. Rozklad stezen w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 6250 s
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Rys. 5. Rozklad stezen w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 7500 s

Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze czas, po ktérym maksymalne stezenie prze-
kroju (w odniesieniu do calego przekroju) wystapi w narozu przekroju (w tym wy-
padku w punkcie o wspdtrzednych y = 0, z = 0), rézni si¢ od czasu wystapienia
maksymalnego stezenia w narozu przekroju. Maksymalne st¢Zzenie w narozu prze-
kroju pojawia si¢ wczesniej przed wystagpieniem w tym miejscu maksymalnego
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stgzenia przekroju. Ponadto maksymalne st¢Zenie, jakie pojawi si¢ w narozu prze-
kroju, jest wigksze od, obserwowanej w tym miejscu, warto$ci maksymalnego stg-
zenia przekroju. Maksymalne stezenie przekroju o wartoéci 6,653 g/m’ w punkcie
o wspotrzednych: y = 0, z = 0 wystapi po czasie okoto 6250 sekund (rys. 4). P6z-
niej stgzenia w narozu (y = 0, z = 0) beda male¢ (rys. 5). Maksymalna wartos$¢ stg-
zenia przekroju po czasie 7500 sekund wynosi 6,496 g/m’. Maksymalne stezZenie,
jakie w ogéle wystapi w narozu, jest wigksze od maksymalnego stgzenia przekroju
i wynosi 6,791 g/m’ (rys. 6). Pojawi si¢ jednak wczesniej, tj. w chwili 4250 sekund
(rys. 6).

Mozliwe jest oszacowanie czasu wystgpienia maksymalnego stezenia przekroju
w narozu i maksymalnego stg¢zenia w narozu. Rozwiazanie réwnania adwekcji
z uwzglednieniem dyfuzji w ptaszczyznie prostopadtej do kierunku przeptywu dla
wymuszenia impulsowego w obszarze nieograniczonym ma postac:

2 2
oy, 7, 1) = 1 Mg exp (y=&)” z-Gy) (5.1)
s £ -
(2{mt)*\/D,D, (2H) 4Dt 4Dt
0.08
. 007 -
£ T—e——
& 006 v M
S
I
& 005
S 004
N
S 003
>
& 002
8 ool LS
0.01 ;
0 T T T
o 8 O O © © O 9O 9 O 9O 9 9 o 9O 9 O 9 9 o o9
E8E8 cgegcgcgEegegede

@

Rys. 6. Przebieg bezwymiarowych stezen C/Cy w czasie w narozu przekroju (y = 0,z = 0)

Wspétrzedne polozenia czastki wprowadzonej substancji mozna traktowac jak
zmienne losowe. Poréwnujac wzoér (5.1) z dwuwymiarowym rozktadem normal-
nym, majacym Srednie: (&, () i wariancje: (¢, 6,) o zmiennych nieskorelo-
wanych, w postaci:

1 y-&)" (z-¢)’
f(y, z) = -
(y, 2) 20,0, eXp[ 2’ 207 (5.2)

rozproszenie czastek substancji wokét punktu o wspétrzednych (&, ,) moze by¢
przyblizone nastgpujacymi relacjami:



Transport zanieczyszczen w rzece z uwzglednieniem dyfuzji dwukierunkowe;j 325

62 =2D 1 (53)
6> = 2D, (5.4)
W przypadku os$rodka ograniczonego (rys. 1) rozproszenie:
o, ~a+§ (5.5)
6,=b+( (5.6)

W zwiazku z tym czas t,, , przemieszczenia maksymalnego stgzenia przekroju
do naroza przekroju moze by¢ oszacowany z zaleznosci:
2 2
(a+&)”  (b+Q)

Enax,p = MAX , (5.7
' 2D, 2D,

W tym w przypadku dla: a =20m, £ =5m, b=05m, {=05m, D, =
0,05 m?/s, D, = 0,0005 m?/s czast =6250 s, co jest zgodne z wynikami obli-

czen uzyskanymi z réwnania (2.44) (rys. 4). Analiza charakteru przemieszczania
si¢ maksymalnego st¢zenia przekroju (rys. 2, 4) pokazuje, Zze przemieszczeniu w
pionie (kierunek z) nie towarzyszylo przemieszczenie w poziomie (kierunek y).
Swiadczy to o nieskorelowaniu rozproszenia czastek substancji w kierunkach wza-
jemnie prostopadtych.

Oszacowanie czasu wystapienia st¢zenia maksymalnego, jakie w ogéle pojawi
si¢ w narozu, jest trudniejsze. Rozpraszanie czastek substancji w kierunku y oraz
z nalezaloby traktowac jak proces losowy o zmiennych skorelowanych. Przyblizo-
ne czasy przemieszczen czastek substancji w kierunku poziomym (t,) i pionowym
(t,) mozna obliczy¢ ze wzoréw:

max,p

= (a+8) (5.8)
Y 2D,

b+()’
t, = (2D) (5.9)

Jezeli czas t, < t,, to mozna przyjmowac, ze w czasie t, czasteczki substancji prze-
miescity si¢ w kierunku y na drodze ,/t,2D, , a wigc pozostata droga do naroza

w tym kierunku wynosi a+§—,/t,2D, . W zwiazku z tym czas t, wystapienia

maksymalnego st¢zenia w narozu mozna oszacowac ze wzoru:

(a+§ —/t,2D, )2
2D

y

t =t +

max z

(5.10)
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W rozpatrywanym przypadku uzyskany ze wzoru (5.10) czas t_, =3250s,

podczas gdy faktycznie ten czas jest rowny 4250 s (rys. 6). Czas t_,,  jest mniejszy
od faktycznego, a popelniony btad wzgledny wynosi wigc okoto 25%. Przeprowa-
dzono szereg obliczen dla réznych kombinacji wartosci: a, &, S, b, {, H, Dy, D,
(tab. 1); (podczas przyréwnywania pochodnych st¢zenia wzgledem czasu do zera
warto$ci: S, H nie maja znaczenia). Dla innych warto$ci parametréw modelu pro-
pagacji zanieczyszczen (tab. 1) btad ten byl mniejszy. Szczegétowa analiza wyni-

kow obliczeh wskazuje jednak (tab. 1, kol.: 9, 13, 14, 15), ze faktyczny czas t . ;

wystapienia maksymalnego stgzenia w narozu zawarty jest w przedziale
<tmax,p, tmax> i doktadniejsze jego oszacowanie jest nastgpujace:

tmax,f = 0'5.(tmax,p+ tmax ) (511)

Obliczenia zmian st¢zen w czasie dla parametrow modelu zawartych w tabeli 1
umozliwity sporzadzenie wykreséw przedstawiajacych przebieg pochodnej
d(C/Cp)/dt wzgledem czasu t w narozu przekroju (y = 0, z = 0) lub wzgledem bez-
wymiarowego stezenia C/C,. Przyktadowe wykresy dla wybranych warto$ci para-
metréow: a, &, S, b, {, H, Dy, D, przedstawiono na rysunkach 7 i 8. Na podstawie
wielu tego typu wykreséw wyznaczono chwilg wystapienia maksymalnych zmian
stezen d(C/Cy)/dtl,,. Maksymalne zmiany stg¢zen pojawiaja si¢ w przyblizeniu
(tab. 1, kol. 12) w 10/47 czasu wystapienia maksymalnego stgzenia w narozu prze-
kroju (y = 0, z = 0) (w przypadku wykreséw na rysunkach 6 i 7 ulamek ten
wynosi 10/40) lub w chwili wystgpienia stezenia (tab. 1, kol. 10) stanowiacego
10/32 stgzenia maksymalnego, jakie pojawi si¢ w narozu przekroju (y = 0, z = 0)
(w przypadku wykresu 8 utamek ten wynosi 10/31).
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Rys. 7. Przebieg pochodnej d(C/Cy)/dt w czasie w narozu przekroju (y = 0, z = 0),
(a=20m,§=Sm,S=50m,b=0,5m,§=0,5m,H=1,5m,Dy=0,05m2/s,
D, = 0,0005 m?/s)
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Rys. 8. Przebieg pochodnej d(C/Co)/dt wzgledem bezwymiarowego stezenia C/Cy
w narozu przekroju (y=0,z=0),(@a=20m,E=5m,S =50 m, b= 0,5 m,
¢=0,5m, H = 1,5m, D, = 0,05 m%s, D, = 0,0005 m*/s)
Gdyby substancja rozprzestrzeniata sie¢ w osrodku nieograniczonym, to W przy-
yoy ] p Q g y przy
padku wymuszenia impulsowego czas t™ wystapienia st¢zenia maksymalnego

w punkcie (y = 0, z = 0) mozna obliczy¢ z warunku %:O z wykorzystaniem
t

rOéwnania (5.1) i wtedy:

tmax — (éO)Z +(C0)2
4D 4D

y z

(5.12)

(w tym przypadku przyjmujemy, ze: {, =a+§&, {=b+{)

Chwile t* wystapienia maksymalnej zmiany stezenia w punkcie (y = 0, z = 0) moz-
2

na obliczy¢ z warunku a—zc =0 z wykorzystaniem réwnania (5.1) i wtedy:
t

S KGR (Y NN U U e U
= 4Dy+4DZ (1 \/Ej_t (1 \Ej (5.13)

W tej sytuacji, w osrodku nieograniczonym, maksymalnym zmianom st¢zen od-
powiada¢ bedzie iloraz czasow:

to_ [1_Lj .10 (5.14)
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Iloraz 10/33 jest wigkszy od 10/47, co oznacza, ze maksymalne st¢zenie w punkcie
(y =0, z=0) w przypadku osrodka ograniczonego (brzegi rzeki) pojawi si¢ wcze-
$niej niz w przypadku osrodka nieograniczonego. Obecno$¢ brzegu przyczynia si¢
wigc do przyspieszenia efektow zwiazanych z rozprzestrzenianiem masy badanej
substancji.

Maksymalne st¢zenie w punkcie (y = 0, z = 0) w chwili t™" jest nast¢pujace
(r.: (5.1), (5.12)):

C

i 1 s exp(-1) 5.15
@xt™)? /D D, (2H) (5.15)

Stezenie ¢, ktéremu odpowiada maksymalna zmiana stezenia w punkcie (y = 0,
z=10), w chwili t opisuje formuta (r.: (5.1), (5.13), (5.14)):

. 1 Mg 1

) {2 ntmax(l—\/lEsz D,D, (2H)6XP @ (5.16)

W tej sytuacji iloraz stgzen, charakteryzujacych moment wystapienia maksymalne]
zmiany st¢zenia w punkcie (y = 0, z = 0), dany jest wzorem:

¢ _ 2 exp( ! Jzﬂ (5.17)
Cmax \/5_1 1_\/5 33

Utamek 10/33 wyznaczony dla osrodka nieograniczonego jest zblizony do
utamka 10/32 wyznaczonego dla o$rodka ograniczonego (brzegi rzeki). Oznacza
to, ze przebieg zmian st¢zen w czasie w punkcie (y =0, z = 0) w obu os$rodkach ma
ten sam charakter, a krzywe przedstawiajace zmiany stgzen sa podobne.

Podsumowanie i wnioski

Przedstawione rozwiazanie (2.11), dla prostokatnego rozktadu stezen w prze-
kroju poczatkowym, w postaci formuty (2.44) umozliwia wyznaczenie rozktadu
stezeh zanieczyszczen w przekrojach poprzecznych rzeki.

Korzystajac z twierdzenia o najlepszej aproksymacji kwadratowej, okre§lono
posta¢ rozwiazan (2.11) w przypadku wyptywu zanieczyszczen z nieskonczenie
malego otworu lub z nieskonczenie waskiej pionowej lub poziomej szczeliny.
Rozwiazania takie sa przydatne, gdy nie jest rozpoznany rozktad stgzen zanie-
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czyszczen w przekroju poczatkowym, znany jest natomiast strumien zanieczysz-

czen wprowadzanych do rzeki.

Maksima stgzen, w coraz dalszych przekrojach, przemieszczaja si¢ zawsze
w kierunku blizszych krawedzi przekroju poprzecznego rzeki. Taka sytuacja moze
zaistnie¢ tylko wtedy, gdy zanieczyszczenia nie sa wprowadzane w $rodku syme-
trii przekroju. W zwiazku z tym prébki do pomiaréw maksymalnych stgzen zanie-
czyszczeh w przekrojach rzeki powinny by¢ pobierane w poblizu miejsc wystapie-
nia maksymalnych stgzen okreslonych za pomoca réwnania (2.44). Pobér prébki
w niewlasciwym miejscu moze prowadzi¢ do btednego wniosku o wielkosci stgze-
nia zanieczyszczenia, a tym samym do btednych decyzji dotyczacych zarzadzania
jakoscia wéd powierzchniowych.

Analiza szybkosci przemieszczania si¢ maksiméw stgzen w kierunku naroza
przekroju umozliwita sformutowanie przyblizonych zalezno$ci umozliwiajacych
obliczenie czasu przemieszczenia maksymalnego stgzenia przekroju do naroza
przekroju (r.(5.7)) oraz czasu wystapienia st¢zenia maksymalnego, jakie w ogdle
pojawi si¢ w narozu (r.(5.10)).

Badanie przebiegu rozktadu stezenh w narozu przekroju, do ktérego przemiesz-
czaja si¢ maksima stezen, umozliwito sformutowanie nast¢pujacych wnioskéw
og6lnych:

1. Maksymalne zmiany stgzen pojawiaja si¢ w przyblizeniu w okoto 10/47 czasu
wystapienia maksymalnego st¢zenia w narozu przekroju.

2. Maksymalne zmiany stgzen pojawiaja si¢ w chwili wystapienia st¢zenia stano-
wiacego 10/32 stezenia maksymalnego, jakie pojawi si¢ w narozu przekroju.

3. W przypadku osrodka nieograniczonego maksymalne zmiany stgzefn pojawiaja
si¢ wczesniej, to jest w 10/34 czasu wystapienia maksymalnego stg¢zenia w od-
legtosci &y =a+ &, {, =b + { od osi Zrédta zanieczyszczenia.

4. W przypadku o$rodka nieograniczonego maksymalne zmiany st¢zen pojawiaja
si¢ w chwili wystapienia st¢zenia stanowigcego 10/33 st¢zenia maksymalnego,
jakie pojawi si¢ w odlegtosci &, =a+ &, {, =b+{ od osi zrédta zanieczysz-
czenia. Utamek 10/33 wyznaczony dla o$rodka nieograniczonego jest zblizony
do utamka 10/32 wyznaczonego dla o$rodka ograniczonego (brzegi rzeki).
Oznacza to, ze przebieg zmian stg¢zen w czasie w punkcie (y = 0, z = 0) w obu
osrodkach ma ten sam charakter, a krzywe przedstawiajace zmiany stgzen sa
podobne.

Dysponujac rozktadem st¢zen w przekrojach poprzecznych rzeki, mozna okre-
sli¢ zalezno$¢ wspétczynnika zmiennosci od czasu. Umozliwia to wyznaczenie
czasu niezbednego do wymieszania zanieczyszczen z wodami rzeki na odpowied-
nim poziomie.

Wyniki obliczef uzyskane za pomoca wzoru (2.44) mozna wykorzysta¢ do te-
stowania jakosci wynikéw otrzymanych za pomoca algorytméw numerycznych
1 jakos$ci samych algorytméw. Z uwagi na liniowa posta¢ rOwnania transportu ma-
sy (1.1) rozktad stgzen zanieczyszczen pochodzacych z kilku Zrédet mozna uzy-
ska¢, sumujac rozktady stezen dla poszczegdlnych Zrédet.
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Transport of Pollutants in a the River with Bi-directional Diffusion

The paper presents an analytical method for solving the differential equation describing
the advection mass transport with bi-directional diffusion in the plane perpendicular to the
flow in the unsteady state.

In this method, a function of concentration is represented through the products of three
functions related to coordinates of time and two linears. This manner allows the presentation
of the mass transport equation in the form of three differential equations relating to a single
coordinate. The solution of mass transport equation refers to the case of uniform, rectangular
concentration distribution of pollutants in the river section. The solution allows to specify the
distribution of pollutants concentrations in the river section. It also gives solutions for the dis-
charge of pollutants from the infinitely small hole and the infinitely narrow horizontal or ver-
tical gap. It presents formulas to determine the approximate time displacement of peak con-
centration of section to a corner of a rectangular cross-section of the river and the time of the
maximum concentration at all appears in the corner of the section. In the paper there were de-
scribed the properties of obtained solutions. The relative moments of appearance of the maxi-
mum changes of concentration with time at a specific location in the river cross-section were
described. In the case of rectangular riverbed maximum concentration changes occur ap-
proximately at about 10/47 of time of to maximum concentration in a corner section or at the
time of the concentration being 10/32 of the maximum concentration that will appear in the
corner. In the unlimited space maximum changes of concentration occur earlier at 10/34 time
to maximum concentration in the same place thanas in the limited space (river). In the unlim-
ited space maximum concentrations occur at the time when concentration is 10/33 of the max-
imum concentration which will be in the same place as in the limited space. Fraction 10/33 set
for unlimited space is close to the fraction 10/32 obtained for limited space (river). This means
that the changes of the concentrations at the same point in the two spaces are the same in na-
ture, and the curves of changes in concentration are similar.

Keywords: pollutants, water, river, advection, two-way diffusion, unsteady state



