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Transport zanieczyszczeń w rzece z uwzględnieniem 
dyfuzji dwukierunkowej  

W pracy zaprezentowano metodę analitycznego rozwiązywania równania róŜniczkowego 

opisującego adwekcyjny transport masy z dwukierunkową dyfuzją w płaszczyźnie normalnej 

do przepływu w stanach nieustalonych. W metodzie tej funkcję stęŜenia zapisano w postaci 

iloczynu trzech funkcji dotyczących czasu oraz dwóch współrzędnych liniowych. Taki sposób 

reprezentacji funkcji stęŜenia umoŜliwia przedstawienie równania transportu masy w postaci 

trzech równań róŜniczkowych, odnoszących się tylko do jednej współrzędnej. Rozwiązanie 

równania transportu masy odnosi się do przypadku równomiernego, prostokątnego rozkładu 

stęŜeń zanieczyszczeń w przekroju rzeki. Rozwiązanie umoŜliwia określenie rozkładu stęŜeń 

zanieczyszczeń w przekroju rzeki. Podano równieŜ rozwiązania dla przypadku wypływu za-

nieczyszczeń z nieskończenie małego otworu oraz nieskończenie wąskiej pionowej lub 

poziomej szczeliny. Sformułowano przybliŜone zaleŜności, umoŜliwiające wyznaczenie czasu 

przemieszczenia maksymalnego stęŜenia przekroju do naroŜa przekroju prostokątnego koryta 

rzeki oraz czasu wystąpienia stęŜenia maksymalnego, jakie w ogóle pojawi się w naroŜu prze-

kroju. Opisano własności otrzymanych rozwiązań. Określono względne momenty wystąpienia 

maksymalnych zmian stęŜenia w czasie w wybranym miejscu przekroju koryta rzeki. W przy-

padku koryta rzeki o przekroju prostokątnym maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają się  
w przybliŜeniu w około 10/47 czasu wystąpienia maksymalnego stęŜenia w naroŜu przekroju 

lub w chwili wystąpienia stęŜenia stanowiącego 10/32 stęŜenia maksymalnego, jakie pojawi się 
w tym naroŜu. W przypadku ośrodka nieograniczonego maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają 

się wcześniej, to jest w 10/34 czasu wystąpienia maksymalnego stęŜenia w tym samym miejscu 

co w ośrodku ograniczonym. W przypadku ośrodka nieograniczonego maksymalne zmiany 

stęŜeń pojawiają się w chwili wystąpienia stęŜenia stanowiącego 10/33 stęŜenia maksymalnego, 

jakie pojawi się w tym samym miejscu co w ośrodku ograniczonym. Ułamek 10/33 wyznaczony 

dla ośrodka nieograniczonego jest zbliŜony do ułamka 10/32 wyznaczonego dla ośrodka 

ograniczonego (rzeka). Oznacza to, Ŝe przebieg zmian stęŜeń w czasie w tym samym punkcie  

w obu ośrodkach ma ten sam charakter, a krzywe przedstawiające zmiany stęŜeń są podobne. 

Słowa kluczowe: zanieczyszczenia, woda, rzeka, adwekcja, dwukierunkowa dyfuzja, stany   

                              nieustalone 

Oznaczenia 

Alfabet łaciński: 

a - odległość od brzegu rzeki do źródła zanieczyszczeń w kierunku y, m 

b - odległość od dna rzeki do źródła zanieczyszczeń w kierunku z, m 

C - stałe  

c - stęŜenie zanieczyszczeń, g/m
3
 

c0 - stęŜenie zanieczyszczeń w przekroju początkowym, g/m
3
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cśrd - średnie stęŜenie zanieczyszczeń, g/m
3
 

zrdc  - stęŜenie zanieczyszczeń w strumieniu wypływającym ze źródła za-

nieczyszczeń, g/m
3
 

Dx, Dy, Dz  - współczynniki dyfuzji w kierunkach: x, y, z, m
2
/s 

2·H - głębokość kanału, średnia głębokość rzeki, m 

k - stała szybkości procesu, s
−1

 

m - indeks 

M - maksymalna wartość dla m 

MS - masa substancji, g 

n - indeks 

N - maksymalna wartość dla n 

zrdQ  - wypływ ze źródła zanieczyszczeń, m3
/s 

r(c) - szybkość procesu chemicznego lub biochemicznego, g/(m
3
 ⋅ s) 

2·S - szerokości rzeki, m 

t, t1 - czas, s 

mt  - czas mieszania, s 
V

mt  - czas mieszania w kierunku pionowym, s 
tH

mt  - czas mieszania w kierunku poziomym poprzecznym, s 

t
max

, tmax - czas wystąpienia maksymalnego stęŜenia, s 

tmax,p - czas wystąpienia maksymalnego stęŜenia w przekroju, s 

tmax,f - faktyczny czas wystąpienia maksymalnego stęŜenia, s 

t
*
 - czas wystąpienia maksymalnej zmiany stęŜenia, s 

Vx , Vy , Vz - składowe prędkości przepływu w kierunkach: x, y, z, m/s 

Y, Z, T - funkcje składowe dla stęŜenia zanieczyszczeń 
x - współrzędna pozioma w kierunku przepływu rzeki, m 

x1 - współrzędna ruchoma, m 

y, y1
 
 - współrzędna pozioma w kierunku prostopadłym do osi x, m 

z, z1 - współrzędna pionowa, m 

Alfabet grecki: 

α..., β..., γ... - parametry 

∆t  - czas trwania emisji zanieczyszczenia, s 

∆x  - droga przemieszczenia zanieczyszczenia w czasie ∆t,  m 

( )..........δ  - funkcja delta - Diraca, m
−1

 

ξo, ζo - współrzędne punktu dla źródła zanieczyszczeń, m 

2ξ - szerokość strefy dopływających zanieczyszczeń, m  

2ζ - wysokość strefy dopływających zanieczyszczeń, m 
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Wprowadzenie 

Substancje obecne w środowisku wodnym ulegają rozprzestrzenieniu w wyniku 

zachodzenia róŜnych procesów, takich jak: adwekcja, dyfuzja molekularna, dyfu-

zja turbulentna. Dodatkowym efektem wpływającym na rozproszenie zanieczysz-

czeń w środowisku jest efekt dyspersji masy będący efektem nierównomiernego 

rozkładu prędkości w płaszczyźnie prostopadłej do kierunku ruchu wody. Równa-

niem uwzględniającym wymienione procesy jest równanie adwekcji - dyfuzji  

w stanach nieustalonych [1-6]. Rozwiązanie takiego równania w przypadku ogól-

nym jest moŜliwe tylko metodami numerycznymi. W wielu jednak sytuacjach wy-

starczającą informację o sposobie rozprzestrzeniania się zanieczyszczeń moŜna  

uzyskać z analitycznych rozwiązań takiego równania dla pewnych szczególnych 

przypadków rozkładu stęŜeń w czasie i przestrzeni i prostej geometrii ośrodka,  

w którym występuje przepływ. Rozwiązania analityczne umoŜliwiają szybkie uzy-

skanie przybliŜonej informacji o czasie wystąpienia określonej wartości stęŜenia  

w określonym przekroju kontrolno-pomiarowym, oszacowanie czasu trwania stę-
Ŝeń przewyŜszających wartość uznaną za bezpieczną, wyznaczenie stopnia wymie-

szania zanieczyszczeń z wodami cieku itp. W artykule przeanalizowany zostanie 

przypadek adwekcyjnego transportu zanieczyszczeń z uwzględnieniem dwukie-

runkowej dyspersji poprzecznej w rzece o korycie prostokątnym. Wyniki uzyskane 

metodami numerycznymi przeznaczonymi do rozwiązywania równań róŜniczko-

wych mogą być obciąŜone wieloma błędami numerycznymi. Rozwiązanie anali-

tyczne równania transportu masy, co prawda uzyskane tylko dla pewnych przy-

padków propagacji zanieczyszczeń, pozbawione jest jednak takich błędów i moŜe 

być dodatkowo wykorzystane do oceny jakości wyników uzyskiwanych metodami 

numerycznymi. 

1. Model transportu masy 

W niniejszej pracy analizowany jest transport zanieczyszczeń w środowisku 

wodnym wywołany adwekcją wzdłuŜną (wzdłuŜ cieku lub kanału) oraz dyfuzją  
w płaszczyźnie normalnej do kierunku przepływu. Model takiego transportu moŜe 

być opisany następującym równaniem róŜniczkowym [1-3, 7-25]:  

(1.1) 

Równanie (1.1) uwzględnia szybkość procesu zaniku zanieczyszczenia. Szyb-

kość procesu opisano mechanizmem jednocząsteczkowym pierwszego rzędu 

( )r c = kc−  [1, 4, 10, 26]. 

Rozwiązanie szczególne równania (1.1) moŜe być wykorzystane między innymi 

do wyznaczenia stopnia wymieszania zanieczyszczeń z wodami odbiornika [25] 

( ) ( )
( )

2 2

x y z2 2

c c c c
+V D D r c

t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + −

∂ ∂ ∂ ∂
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lub śledzenia przemieszczania się zanieczyszczeń w płaszczyźnie prostopadłej do 

kierunku przepływu z upływem czasu. 

2. Rozwiązanie równania transportu zanieczyszczeń 

Przed przystąpieniem do rozwiązania równania (1.1) naleŜy dokonać jego prze-

kształcenia do postaci niezaleŜnej od współrzędnej x. W tym celu wprowadzona 

zostanie tzw. współrzędna ruchoma x1 dana wzorem: 

(2.1) 

oraz nowe współrzędne: t1, y1, z1 takie, Ŝe: 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

W związku z tym pochodne stęŜenia c(y,z,t) w równaniu (1.1) względem nowych 

zmiennych: t1, x1, y1, z1 będą następujące: 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

1 xx = x V t−

( )

1 1 1

1 1 1 1

x x

1 1 1 1

x y zc c t c c c
 =  +  + 

t t t x t y t z t

c c c c c c
1 + V 0 + 0 V

t x y z t x

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

t x y zc c c c c
= + + +

x t x x x y x z x

c c c c c
= 0+ 1+ 0 + 0 =

t x y z x

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1
t = t

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

t x y zc c c c c
 =  +  +  + 

y t y x y y y z y

c c c c c
 = 0 + 0 + 1 + 0 = 

t x y z y

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1y = y

1z = z
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(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Podstawiając nowe postacie pochodnych r.: (2.5), (2.6) do równania (1.1) oraz ko-

rzystając z równości (2.9), (2.10), otrzymujemy nową postać równania róŜniczko-

wego: 

(2.11) 

Czas t w tym równaniu odnosi się do stęŜenia w przekroju xx = V t  (transport ad-

wekcyjny). 

Przedstawmy całkę ogólną równania (2.11) za pomocą iloczynu trzech funkcji: 

(2.12) 

(Y(y), Z(z), Y(t) - funkcje zaleŜne tylko od jednej współrzędnej, odpowiednio od: 

y, z, t). 

Przy takiej postaci całki ogólnej równanie (2.11) przyjmie następującą formę: 

(2.13) 

Przyjmijmy, Ŝe kaŜdy ze składników tego równania jest równy innej ujemnej 

liczbie i wtedy: 

(2.14) 

(2.15) 

2 2
1

2 2
1 1 1 1

yc c c c
 = ===== 1 = 

y y y y yy y

   ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

2 2

y z2 2

c c c
 = D + D kc

t y z

∂ ∂ ∂
−

∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( )c = Y y Z z T t⋅ ⋅

2 2

y z2 2

1 T 1 Y 1 Z
 + k = D  + D

T t Y Zy z

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

t x y zc c c c c
 =  +  +  + 

z t z x z y z z z

c c c c c
 = 0 + 0 + 0 + 1 = 

t x y z z

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2
1

2 2
1 1 1 1

zc c c c
===== 1

z z z z zz z

 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= =  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

21 T
 + k  = α

T t

∂
−

∂

2
2

y 2

1 Y
D  = β

Y y

∂
−

∂
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(2.16) 

Stąd związek między liczbami jest następujący: 

(2.17) 

Równanie (2.14) odpowiedzialne jest za zmiany stęŜeń w czasie t, (2.15) - za 

dyfuzyjny transport w kierunku y (w poziomie, po szerokości rzeki), (2.16) - za dy-

fuzyjny transport w kierunku z (w pionie, po głębokości rzeki). 

Napisanie całki ogólnej równania (2.11) wymagać więc będzie rozwiązania trzech 

niezaleŜnych równań róŜniczkowych: (2.14), (2.15), (2.16). 

Równania: (2.14), (2.15), (2.16) są zwyczajnymi równaniami róŜniczkowymi 

pierwszego (r.(2.14) lub drugiego stopnia (r.:(2.15), (2.16)) o stałych współczynni-

kach. Ich rozwiązania są następujące [27-29]: 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

W celu wyznaczenia całki szczególnej równania (2.11) konieczne jest podanie: 

- warunku początkowego w przykładowej postaci: 

(2.21) 

- warunku brzegowego w przykładowej postaci: 

(2.22) 

oraz warunków dla pochodnych stęŜenia: c/ y,∂ ∂  c/ z∂ ∂  na granicy ośrodków wo-

da - powierzchnia koryta rzeki. W przypadku koryta o przekroju prostokątnym  

(rys. 1): 

(2.23) 

2
2

z 2

1 Z
D  = γ

Z z

∂
−

∂

2 2 2α  = β + γ

( ) ( )2
αT = C exp kt exp α t⋅ − ⋅ −

β,1 β,2

y y

β β
Y = C cos y  + C sin y

D D

   
   
   
   

γ,1 γ,2
y y

γ γ
Z = C cos z  + C sin z

D D

   
   
   
   

( )c y,z,t  = 0 dla t = 0, x 0, y <0;2S>, z <0;2H>≥ ∈ ∈

( ) ( )0c y,z,t  = c y,z dla t = 0 lub t 0, x = 0, y <0;2S>, z <0;2H>≥ ∈ ∈

{ }
c

= 0 dla y = ±2S,0 , t 0 , x 0 , z < 0;2H >
y

∂
≥ ≥ ∈

∂
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(2.24) 

Przyjęcie warunków (2.23), (2.24) oznacza, Ŝe granica ośrodków woda - po-

wierzchnia koryta rzeki jest dla zanieczyszczeń dyfuzyjnie nieprzenikliwa. 

Wartości liczb ( )γ,β  moŜna wyznaczyć za pomocą pochodnych funkcji ( )Y,Z ,  

korzystając z warunków (2.23) i (2.24). W związku z tym: 

(2.25) 

(2.26) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Rys. 1. Schemat przekroju poprzecznego rzeki (koryto prostokątne) z zaznaczonym roz-

kładem. StęŜenie ( )0c y,z . StęŜenie 0c  ma stałą wartość w obszarze prostokąta  

o wymiarach ( )2ξ, 2ζ . Na zewnątrz prostokąta 
0c  = 0 . Prostokąt przesunięty jest 

na odległość a od lewego brzegu rzeki oraz znajduje się na wysokości b nad dnem 

rzeki. Rzeczywista rzeka o szerokości 2S oraz głębokości 2H reprezentowana jest 

przez ćwiartkę A układu współrzędnych 

{ }
c

 = 0 dla z = ±2H,0 , t 0, x 0, y < 0;2S >
z

∂
≥ ≥ ∈

∂

 

0c

0c0c

0c

A

2S+

2H+

2S−

2H−

y

z

a
b

0,0

2ξ

ζ2

{ }β,1 β,2

y y y y

Y β β β β
 = C sin y  + C cos y   =  0 dla y  =  ±2S,0

y D D D D

   ∂    −
   ∂
   

{ }γ,1 γ,2

y y y y

Z γ γ γ γ
 = C sin z  + C cos z  = 0 dla z = ±2H,0

z D D D D

   ∂
   −
   ∂
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Spełnienie warunków (2.25), (2.26) dla y = 0 jest moŜliwe tylko wtedy, gdy: 

β,2C  = 0,  γ,2C  = 0,  poniewaŜ funkcja cos(0) = 1. W tej sytuacji: 

(2.27) 

(2.28) 

Z równań (2.27) i (2.28) wynika, Ŝe liczb ( )γ,β  jest nieskończenie wiele i ich war-

tość zaleŜy od wielokrotności kąta π, a więc: 

(2.29) 

 

(2.30) 

Nieskończenie wiele jest równieŜ liczbα, co wynika ze związku (2.17). 

W tej sytuacji rozwiązanie równania (2.11) dla koryta prostokątnego jest kom-

binacją liniową iloczynów funkcji: (2.18), (2.19), (2.20) (w przypadku liniowych 

równań róŜniczkowych liniowa kombinacja rozwiązań szczególnych jest równieŜ 
rozwiązaniem równania róŜniczkowego). Postać tego rozwiązania jest następująca: 

 

(2.31) 

PoniewaŜ funkcja cosinus jest parzysta, więc sumowanie w równaniu (2.31) moŜe 

się przeprowadzone w zakresie < 0 ;+ )∞  z tym, Ŝe współczynniki Cm,n naleŜy trak-

tować jako dwukrotnie większe, z wyjątkiem sytuacji, gdy m = 0, a współczynnik 

n jest dowolny lub gdy n = 0, a współczynnik m jest dowolny. Przy takim załoŜe-

niu: 

 

(2.32) 

β,1
y y

β β
C sin y  = 0 dla y = ±2S

D D

 
 −
 
 

γ,1
y y

γ γ
C sin z  = 0 dla z = ±2H

D D

 
 −
 
 

y

n

nπ D
β  = dla n = 0, ±1, ±2, ±3

2S

y

n

mπ D
γ  = dla m = 0 , ±1, ±2 , ±3

2H

( ) ( )
2 2 2 2n = m = +

y z
m,n 2 2

n = m = 

n π D m π Dnπ mπ
c y, z, t   C cos y cos z exp kt exp t

2S 2H 4S 4H

+∞ ∞

−∞ −∞

       = ⋅ − ⋅ − +             
∑ ∑

( ) ( )
2 2 2 2n=+ m=+

y z
m,n 2 2

n 0 m = 0

n π D m π Dnπ mπ
c y,z,t C cos y cos z exp kt exp + t

2S 2H 4S 4H

∞ ∞

=

       = ⋅ − ⋅ −             
∑ ∑
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Z uwagi na parzystość funkcji cosinus wyznaczenie współczynników Cm,n  

będzie wymagało przeprowadzenia obliczeń dla wszystkich czterech ćwiartek 

układu współrzędnych (rys. 1), mimo Ŝe rzeczywista rzeka reprezentowana jest 

tylko przez ćwiartkę A układu współrzędnych. Gdyby załoŜyć, Ŝe poza ćwiartką A 

w pozostałych ćwiartkach stęŜenie jest zerowe, to wyznaczone współczynniki Cm,n 

byłyby takie same, inne natomiast byłyby iloczyny skalarne i kwadraty norm ciągu 

ortogonalnego
nπ mπ

cos y cos z
2S 2H

    
    
    

, występującego w rozwiązaniach: (2.31), 

(2.32). 

W celu wyznaczenia wartości współczynników Cm,n naleŜy skorzystać z szeregu 

ortogonalnego [15] wynikającego z rozwiązania (3.32) dla czasu t = 0, aproksymu-

jącego rozkład stęŜeń przedstawionych na rysunku 1, a więc: 

(2.33) 

Ciąg
nπ mπ

cos y cos z
2S 2H

    
    
    

 jest ortogonalny, poniewaŜ dla dwóch róŜnych war-

tości: m, n iloczyn skalarny jest równy zeru [30] - moŜna to wykazać bezpośred-

nim rachunkiem. 

Korzystając z twierdzenia o najlepszej aproksymacji kwadratowej [30], współ-

czynniki Cm,n moŜna wyznaczyć z ilorazu: iloczynu skalarnego ( )zy,c0  i ciągu or-

togonalnego oraz kwadratu normy ciągu ortogonalnego, a więc: 

(2.34) 

2
....  - oznaczenie kwadratu normy, 

( )...  - oznaczenie iloczynu skalarnego. 

W zaleŜności od wartości: m, n kwadraty norm są następujące (patrz rys. 1): 

(2.35) 

( ) ( )
n = + m = +

m,n 0

n = 0 m = 0

nπ mπ
c y, z, t = 0 C cos y cos z  = c y, z

2S 2H

∞ ∞    
=    

   
∑ ∑

( )0

m,n 2

nπ mπ
c y, z , cos y cos z

2S 2H
C =

nπ mπ
cos y cos z

2S 2H

    
    

    

   
   
   

2 +2S +2H

m = 0,n = 0 2S 2H

nπ mπ
cos y cos z = 1 1dzdy = 16SH

2S 2H
− −

⋅
   
   
   

∫ ∫
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(2.36) 

(2.37)  

 

(2.38) 

W zaleŜności od wartości: m, n iloczyny skalarne mają postać (patrz rys. 1): 

 

(2.39) 

(2.40) 

 

(2.41) 

(2.42) 

2 +2S +2H

2

m 1,n = 0 2S 2H

nπ mπ mπ
cos y cos z = cos y dzdy = 8SH

2S 2H 2H
≥ − −

     
     
     

∫ ∫

2 +2S +2H

2

m=0,n 1 2S 2H

nπ mπ nπ
cos y cos z = cos y dzdy = 8SH

2S 2H 2S
≥ − −

     
     
     

∫ ∫

2 +2S +2H

2 2

m 1, n 1 2S 2H

nπ mπ nπ mπ
cos y cos z = cos y cos z dzdy = 4SH

2S 2H 2S 2H
≥ ≥ − −

       
       
       

∫ ∫

( ) ( )
+2S +2H

0 0 0

m = 0,n = 0 2S 2H

nπ mπ
c y,z , cos y cos z = c y, z 1dzdy = 16c ξζ

2S 2H
− −

    
⋅    

    
∫ ∫

( ) ( )

( )

+2S +2H

0 0

m = 0,n 1 2S 2H

0

nπ mπ nπ
c y, z , cos y cos z  = c y,z cos y dzdy =

2S 2H 2S

nπ a+ξ32S nπξ
= c ζcos sin

nπ 2S 2S

≥ − −

      
⋅      

      

   
       

∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

+2S +2H

0 0

m, n 2S 2H

0 2

nπ mπ nπ mπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z cos y cos z dzdy =

2S 2H 2S 2H

mπ b+ζ nπ a+ξ64SH mπζ nπξ
= c cos sin cos sin

2H 2H 2S 2Smnπ

− −

        
⋅        

        

      
               

∫ ∫

( ) ( )

( )

+2S +2H

0 0

m 1,n = 0 2S 2H

0

nπ mπ mπ
c y,z , cos y cos z = c y, z cos z dzdy =

2S 2H 2H

mπ b + ζ32H mπζ
= c ξcos sin

mπ 2H 2H

≥ − −

      
⋅      

      

   
       

∫ ∫
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Ostatecznie, na podstawie wzoru (2.34), współczynniki Cm,n dane są następującymi 

wzorami: 

(2.43a) 

(2.43b) 

 

(2.43c) 

(2.43d) 

Dysponując współczynnikami Cm,n rozwiązanie (2.32), dla rozkładu stęŜeń przed-

stawionych na rysunku 1 przyjmuje postać: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2.44) 

Równanie (2.44) wykorzystano do obliczeń rozkładu stęŜeń w róŜnych przekrojach 

rzeki, których lokalizację określa czas t.  

r.:(2.39), (2.35)

m = 0, n = 0 0

ξζ
C ========= c

SH

( )
m 1, n = 0 0

r.:(2.40),(2.36) mπ b+ζ4ξ mπζ
C ========= c cos sin

Smπ 2H 2H
≥

   
       

( )r.:(2.41), (2.37)

m = 0,n 1 0

nπ a+ξ4ζ nπξ
C ========= c cos sin

Hnπ 2S 2S
≥

   
       

( ) ( )r.:(2.42), (2.

n

38)

m, 0 2

mπ b+ζ nπ a+ξ16 mπζ nπξ
C ========= c cos sin cos sin

2H 2H 2S 2Smnπ

      
               

( )

( )

( )

0

2 2m = +
z

0 2
m=1

2 2n = +
y

0 2
n=1

0 2

ξζ
c y, z, t = c +

SH

mπ b+ζ m π D4ξ mπζ mπ
+ c cos sin cos z exp t +

Smπ 2H 2H 2H 4H

n π Dnπ a+ξ4ζ nπξ nπ
+ c cos sin cos y exp t +

Hnπ 2S 2S 2S 4S

16
+ c

mnπ

∞

∞





      
−              

      
−               

∑

∑

( ) ( )

( )

n = + m = +

n = 1 m = 1

2 2 2 2
y z

2 2

mπ b+ζ nπ a+ξmπζ nπξ
cos sin cos sin ×

2H 2H 2S 2S

n π D m π Dnπ mπ
cos y cos z exp + t exp kt

2S 2H 4S 4H

∞ ∞        
                 

        − −                

∑ ∑
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StęŜenie 0c  w równaniu (2.44) moŜe być wyraŜone za pomocą strumienia zanie-

czyszczenia wprowadzonego przez źródło zanieczyszczenia. Przy załoŜeniu, Ŝe 

przepływ w rzece jest o wiele większy od wypływu ze źródła, stęŜenie: 

(2.45) 

3. Wypływ zanieczyszczeń z nieskończenie małego otworu 

Rozkład stęŜeń zanieczyszczeń, w przekroju początkowym, podczas wypływu  

z otworu o nieskończenie małych rozmiarach moŜe być opisany za pomocą stru-

mienia wprowadzanych zanieczyszczeń i funkcji delta - Diraca dla wymiarów li-

niowych. W tej sytuacji wymiary: 2ξ, 2ζ  przyjmują wartości zerowe (rys. 1)  

i wtedy współrzędne źródeł są następujące: (a, b), (−a, b), (−a, −b), (a, −b). Roz-

kład stęŜeń jest więc sumą czterech funkcji (warunek brzegowy): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.1) 

Równanie (3.1) odnosi się do sytuacji, w której zanieczyszczenia wprowadzane 

są impulsowo w czasie ∆t i przemieszczą się wzdłuŜ rzeki na drodze ∆x lub do-

pływają w sposób ciągły i przemieszczą się wzdłuŜ rzeki z prędkością vx. 

W zaleŜności od wartości: m, n iloczyny skalarne, dla c0(y, z) opisanego formułą 
(3.1), mają w tym przypadku postać: 

 

(3.2) 

(3.3) 

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( )( ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))

zrd zrd
0

zrd zrd

x

Q c ×∆t
c y, z, t  = c y, z  = δ a y ×δ b z +δ a y δ b z +

∆x

+ δ a y δ b z +δ a y δ b z  =

Q c
= δ a y ×δ b z +δ a y δ b z +

V

+ δ a y δ b z +δ a y δ b z

dla t = 0 lub t 0, x = 0, y < 0;2S >, z < 0;2H>

⋅ − − − − ⋅ −

− − ⋅ − − − ⋅ − −

⋅ − − − − ⋅ −

− − ⋅ − − − ⋅ − −

≥ ∈ ∈

( ) ( )
+2S +2H

zrd zrd
0 0

xm = 0,n = 0 2S 2H

Q cnπ mπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z 1dzdy = 4

2S 2H V
− −

    
⋅    

    
∫ ∫

( ) ( )
+2S +2H

0 0

m 1,n = 0 2S 2H

zrd zrd

x

nπ mπ mπ
c y,z , cos y cos z = c y, z cos z dzdy =

2S 2H 2H

Q c mπ
= 4 cos b

V 2H

≥ − −

      
⋅      

      

 
 
 

∫ ∫

zrd zrd
0

x

Q c
c  = 

V 2ξ 2ζ⋅ ⋅
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(3.4) 

(3.5) 

Dla róŜnych wartości: m, n kwadraty norm pozostają bez zmian (r.: (2.35), 

(2.36), (2.37), (2.38). 

Ostatecznie, na podstawie wzoru (2.34), współczynniki Cm, n dane są następują-
cymi wzorami: 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Dysponując współczynnikami Cm,n, rozwiązanie (2.32), dla rozkładu stęŜeń opisa-

nych za pomocą formuły (3.1), przyjmuje postać: 

(3.10) 

( ) ( )
+2S +2H

0 0

m = 0,n 1 2S 2H

zrd zrd

x

nπ mπ nπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z cos y dzdy =

2S 2H 2S

Q c nπ
= 4 cos a

V 2S

≥ − −

      
⋅      

      

 
 
 

∫ ∫

( ) ( )
+2S +2H

0 0

m, n 2S 2H

zrd zrd

x

nπ mπ nπ mπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z cos y cos z dzdy =

2S 2H 2S 2H

Q c mπ nπ
= 4 cos a cos b

V 2H 2S

− −

        
⋅        

        

   
   
   

∫ ∫

r.:(3.2), (2.35)
zrd zrd

m = 0, n = 0

x

Q c 1
C =========

V 4SH

r.:(3.3), (2.36)
zrd zrd

m 1, n = 0

x

Q c 1 mπ
C ========= cos b

V 2SH 2H
≥

 
 
 

r.:(3.4), (2.37)
zrd zrd

m = 0,n 1

x

Q c 1 nπ
C ========= cos a

V 2SH 2S
≥

 
 
 

zrd zrd
r.:(3.5), (2.38)

m, n

x

Q c 1 mπ nπ
C ========= cos b cos a

V SH 2H 2S

   
   
   

( )
2 2m = +

zrd zrd z

2
m = 1x

2 2n = +
y

2
n = 1

m =

Q c m π D1 1 mπ mπ
c y, z, t  = + cos b cos z exp t +

V 4SH 2SH 2H 2H 4H

n π D1 nπ nπ
+ cos a cos y exp t +

2SH 2S 2S 4S

1 mπ nπ
+ cos b cos a

SH 2H 2S

∞

∞

     
−     

      

    
−           

    
   
   

∑

∑

( )

n = + m = +

n = 1  1

2 2 2 2
y z

2 2

n π D m π Dnπ mπ
cos y cos z exp + t exp kt

2S 2H 4S 4H

∞ ∞

⋅

        − −                

∑ ∑
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4. Wypływ zanieczyszczeń z nieskończenie wąskiej pionowej  
lub poziomej szczeliny 

Rozkład stęŜeń zanieczyszczeń, w przekroju początkowym, podczas wypływu  

z pionowej szczeliny nieskończenie wąskiej moŜe być opisany za pomocą strumie-

nia wprowadzanych zanieczyszczeń i funkcji delta - Diraca dla wymiarów linio-

wych. W tej sytuacji wymiar: 2ξ  przyjmuje wartość zero, natomiast 2ζ = 2H  (rys. 

1) i wtedy współrzędne źródeł są następujące: a, −a dla z < 0, 2H >∈  oraz 

z < 2H,0 >∈ − . Rozkład stęŜeń jest więc sumą czterech funkcji (warunek brze-

gowy): 
 

 

 

(4.1) 

W zaleŜności od wartości: m, n iloczyny skalarne, dla c0(y, z) opisanego formu-

łą (5.1), mają w tym przypadku postać: 

(4.2) 
 

(4.3) 

 

(4.4) 

(4.5) 

Dla róŜnych wartości: m, n kwadraty norm pozostają bez zmian (r.: (2.35), (2.36), 

(2.37), (2.38). 

Ostatecznie, na podstawie wzoru (2.34), współczynniki Cm,n dane są następującymi 

wzorami: 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )(

( ) ( )( )

zrd zrd
0

zrd zrd

x

Q c ∆t
c y, z, t  = c y, z = 2 δ a y +2 δ a y  =

∆x×2H

Q c
= δ a y +δ a y

V H

dla t = 0 lub t 0, x = 0, y < 0;2S>, z < 0;2H >

⋅
⋅ ⋅ − ⋅ − −

⋅ − − −

≥ ∈ ∈

( ) ( )
+2S +2H

zrd zrd
0 0

xm = 0, n = 0 2S 2H

Q cnπ mπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z 1dzdy = 8

2S 2H V
− −

    
⋅    

    
∫ ∫

( ) ( )
+2S +2H

0 0

m 1, n = 0 2S 2H

nπ mπ mπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z cos z dzdy = 0

2S 2H 2H
≥ − −

      
⋅      

      
∫ ∫

( ) ( )
+2S +2H

0 0

m = 0, n 1 2S 2H

zrd zrd

x

nπ mπ nπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z cos y dzdy =

2S 2H 2S

Q c nπ
= 8 cos a

V 2S

≥ − −

      
⋅      

      

 
 
 

∫ ∫

( ) ( )
+2S +2H

0 0

m,n 2S 2H

nπ mπ nπ mπ
c y, z , cos y cos z  = c y, z cos y cos z dzdy = 0

2S 2H 2S 2H
− −

        
⋅        

        
∫ ∫
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(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

Dysponując współczynnikami Cm,n, rozwiązanie (2.32), dla rozkładu stęŜeń opisa-

nych za pomocą formuły (4.1), przyjmuje postać: 

(4.10) 

Równanie (4.10) opisuje rozkład stęŜeń po szerokości rzeki dla dowolnej wartości 

z <0,2H>.∈  

W przypadku wypływu z poziomej, nieskończenie wąskiej szczeliny o szeroko-

ści 2S odsuniętej od osi 0Y
→

 na odległość: b, −b (rys. 1) rozwiązanie równania 

(2.32) jest podobne do (4.10) z tym, Ŝe konieczne jest dokonanie w tym równaniu 

następujących podstawień: n ← m, a ← b, y ← z, S ← H, Dy ← Dz prowadzących 

do następującej formuły: 

(4.11) 

Równanie (4.11) opisuje rozkład stęŜeń po głębokości rzeki dla dowolnej wartości 

>∈< 2S,0y . 

5. Własności rozwiązania dla źródła o skończonych rozmiarach 

W celu graficznego zobrazowania przykładowego rozkładu stęŜenia przestrzeni 

(y, z) przeprowadzono obliczenia z wykorzystaniem równania (2.44) dla następu-

jących danych: c0 = 100 g/m
3
, a = 20 m, ξ = 5 m, S = 50 m, b = 0,5 m, ζ = 0,5 m,  

r.:(4.2), (2.35)
zrd zrd

m = 0, n = 0

x

Q c 1
C =========

V 2SH

r.:(4.3), (2.36)

m 1, n = 0C =========0≥

r.:(4.4), (2.37)
zrd zrd

m = 0, n 1

x

Q c 1 nπ
C ========= cos a

V SH 2S
≥

 
 
 

r.:(4.5), (2.38)

m,nC =========0

( )

( )

zrd zrd

x

2 2n = +
y

2
n = 1

Q c 1
c y,z,t = +

V 2SH

n π D1 nπ nπ
+ cos a cos y exp t exp kt

SH 2S 2S 4S

∞





    
− −           

∑

( )

( )

zrd zrd

x

2 2m = +
z

2
m = 1

Q c 1
c y,z,t  = +

V 2SH

m π D1 mπ mπ
+ cos b cos z exp t exp kt

SH 2H 2H 4H

∞





    
− −    

     
∑
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H = 1,5 m, Dy = 0,05 m
2
/s, Dz = 0,0005 m

2
/s, M = 4000, N = 4000, k = 0. Rozkład 

stęŜeń po czasie 100 sekund propagacji zanieczyszczenia przedstawiono na rysun-

ku 2. Z wcześniejszych badań [1, 4, 30] wynika, Ŝe maksimum stęŜenia zanie-

czyszczenia wprowadzonego ekscentrycznie w przekroju wykazuje tendencję 
przemieszczania się do bliŜszych krawędzi przekroju rzeki (bliŜszego brzegu oraz 

dna lub powierzchni zwierciadła wody). W rozpatrywanym przypadku maksymal-

ne stęŜenia przekrojów, tzn. w kolejnych chwilach, przemieszczać się będą do 

punktu o współrzędnych (y = 0, z = 0) (rys. 2-4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 2. Rozkład stęŜeń w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 100 s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Rys. 3. Rozkład stęŜeń w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 2000 s 
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Rys. 4. Rozkład stęŜeń w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 6250 s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 5. Rozkład stęŜeń w przekroju poprzecznym rzeki w chwili t = 7500 s 

NaleŜy jednak zwrócić uwagę, Ŝe czas, po którym maksymalne stęŜenie prze-

kroju (w odniesieniu do całego przekroju) wystąpi w naroŜu przekroju (w tym wy-

padku w punkcie o współrzędnych y = 0, z = 0), róŜni się od czasu wystąpienia 

maksymalnego stęŜenia w naroŜu przekroju. Maksymalne stęŜenie w naroŜu prze-

kroju pojawia się wcześniej przed wystąpieniem w tym miejscu maksymalnego 
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stęŜenia przekroju. Ponadto maksymalne stęŜenie, jakie pojawi się w naroŜu prze-

kroju, jest większe od, obserwowanej w tym miejscu, wartości maksymalnego stę-
Ŝenia przekroju. Maksymalne stęŜenie przekroju o wartości 6,653 g/m

3
 w punkcie 

o współrzędnych: y = 0, z = 0 wystąpi po czasie około 6250 sekund (rys. 4). Póź-
niej stęŜenia w naroŜu (y = 0, z = 0) będą maleć (rys. 5). Maksymalna wartość stę-
Ŝenia przekroju po czasie 7500 sekund wynosi 6,496 g/m

3
. Maksymalne stęŜenie, 

jakie w ogóle wystąpi w naroŜu, jest większe od maksymalnego stęŜenia przekroju 

i wynosi 6,791 g/m
3
 (rys. 6). Pojawi się jednak wcześniej, tj. w chwili 4250 sekund 

(rys. 6).  

MoŜliwe jest oszacowanie czasu wystąpienia maksymalnego stęŜenia przekroju 

w naroŜu i maksymalnego stęŜenia w naroŜu. Rozwiązanie równania adwekcji  

z uwzględnieniem dyfuzji w płaszczyźnie prostopadłej do kierunku przepływu dla 

wymuszenia impulsowego w obszarze nieograniczonym ma postać: 
 

(5.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Rys. 6. Przebieg bezwymiarowych stęŜeń C/C0 w czasie w naroŜu przekroju (y = 0, z = 0) 

Współrzędne połoŜenia cząstki wprowadzonej substancji moŜna traktować jak 

zmienne losowe. Porównując wzór (5.1) z dwuwymiarowym rozkładem normal-

nym, mającym średnie: ( 0ξ ,  0ζ ) i wariancje: y(σ , zσ )  o zmiennych nieskorelo-

wanych, w postaci: 

(5.2) 

rozproszenie cząstek substancji wokół punktu o współrzędnych ( 0ξ ,  0ζ ) moŜe być 

przybliŜone następującymi relacjami: 
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(5.3) 

(5.4) 

W przypadku ośrodka ograniczonego (rys. 1) rozproszenie: 

(5.5)  

(5.6) 

W związku z tym czas max, pt  przemieszczenia maksymalnego stęŜenia przekroju 

do naroŜa przekroju moŜe być oszacowany z zaleŜności: 

(5.7) 

W tym w przypadku dla: a = 20 m, ξ = 5 m, b = 0,5 m, ζ = 0,5 m, Dy =  

0,05 m
2
/s, Dz = 0,0005 m

2
/s czas max,pt  = 6250 s, co jest zgodne z wynikami obli-

czeń uzyskanymi z równania (2.44) (rys. 4). Analiza charakteru przemieszczania 

się maksymalnego stęŜenia przekroju (rys. 2, 4) pokazuje, Ŝe przemieszczeniu w 

pionie (kierunek z) nie towarzyszyło przemieszczenie w poziomie (kierunek y). 

Świadczy to o nieskorelowaniu rozproszenia cząstek substancji w kierunkach wza-

jemnie prostopadłych. 

Oszacowanie czasu wystąpienia stęŜenia maksymalnego, jakie w ogóle pojawi 

się w naroŜu, jest trudniejsze. Rozpraszanie cząstek substancji w kierunku y oraz  

z naleŜałoby traktować jak proces losowy o zmiennych skorelowanych. PrzybliŜo-

ne czasy przemieszczeń cząstek substancji w kierunku poziomym (ty) i pionowym 

(tz) moŜna obliczyć ze wzorów: 

(5.8) 

(5.9) 

JeŜeli czas tz ≤ ty, to moŜna przyjmować, Ŝe w czasie tz cząsteczki substancji prze-

mieściły się w kierunku y na drodze z yt 2D , a więc pozostała droga do naroŜa  

w tym kierunku wynosi z ya+ξ t 2D− . W związku z tym czas maxt wystąpienia 

maksymalnego stęŜenia w naroŜu moŜna oszacować ze wzoru: 

(5.10) 

2
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W rozpatrywanym przypadku uzyskany ze wzoru (5.10) czas maxt  = 3250 s,  

podczas gdy faktycznie ten czas jest równy 4250 s (rys. 6). Czas maxt  jest mniejszy 

od faktycznego, a popełniony błąd względny wynosi więc około 25%. Przeprowa-

dzono szereg obliczeń dla róŜnych kombinacji wartości: a, ξ, S, b, ζ, H, Dy, Dz 

(tab. 1); (podczas przyrównywania pochodnych stęŜenia względem czasu do zera 

wartości: S, H nie mają znaczenia). Dla innych wartości parametrów modelu pro-

pagacji zanieczyszczeń (tab. 1) błąd ten był mniejszy. Szczegółowa analiza wyni-

ków obliczeń wskazuje jednak (tab. 1, kol.: 9, 13, 14, 15), Ŝe faktyczny czas max,ft  

wystąpienia maksymalnego stęŜenia w naroŜu zawarty jest w przedziale 

max,p maxt , t  i dokładniejsze jego oszacowanie jest następujące: 

(5.11) 

Obliczenia zmian stęŜeń w czasie dla parametrów modelu zawartych w tabeli 1 

umoŜliwiły sporządzenie wykresów przedstawiających przebieg pochodnej 

d(C/C0)/dt względem czasu t w naroŜu przekroju (y = 0, z = 0) lub względem bez-

wymiarowego stęŜenia C/C0. Przykładowe wykresy dla wybranych wartości para-

metrów: a, ξ, S, b, ζ, H, Dy, Dz przedstawiono na rysunkach 7 i 8. Na podstawie 

wielu tego typu wykresów wyznaczono chwilę wystąpienia maksymalnych zmian 

stęŜeń d(C/C0)/dt|max. Maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają się w przybliŜeniu 

(tab. 1, kol. 12) w 10/47 czasu wystąpienia maksymalnego stęŜenia w naroŜu prze-

kroju (y = 0, z = 0) (w przypadku wykresów na rysunkach 6 i 7 ułamek ten  

wynosi 10/40) lub w chwili wystąpienia stęŜenia (tab. 1, kol. 10) stanowiącego 

10/32 stęŜenia maksymalnego, jakie pojawi się w naroŜu przekroju (y = 0, z = 0)  

(w przypadku wykresu 8 ułamek ten wynosi 10/31).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Rys. 7. Przebieg pochodnej d(C/C0)/dt w czasie w naroŜu przekroju (y = 0, z = 0),  

(a = 20 m, ξ = 5 m, S = 50 m, b = 0,5 m, ζ = 0,5 m, H = 1,5 m, Dy = 0,05 m
2
/s,  

Dz = 0,0005 m
2
/s) 
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Rys. 8. Przebieg pochodnej d(C/C0)/dt względem bezwymiarowego stęŜenia C/C0 

w naroŜu przekroju (y = 0, z = 0), (a = 20 m, ξ = 5 m, S = 50 m, b = 0,5 m,  

ζ = 0,5 m, H = 1,5m, Dy = 0,05 m
2
/s, Dz = 0,0005 m

2
/s) 

Gdyby substancja rozprzestrzeniała się w ośrodku nieograniczonym, to w przy-

padku wymuszenia impulsowego czas t
max

 wystąpienia stęŜenia maksymalnego  

w punkcie (y = 0, z = 0) moŜna obliczyć z warunku 
c

0
t

∂
=

∂
 z wykorzystaniem 

równania (5.1) i wtedy: 

(5.12) 

(w tym przypadku przyjmujemy, Ŝe: 0ξ a ξ= + , 0ζ b ζ= + ) 

Chwilę t*
 wystąpienia maksymalnej zmiany stęŜenia w punkcie (y = 0, z = 0) moŜ-

na obliczyć z warunku 
2

2

c
 = 0

t

∂

∂
 z wykorzystaniem równania (5.1) i wtedy: 

(5.13) 

W tej sytuacji, w ośrodku nieograniczonym, maksymalnym zmianom stęŜeń od-

powiadać będzie iloraz czasów:  
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Iloraz 10/33 jest większy od 10/47, co oznacza, Ŝe maksymalne stęŜenie w punkcie  

(y = 0, z = 0) w przypadku ośrodka ograniczonego (brzegi rzeki) pojawi się wcze-

śniej niŜ w przypadku ośrodka nieograniczonego. Obecność brzegu przyczynia się 
więc do przyspieszenia efektów związanych z rozprzestrzenianiem masy badanej 

substancji. 

Maksymalne stęŜenie w punkcie (y = 0, z = 0) w chwili t
max

 jest następujące  

(r.: (5.1), (5.12)): 

(5.15) 

StęŜenie c
*
, któremu odpowiada maksymalna zmiana stęŜenia w punkcie (y = 0, 

z = 0), w chwili t
*
 opisuje formuła (r.: (5.1), (5.13), (5.14)): 

(5.16) 

W tej sytuacji iloraz stęŜeń, charakteryzujących moment wystąpienia maksymalnej 

zmiany stęŜenia w punkcie (y = 0, z = 0), dany jest wzorem: 

(5.17) 

Ułamek 10/33 wyznaczony dla ośrodka nieograniczonego jest zbliŜony do 

ułamka 10/32 wyznaczonego dla ośrodka ograniczonego (brzegi rzeki). Oznacza 

to, Ŝe przebieg zmian stęŜeń w czasie w punkcie (y = 0, z = 0) w obu ośrodkach ma 

ten sam charakter, a krzywe przedstawiające zmiany stęŜeń są podobne. 

Podsumowanie i wnioski 

Przedstawione rozwiązanie (2.11), dla prostokątnego rozkładu stęŜeń w prze-

kroju początkowym, w postaci formuły (2.44) umoŜliwia wyznaczenie rozkładu 

stęŜeń zanieczyszczeń w przekrojach poprzecznych rzeki.  

Korzystając z twierdzenia o najlepszej aproksymacji kwadratowej, określono 

postać rozwiązań (2.11) w przypadku wypływu zanieczyszczeń z nieskończenie 

małego otworu lub z nieskończenie wąskiej pionowej lub poziomej szczeliny. 

Rozwiązania takie są przydatne, gdy nie jest rozpoznany rozkład stęŜeń zanie-

( )
( )max S

max 2
y z

M1
c exp 1

2H(2 π t ) D D
−

( )
* S

2

max
y z

M1 1
c  = exp

2H 1
1 1

2 π t 1 D D 2
2

 
 
 −
     −   −       

*

max

c 2 1 10
 = exp

33c 2 1 1 2

 
≈ 

− − 
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czyszczeń w przekroju początkowym, znany jest natomiast strumień zanieczysz-

czeń wprowadzanych do rzeki. 

Maksima stęŜeń, w coraz dalszych przekrojach, przemieszczają się zawsze  

w kierunku bliŜszych krawędzi przekroju poprzecznego rzeki. Taka sytuacja moŜe 

zaistnieć tylko wtedy, gdy zanieczyszczenia nie są wprowadzane w środku syme-

trii przekroju. W związku z tym próbki do pomiarów maksymalnych stęŜeń zanie-

czyszczeń w przekrojach rzeki powinny być pobierane w pobliŜu miejsc wystąpie-

nia maksymalnych stęŜeń określonych za pomocą równania (2.44). Pobór próbki  

w niewłaściwym miejscu moŜe prowadzić do błędnego wniosku o wielkości stęŜe-

nia zanieczyszczenia, a tym samym do błędnych decyzji dotyczących zarządzania 

jakością wód powierzchniowych.  

Analiza szybkości przemieszczania się maksimów stęŜeń w kierunku naroŜa 

przekroju umoŜliwiła sformułowanie przybliŜonych zaleŜności umoŜliwiających 

obliczenie czasu przemieszczenia maksymalnego stęŜenia przekroju do naroŜa 

przekroju (r.(5.7)) oraz czasu wystąpienia stęŜenia maksymalnego, jakie w ogóle 

pojawi się w naroŜu (r.(5.10)). 

Badanie przebiegu rozkładu stęŜeń w naroŜu przekroju, do którego przemiesz-

czają się maksima stęŜeń, umoŜliwiło sformułowanie następujących wniosków 

ogólnych: 

1. Maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają się w przybliŜeniu w około 10/47 czasu 

wystąpienia maksymalnego stęŜenia w naroŜu przekroju. 

2. Maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają się w chwili wystąpienia stęŜenia stano-

wiącego 10/32 stęŜenia maksymalnego, jakie pojawi się w naroŜu przekroju. 

3. W przypadku ośrodka nieograniczonego maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają 
się wcześniej, to jest w 10/34 czasu wystąpienia maksymalnego stęŜenia w od-

ległości 0ξ  = a + ξ , 0ζ  = b + ζ  od osi źródła zanieczyszczenia. 

4. W przypadku ośrodka nieograniczonego maksymalne zmiany stęŜeń pojawiają 
się w chwili wystąpienia stęŜenia stanowiącego 10/33 stęŜenia maksymalnego, 

jakie pojawi się w odległości 0ξ  = a + ξ , 0ζ  = b + ζ  od osi źródła zanieczysz-

czenia. Ułamek 10/33 wyznaczony dla ośrodka nieograniczonego jest zbliŜony 

do ułamka 10/32 wyznaczonego dla ośrodka ograniczonego (brzegi rzeki). 

Oznacza to, Ŝe przebieg zmian stęŜeń w czasie w punkcie (y = 0, z = 0) w obu 

ośrodkach ma ten sam charakter, a krzywe przedstawiające zmiany stęŜeń są 
podobne. 

Dysponując rozkładem stęŜeń w przekrojach poprzecznych rzeki, moŜna okre-

ślić zaleŜność współczynnika zmienności od czasu. UmoŜliwia to wyznaczenie 

czasu niezbędnego do wymieszania zanieczyszczeń z wodami rzeki na odpowied-

nim poziomie.  

Wyniki obliczeń uzyskane za pomocą wzoru (2.44) moŜna wykorzystać do te-

stowania jakości wyników otrzymanych za pomocą algorytmów numerycznych  

i jakości samych algorytmów. Z uwagi na liniową postać równania transportu ma-

sy (1.1) rozkład stęŜeń zanieczyszczeń pochodzących z kilku źródeł moŜna uzy-

skać, sumując rozkłady stęŜeń dla poszczególnych źródeł. 
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Transport of Pollutants in a the River with Bi-directional Diffusion 

The paper presents an analytical method for solving the differential equation describing 

the advection mass transport with bi-directional diffusion in the plane perpendicular to the 

flow in the unsteady state.  

In this method, a function of concentration is represented through the products of three 

functions related to coordinates of time and two linears. This manner allows the presentation 

of the mass transport equation in the form of three differential equations relating to a single 

coordinate. The solution of mass transport equation refers to the case of uniform, rectangular 

concentration distribution of pollutants in the river section. The solution allows to specify the 

distribution of pollutants concentrations in the river section. It also gives solutions for the dis-

charge of pollutants from the infinitely small hole and the infinitely narrow horizontal or ver-

tical gap. It presents formulas to determine the approximate time displacement of peak con-

centration of section to a corner of a rectangular cross-section of the river and the time of the 

maximum concentration at all appears in the corner of the section. In the paper there were de-

scribed the properties of obtained solutions. The relative moments of appearance of the maxi-

mum changes of concentration with time at a specific location in the river cross-section were 

described. In the case of rectangular riverbed maximum concentration changes occur ap-

proximately at about 10/47 of time of to maximum concentration in a corner section or at the 

time of the concentration being 10/32 of the maximum concentration that will appear in the 

corner. In the unlimited space maximum changes of concentration occur earlier at 10/34 time 

to maximum concentration in the same place thanas in the limited space (river). In the unlim-

ited space maximum concentrations occur at the time when concentration is 10/33 of the max-

imum concentration which will be in the same place as in the limited space. Fraction 10/33 set 

for unlimited space is close to the fraction 10/32 obtained for limited space (river). This means 

that the changes of the concentrations at the same point in the two spaces are the same in na-

ture, and the curves of changes in concentration are similar. 

Keywords: pollutants, water, river, advection, two-way diffusion, unsteady state 


