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SZWACZKIEWICZ Kamila 

OBLICZANIE PRZESUNI ĘĆ OSI TORU PRZY 
MODERNIZACJI ŁUKÓW PARABOLICZNYCH 

NA LINIACH KOLEJOWYCH 

Streszczenie 
Podstawowym zadaniem modernizacji linii kolejowych jest właściwe zaprojektowanie nowego 

układu geometrycznego, który będzie spełniał załoŜone kryteria związane z parametrami 
eksploatacyjnymi danej linii. DąŜąc do spełnienia przyjętych warunków nałoŜonych na projektowany 
układ, projektant najczęściej koryguje podstawowe parametry geometryczne, tj. przechyłkę, promień 
łuku kołowego oraz długości krzywych przejściowych.  

W artykule w sposób szczegółowy omówiono jeden z charakterystycznych przypadków układu 
geometrycznego jakim jest łuk paraboliczny. Zaprezentowano metodykę obliczeniową związaną z 
przeprojektowaniem takiego układu krzywych przejściowych prowadzącą do otrzymania przesunięć 
istniejącej osi toru. Przedstawiono przykłady rozwiązane z wykorzystaniem programu komputerowego 
wspomagającego projektowanie układów geometrycznych  MUGO. 

WSTĘP 
Głównym zadaniem modernizacji linii kolejowej jest zaprojektowanie układu 

geometrycznego toru, który będzie spełniał załoŜone parametry techniczno-eksploatacyjne, a 
w szczególności kryterium maksymalnej prędkości jazdy pociągów. Projekt modernizacji 
powinien uwzględniać dotychczasowy układ geometryczny toru, stan istniejącej 
infrastruktury, jak równieŜ aspekty ekonomiczne związane z przebudową układu [1-7]. 

Pojecie modernizacja definiuje się jako proces unowocześniania lub uwspółcześnienia  
[16]. Według Dyrektywy Parlamentu Europejskiego 2008/57/WE [2] oraz Technicznej 
Specyfikacji Interoperacyjności dla podsystemu „Infrastruktura” [4] modernizację linii 
kolejowych naleŜy rozumieć jako większe prace modyfikacyjne prowadzone w danym 
podsystemie lub jego części, których celem jest poprawienie całkowitych osiągów owego 
podsystemu. Zatem proces modernizacji ma na celu poprawę parametrów uŜytkowych 
obiektu w stosunku do dotychczasowych wartości, więc w przypadku drogi kolejowej 
inwestycje modernizacyjne sprowadzą się do wykonania robót, mających na celu uzyskanie 
podwyŜszonych (załoŜonych w projekcie) parametrów techniczno-eksploatacyjnych, poprzez 
zmianę układu geometrycznego toru, w połączeniu z moŜliwością wymiany podstawowych 
elementów konstrukcyjnych [1,11,12].  

W wyniku modernizacji następuje przesunięcie osi toru, a w zaleŜności od wielkości tego 
przesunięcia moŜemy mówić o regulacji lub przebudowie układu torowego [9,10]. Wartości 
przesunięć na długości linii mają równieŜ istotne znaczenie z uwagi na zakres robót 
ziemnych, a tym samym na koszty przebudowy danej linii. Z racji tego  rozwiązaniem 
problemu jest taki wariant, w którym wartości przesunięć osi toru pozwolą zachować 
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istniejących układ budowli ziemnych (nasypy, skarpy wykopów) bez konieczności ich 
przebudowywania [5-7]. 

W opisanych w niniejszej pracy algorytmach obliczeniowych, słuŜących do wyznaczania 
przesunięć osi toru połoŜonego w łuku parabolicznym przyjęto załoŜenie zachowania kąta 
zwrotu trasy układu istniejącego i projektowanego. Ponadto algorytm ten umoŜliwia 
przeprojektowanie łuku parabolicznego na typowy układ łuku kołowego z symetrycznymi 
krzywymi przejściowymi (parabola trzeciego stopnia) poprzez wygenerowanie odpowiednich 
wartości przesunięć. W dalszym ciągu jednak nowy układ geometryczny opisany jest zbiorem 
współrzędnych prostokątnych w lokalnym układzie odniesienia.  

Do przeprowadzania obliczeń uŜyto programu komputerowego MUGO (akronim od 
Modernizacja Układów Geometrycznych tOru), w którym zaimplementowano algorytmy 
obliczające przesunięcia typowych układów łuków poziomych [8,13-15]. 

1. CHARAKTERYSTYKA STOSOWANYCH MODELI 
W celu obliczenia wartości przesunięć osi toru projektowanego układu geometrycznego 

względem istniejącego, układy zostały podzielone na strefy, które związane są z punktami 
głównymi łuku (początek, środek i koniec) oraz krzywych przejściowych (początek i koniec). 
Takie podejście pozwala na uproszczenie obliczeń i wyodrębnienie (dla tego szczególnego 
przypadku) czterech róŜnych algorytmów, nazwanych modelami.  

Na rysunkach 1 i 2 przedstawiony został podział na strefy i odpowiadające im modele dla 
układów geometrycznych składających się z łuku parabolicznego i łuku kołowego z 
symetrycznymi krzywymi przejściowymi [6,7]. Istniejący łuk paraboliczny opisany został 
punktami A,E (odpowiednio początek i koniec łuku),  krzywe przejściowe punktami A,B i 
D,E (odpowiednio początek i koniec krzywej przejściowej). Projektowany układ został 
opisany przez punkty 0,K (krzywa przejściowa), K,L (łuk kołowy) i N,M (krzywa 
przejściowa). Początek układu współrzędnych znajduje się w punkcie 0 (tj. w początku 
projektowanej krzywej przejściowej), a oś odciętych jest styczną dwóch układów 
geometrycznych.  

Obliczenia przesunięć projektowanej osi toru względem układu istniejącego wykonywane 
są według następujących modeli: 
 
– LM - nazwany od długości projektowanej krzywej przejściowej LM. Obejmuje obliczenia 

przesunięć od punktu początkowego 0 do punktu A lub końca projektowanej krzywej 
przejściowej (punkt K). Na rysunku 1 model LM ma zastosowanie w przedziale odciętych 
(0;xK>, w którym obliczane są wartości rzędnych z dowolnym krokiem. 

– LM-L – obejmuje strefę obliczeń od punktu A (początek istniejącej krzywej przejściowej - 
Li) do punktu K (koniec projektowanej krzywej przejściowej – LM), a zatem mieści się 
w przedziale odciętych (xA;xK>. Wartość przesunięcia w tym modelu jest róŜnicą 
rzędnych krzywej przejściowej projektowanej i istniejącej (Rys.2).  

– RM-L – model ten obejmuje strefę obliczeń od punktu K (początek nowego łuku 
o promieniu RM) do punktu B (koniec istniejącej krzywej przejściowej o długości Li) i 
mieści się w przedziale odciętych (xK ;xB>. Na rysunku 2 przedstawiono strefę 
obejmującą obliczenia według tego modelu. 

– RM – model ten obejmuje strefę od punktu K (początek łuku projektowanego) do punktu 
A (początek łuku istniejącego) w przedziale odciętych (xK;xA> (Rys.1)  . Moduł ten 
pozwala obliczyć przesunięcie osi projektowanego łuku o promieniu RM względem 
stycznej. 
 
Przedstawione modele do obliczania przesunięć osi toru projektowanego układu 

geometrycznego względem układu istniejącego, pozwalają na analizę wariantów modernizacji 
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trasy i wybór najlepszego rozwiązania. W zaleŜności od rodzaju istniejącego układu 
geometrycznego, a w szczególności długości krzywych przejściowych i promienia łuku 
stosowane są wybrane modele obliczeniowe. Proces doboru modeli odbywa się 
automatycznie w opracowanym programie, co znacznie skraca czas obliczeń i pozwala na 
analizowanie większej liczby rozwiązań dopuszczalnych. 

Dobór modeli i algorytmy obliczeniowe dla układów, w których wydłuŜono krzywą 
przejściową i zwiększono promień łuku został przedstawiony w pracach [6,7], a zastosowanie 
programu MUGO dla tych przypadków w pracach [13-15].  

W przypadku modernizacji łuków koszowych bez krzywych przejściowych do układu 
geometrycznego składającego się z łuku kołowego i symetrycznych krzywych przejściowych 
mogą wystąpić modele LM, RM, LM-R, RM-R, opis tego przypadku został przedstawiony w 
pracy [8]. 

 
Rys. 1. Schemat istniejącego łuku parabolicznego i projektowanego łuku z krzywymi przejściowymi - 

Wariant 1 

Źródło: Opracowanie własne 

2. PRZYPADEK ŁUKU KOŁOW EGO Z SYMETRYCZNYMI 
KRZYWYMI 
Opracowany algorytm dotyczy istniejącego układu geometrycznego w postaci łuku 

parabolicznego złoŜonego z dwóch krzywych przejściowych o długości Li i promienia R. 
Modernizację takiego układu (poprzez zwiększenie prędkości) moŜna uzyskać projektując 
w tym miejscu nowy łuk kołowy o promieniu RM z symetrycznymi krzywymi przejściowymi 
o długości LM. Do obliczenia przesunięć osi toru wykorzystywane są cztery modele: LM, 
RM-L, RM, LM-L. 
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W praktyce obliczenia mogą być wykonane według dwóch wariantów obliczeń. Wariant 
pierwszy wystąpi wówczas, gdy odcięta punktu K (koniec projektowanej krzywej 
przejściowej) jest krótsza od odciętej punktu A (początku krzywej istniejącej). Wówczas 
obliczenia wykonywane zostaną według trzech modeli: LM, RM, RM-L (Rys. 1). Wariant 
drugi obejmuje przypadki, gdy odcięta punktu K jest dłuŜsza od odciętej punktu A. Wówczas 
obliczenia wykonywane zostaną według modeli: LM, LM-L, RM-L (Rys. 2). 

 

 
Rys. 2. Schemat istniejącego łuku parabolicznego i projektowanego łuku z krzywymi przejściowymi - 

Wariant 2 

Źródło: Opracowanie własne 

W pierwszej kolejności naleŜy obliczyć wartości odciętych, od których zaleŜy podział 
układu geometrycznego na strefy obliczeniowe, gdzie zastosowane zostaną odpowiednie 
modele. 

Wartość odciętej w punkcie A (odcinek OA) moŜna obliczyć z zaleŜności (Rys.2): 
 

     ipMA TTx 00 −=       (1) 

gdzie:  
T0M – długość stycznej układu projektowanego,  
T0ip – długość stycznej układu istniejącego. 
 

Styczną główną układu projektowanego TOM opisuje zaleŜność:  



TTS   209 

    ( )
2

tansin0
ωξ MMMMMM nRRLT ++−=    (2) 

gdzie:  
RM - promień projektowanego łuku [m], 
nM - przesunięcie łuku do wewnątrz [m], 

ξM - kąt nachylenia stycznej do krzywej ,
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ω - kąt zwrotu trasy [o]. 
 

Przesunięcie łuku do wewnątrz obliczamy z wyraŜenie:  
     )cos1( MMkMM Ryn ξ−−=     (3) 

gdzie: 

ykM - rzędna końca krzywej przejściowej 
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LM - długość projektowanej krzywej przejściowej. 
 
 

Styczną główną istniejącego łuku parabolicznego moŜna wyznaczyć za pomocą 
wyraŜenia: 

    
2
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2

tan
2
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ωωω

RLnRT iip −++=     (4) 

gdzie:  
R - promień łuku parabolicznego [m],  
Li - długość istniejącej krzywej przejściowej [m]. 
 

Odciętą punktu K (końca projektowanej krzywej przejściowej) wyznacza się z zaleŜności: 
      MK Lx =      (5) 

 
W opisywanym przypadku występuje symetria układu. Przesunięcia osi toru są więc 

obliczane do punktu S, który wyznacza środek łuku o promieniu RM. Odcięta punktu S 
wyznaczana jest za pomocą wyraŜenia:  

     
3602

ωπ MM
S

RL
x +=      (6) 

 

3. PRZYPADEK ŁUKU PARABOLICZNEGO 
W przypadku istniejącego układu geometrycznego, w którym występuje łuk paraboliczny 

o promieniu R z krzywymi przejściowymi o długości Li, modernizacja moŜe zostać wykonana 
poprzez zaprojektowanie nowego łuku parabolicznego o promieniu RM z krzywymi 
przejściowymi o długości LM. 

Do obliczeń przesunięć osi toru projektowanego układu względem układu istniejącego 
wykorzystuje się dwa modele: LM, LM-L (Rys. 3). 

Wartość odciętej punktu A (odcinek OA) wyznaczana jest z zaleŜności (Rys.3) : 
 

     ipMpA TTx 00 −=       (7) 

gdzie:  
T0Mp – długość stycznej układu projektowanego (łuk paraboliczny),  
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T0ip – długość stycznej układu istniejącego wyznaczana z zaleŜności (4). 
 

Styczną główną projektowanego łuku parabolicznego moŜna wyznaczyć za pomocą 
wyraŜenia: 

  
 

2
sin

2
tan

2
tan0

ωωω
MMMMMp RLnRT −++=     (8) 

gdzie:  
RM - promień projektowanego łuku parabolicznego [m],  
LM - długość projektowanego krzywej przejściowej [m]. 

Długość odciętej xK (końca krzywej przejściowej) wyznaczana jest z zaleŜności (5), 
natomiast długość odciętej xS z wyraŜenia (6).  

 
Rys. 3. Schemat istniejącego łuku parabolicznego i projektowanego łuku parabolicznego  

Źródło: Opracowanie własne 

4. PRZYKŁAD ZASTOSOWANIA PROGRAMU MUGO 
Istniejący układ geometryczny to łuk paraboliczny o długości krzywych przejściowych 

L=129,436 m, promieniu R=800 m i kącie zwrotu trasy ω=9,25o, gdzie maksymalna prędkość 
jazdy pociągów wynosi V=120 km/h.  

Zaprojektowane zostały trzy nowe układu geometryczne składające się z łuku kołowego 
o promieniu RM z symetrycznymi krzywymi przejściowymi o długości LM (Tabela 1).  
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Tab. 4. Parametry układów geometrycznych i maksymalne przesunięcie osi toru 
Nr układu  RM [m] LM [m]  Vmax [km/h] wmax [m] 

I 1450 140 160 1,816 
II 1700 180 170 2,861 
III 3000 140 170 6,587 

Źródło: Opracowanie własne 

Do obliczeń przesunięcia osi toru projektowanego układu geometrycznego względem 
układu istniejącego wykorzystano program komputerowy MUGO. Po uruchomieniu aplikacji 
uŜytkownik wybiera opcje modernizacji układu geometrycznego i wprowadza dane (Rys.4). 
Program oblicza wartości przesunięcia osi toru z wybranym krokiem, a wyniki podawane są 
w tablicy (Rys.5). 
 

 
Rys. 4. Okno wprowadzania danych i obliczeń 

Źródło: Opracowanie własne 

 
Rys. 5. Okno z wartościami przesunięć osi toru 

Źródło: Opracowanie własne 
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Przykład drugi dotyczy istniejącego układu geometrycznego w postaci łuku 
parabolicznego o długości krzywych przejściowych L=129,436 m, promieniu R=800 m i 
kącie zwrotu trasy ω=9,25o, gdzie maksymalna prędkość jazdy pociągów wynosi V=120 
km/h.  

Zaprojektowane zostały dwa nowe układu geometryczne składające się z łuków 
parabolicznych o promieniu RM z krzywymi przejściowymi o długości LM (Tabela 2).  

Tab. 2. Parametry układów geometrycznych i maksymalne przesunięcie osi toru 
Nr układu  RM [m] LM [m]  Vmax [km/h] wmax [m] 

I 2500 404,486 180 7,464 
II 4000 647,178 230 14,049 

Źródło: Opracowanie własne 

Do obliczeń przesunięcia osi toru projektowanego układu geometrycznego względem 
układu istniejącego wykorzystano program komputerowy MUGO. Po uruchomieniu aplikacji 
uŜytkownik wprowadza dane, a obliczone wartości przesunięcia osi toru z wybranym krokiem 
podawane są w tablicy (Rys.6). Program moŜe równieŜ we wszystkich przypadkach 
wyświetlić wykres przesunięć (Rys.7). 

  
Rys. 6. Okno z wartościami przesunięć osi toru 

Źródło: Opracowanie własne 

 
Rys. 7. Okno z wykresem przesunięć 

Źródło: Opracowanie własne 
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PODSUMOWANIE  

Na obecnym etapie prac program komputerowy MUGO pozwala wyznaczyć wartości 
przesunięć osi toru względem układu istniejącego w postaci łuków parabolicznych, kołowych, 
koszowych i kołowych z krzywymi przejściowymi.  

Obliczone wartości przesunięć pozwalają na analizę moŜliwości modernizacyjnych 
rozpatrywanej linii kolejowej a w ramach tej analizy podejmowane będą decyzje 
o konieczności przeprojektowywania połoŜenia konstrukcji podtorza (nasypów, przekopów).  

Dalszy kierunek prac będzie dotyczył optymalizacji projektowanych układów 
geometrycznych z wykorzystaniem algorytmów genetycznych, z jednoczesnym 
uwzględnieniem kosztów wykonania przebudowy i eksploatacji (np. zuŜycia szyn).   
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CALCULATIONS OF AXIS OFFSETS DUE TO 
MODERNIZATION OF RAILWAY PARABOLIC 

ARCS 

Abstract 
 One of the major problems in the modernization of the railway lines is to design new geometrical 

layout that will fulfill assumed conditions. In order to comply with the conditions for the designed 
layout, the designer usually corrects the basic geometric parameters, i.e. cant, the radius of the arc 
and the length of transition curves. 

The paper presents one of typical geometrical cases on railway lines which is parabolic arc. The 
methodology of using algorithms that calculate the size of offset of railway axis in this specific case is 
discussed in detail. Furthermore an example shows the application of the computer program MUGO 
that calculates the differences between railway axis for the selected solutions. 
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