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ANALIZA DYNAMIKI CIALA PORUSZAJACEGO SIE W UKLADZIE
OBROTOWYM - SZCZEGOLOWE WYPROWADZENIE SILY CORIOLISA

Streszczenie

Wstep i cele: W artykule wyprowadzone zostaly rownania, ktére pozwalajg przeliczy¢ potozenie,
predkos¢ oraz przyspieszenie ciata punktowego mierzone w uktadzie obrotowym do potozenia,
predkosci oraz przys$pieszenia mierzonego w ukladzie inercjalnym.

Material i metody: W pracy zastosowano metod¢ dedukcji matematyczne;j.

Wyniki: Réwnanie otrzymane dla przys$pieszenia posiada trzy sktadowe, z ktorych jedna to sila
dosrodkowa, natomiast druga to sita Coriolisa. Przedstawiona zostata takze dyskusja na temat
wyprowadzonego rownania.

Whiosek: W artykule zostat przedstawiony precyzyjniejszy zapis wzoru na predkos$¢ oraz przy-
$pieszenie w ukladzie inercjalnym niz obecnie stosowane. Pokazane zostato na przykladzie, ze
przyspieszenie Coriolisa nie jest niezalezne od przyspieszenia dosrodkowego. W rozwazanym
przykladzie te dwa przyspieszenie przeciwdziataty sobie nawzajem.

Stowa kluczowe: Dynamika w uktadzie obrotowym, sita Coriolisa, sita dosrodkowa, sita odsrod-
kowa.

(Otrzymano: 02.10.2018; Zrecenzowano: 10.10.2018; Zaakceptowano: 25.10.2018)

ANALYSIS OF BODY DYNAMICS MOVING IN A ROTATING SYSTEM -
DETAILED DERIVATION OF CORIOLIS FORCE

Abstract

Introduction and aim: The article derives equations that allow the conversion of the position,
velocity and acceleration of a point body measured in a rotational system to the position, velocity
and acceleration measured in an inertial system.

Material and methods: Mathematical deduction method has been used in the paper.

Results: The equation obtained for acceleration has three components, one of which is centripetal
force, while the other is Coriolis force. A discussion on the derived equation was also presented.
Conclusion: The article presents a more precise record of the formula for speed and acceleration
in an inertial system. It is shown on the example that Coriolis acceleration is not independent of
centripetal acceleration. In the example under consideration these two accelerations counteracted
each other.
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1. Wprowadzenie

W artykule wyprowadzone zostaly réwnania, ktére pozwalaja przeliczy¢ potozenie, pred-
ko$¢ oraz przy$pieszenie ciata punktowego mierzone w uktadzie obrotowym do potozZenia,
predkosci oraz przy$pieszenia mierzonego w ukladzie inercjalnym. Wyprowadzone zostaty
takze rOwnania, ktore realizuja te przeliczenia w odwrotng strong.

Wszystkie obliczenia sg wykonane w ramach mechaniki klasyczne;.

W artykule bedziemy postugiwali si¢ przyspieszeniem, a nie sitg. Ze wzgledu na II zasade
dynami Newtona

F=m-a, (1)

przyspieszenie jest identycznym wektorem jak sita dzialajaca na cialo o masie 1 kg. Dlatego,
aby z wektora przyspieszenia otrzymac¢ wektor sily, wystarczy pomnozy¢ go przez masg ciala,
ktérego to przyspieszenie dotyczy.

2. Iloczyn wektorowy

Wyprowadzone zalezno$ci beda zapisywane takze przy pomocy iloczynu wektorowego.
Dlatego na poczatku przedstawione zostang podstawowe wiasnosci tego dziatania. Iloczyn

wektorowy jest dzialaniem, ktéore dwom wektorom a, b przyporzadkowuje wektor a xb
o nastepujacej dlugosci

|-siny, 2

al-|b
a 5|'COS(p. 3)
yto=rx/2
ye <0, >

Rys. 1. Kierunek wektora iloczynu wektorowego
Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 1. Vector direction of the cross product
Source: Elaboration of the Author

Kierunek oraz zwrot wektora iloczynu wektorowego zostat przedstawiony na rysunku 1.
Wazne begda dla nas nastepujace wlasnosci iloczynu wektorowego

dxb=-bxd, (4)

dxd=ax0=0xa=0, (5)

illb = axb=0, (6)

(@#0 A b#0 A ~(a@|b) = (@xbla ~ axbLlb), (7)
axb=(ab. —ab)i +(ab, —ab)i +(ab,—ab)i. (%)
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3. Przyjete oznaczenia

Rozwazamy dwa uklady odniesienia. W catym artykule przyjete zostaty nastepujace ozna-
czenie: ukfad U, jest inercjalnym ukfadem odniesienia natomiast uktad U, obraca si¢ wzgle-
dem uktadu U, ze stalg predkoscig katowa w. Osie x; oraz y; uktadu U, znajduja si¢ w jedne;j
plaszczyznie z osiami x; oraz y; ukladu U, (rysunek 2). W chwili #=0 o$ x; pokrywa si¢
Z 0sig x; oraz o$ y; pokrywata si¢ z 0sig ;.

e
R\‘l’

(0 = (1,(0),1,(2),0)

/ Y1
2 A -
= — rxyz (t) = (rxz (t)9 ryz (t)9 0)
rx 1 = rx 2
1 y » 4 a, =a,+ot
o \0)
o\ a U,
az ) !‘\ \‘ rxz
7} wt X1
Fx1 U,

Rys. 2. Polozenie ciata widziane w inercjalnym ukladzie odniesienia U, oraz uktadzie obrotowym U,
Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 2. Position of the body seen in the inertial reference system U; and the rotational system U,
Source: Elaboration of the Author

Osie z; oraz z; pokrywaja si¢ w kazdej chwili czasu. Wokét tych osi obraca si¢ uktad obro-
towy Us.

z -
a) |
Ul Vz1
rzlﬁ,,,, Vil
T X
<-..N
7 ¢ \ryl =
rrrrrrrrr r
- xyl
Fx1

Rys. 3. Sktadowe predkosci ciata punktowego widziane z r6znych uktadow odniesienia
a) ukfad inercjalny U, b) ukiad obrotowy U,

Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 3. Body velocity components seen from different reference systems
a) inertial frame of reference U, b) rotary system U,
Source: Elaboration of the Author

Na rysunku 3 przedstawione sg sktadowe predkosci poruszajacego sie ciala punktowego.
Symbolem 7 oznaczony jest wektor wodzacy (wskazujacy polozenie tego ciala) widziany
w ukladzie inercjalnym U,;. Ten sam wektor wiodacy jest widziany w uktadzie obrotowym
jako 7,. Wektor 7, jest rzutem wektora wodzgcego 7 na plaszczyzng x;-y; uktadu Uy, nato-

miast wektor 7, ,

waz te plaszczyzny si¢ pokrywaja, dlatego wektory 7, oraz 7, sa tym samym wektorem,

ale przedstawionym przy pomocy innych wspotrzednych (w roznych uktadach odniesienia).
W zwigzku z tym dtugosci tych wektorow sg identyczne. Na tej podstawie zachodza rownosci

jest rzutem wektora wodzacego 7, na plaszczyzng x,-y, ukladu U,. Ponie-
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70| =150 =720 + 12 (@) +125(0) =[ra @) + b (0 + 15 (0), ©)

[Pt ()| = 1Ty (O) [ 720+ 750 = P20+ 72,(0), (10)

|7 (0= 1 7, (0) | =1 7(0) | cos(9) = | Fy (1) | cos(p) = | (1) [ sin(y) =| 5, (1) | sin(y), (1)
Fa()Lé A P Lo, (12)

Wektor wodzacy 7, jest identyczny jak wektor wodzacy 7, , to znaczy w przestrzeni te dwa
wektory pokrywaja si¢. Ale wektory te sa opisane innymi wspotrzgdnymi. Pierwszy z nich
jest opisany wspotrzednymi w ukladzie U, natomiast drugi jest opisany wspotrzednymi w
ukladzie U,

1= (s s 120) = K (O = (70 (0, 1, (1), 74 (1)), (13)

1y = (Fas 1y 1) = (1) = (1 (1), 1, (), 75 (1)), (14)

Kazdy wektor jest opisany przy pomocy swoich wspotrzednych, dlatego nie bedziemy za-

pisywali, ze takie wektory 7; oraz r, sa rowne. Dla takich przestrzennie identycznych wekto-
réw bedziemy zapisywali

I =T, (15)
Dla predkosci przedstawionych na rysunku 3 zachodzi
[9,(0) | = VA0 + V2 () + Vi), (16)
[7,(1) |= V(0 + V25 (0) + V5 (0), (17)
|V (0) |2 [V () + V7, () = | V,(2) | cos(9), (18)
V0 (1) L @, (19)
P=h=0 = [(O=h0) < 0=0] (20)

Dla przyjetych uktadéw odniesienia oraz oznaczen, wektor obrotu ma identyczne wspot-
rzedne w ukladzie U, oraz U,, czyli w tym przypadku mozemy zapisac, ze

o, =0, =0=(0,0,w). (21)
Na tej podstawie dla dlugosci wektora obrotu przyjmujemy oznaczenie
w=|a|. (22)

4. Przeliczanie polozenia z ukladu obrotowego do inercjalnego

Dla uktadéw przedstawionych na rysunkach 2 oraz 3 macierz obrotu ma postac
cos(wt) —sin(wt) 0
A=|sin(wt) cos(wt) O] (23)
0 0 1
Warto zauwazy¢, ze przemnozenie macierzy A przez wektor wyrazony przez wspotrzedne
uktadu U, wyraza wspotrzgdne tego samego wektora przez wspotrzedne uktadu U;. Mnozenie
macierzy A przez wektor nie zmienia dlugosci, zwrotu oraz kierunku wektora tylko przedsta-
wia ten sam wektor w innym uktadzie wspotrzednych.

Zgodnie z powyzszym roOwnanie pozwalajace przeliczy¢ wspohrzedne ciala z uktadu U, do
wspotrzednych tego ciata w ukladzie U; ma postaé
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ra (1) 1o (1)
K=|r(0)|= A ry(0) | = A5, (24)
r.4(1) r.,(1)
Rownanie to mozemy zapisa¢ w innej postaci
r, (1) cos(wt) —sin(wt) 0| r,(¢)

r, (@) |=| sin(wt)  cos(wt) 0] r,()], (25)
7, (7) 0 0 L7, (0

r, (1) cos(@n)r,, (1) — sin(@t)r, , (¢)

1, () | =| sin(@t)r,, (1) + cos(wi)r,, (1) | (26)
r.,(7) 1., (1)

5. Przeliczanie predkosci z ukladu obrotowego do inercjalnego

Wektor predkosci jest pochodng po czasie wektora polozenia. Na podstawie (26) otrzymu-
jemy

[dr,(0)] [d (cos(a)z‘)rx2 (t)—sin(@1)r,, (t))_
v, (%) dt . dt
. . dr,,(t) d (sm(a)t)rx2 (t) + cos(wt)r, 2(z‘))
v =v,(0) | =] — = > 5 (27)
g dt dt
0] | a0 dra()
| odt | | dt |
v, (1) — wsin(@i)r,, (?) + cos(wt)v,, (1) — wcos(@i)r,, (1) — sin(@t)v,, (1)
v, () |=| @cos(@t)r, (1) +sin(wt)v,, (1) — osin(@i)r,, (1) + cos(@i)v,, (1) |, (28)
v.,(?) V., (1)
v, (2) = sin(@i)r,, (¢) — cos(@i)r, (1) cos(@t)v,,(¢) —sin(@r)v,, (¢)
v, () |= | cos(@t)r,(t)—sin(@n)r,,(t) |+|sin(wt)v,,(1)+cos(wt)v,,(?) |, (29)
v.,(1) 0 V., (1)
v, (1) —sin(wt) —cos(wt) 0| r,(2) cos(wt) —sin(wt) 0| v,(?)
v, () |=o| cos(wt) —sin(wt) 0] r,(0)|+]|sin(@r) cos(wr) Ofv,@@) | (30)
v.A(0) 0 0 0]r, 0 0 1w,
WprowadZmy oznaczenie dla nastgpujacej macierzy
0 -1 0
M =1 0 0] (31
0 0 O

Mnozenie macierzy M przez wektor powoduje wykonanie obrotu sktadowej tego wektora
(lezacej w plaszczyznie x»-)») o /2 radiandéw w kierunku pokazanym na rysunku 4. Sktadowa
z-etowa wektora jest zerowana.

Warto zauwazy¢, ze, jezeli obliczymy pochodna po czasie macierzy 4 przedstawionej
w (23), wtedy otrzymamy
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—sin(wt) —cos(wt) 0
A'=w| cos(wt) —sin(wt) 0], (32)
0 0 0

0 —1 O}|cos(wt) —sin(wt) O

A=wl1 0 0] sin(wt) cos(wt) O0|=wM"A. (33)
0 0 O 0 0 1
ky,

(=7y1(2), ra(2))
My

l"yl

(10, 71(0)

v

i XI
Tx1 VUl
Rys. 4. Dziatanie macierzy obrotu M "

Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 4. Operation of the M rotation matrix
Source: Elaboration of the Author

Ostatecznie po uwzglednieniu (23) oraz (32) mozemy rownanie (30) zapisa¢ w postaci

vxl (t) er (t) VxZ (t)
V= v (@) | = 4| 1) |+ A v, () |= AF + 4V, =0 M* AT, + 47, (34)

v, (9) 1., (1) v.,(?)

Z réwnania (34) bezposrednio wynika, dlaczego prawdziwe jest rownanie (20). Na wektor
v, sklada si¢ nie tylko wektor v, , ale takze inny wektor zalezny od wektora wodzacego 7, .
Warto zauwazy¢, ze z powodu wystgpowania samych zer w trzeciej kolumnie macierzy 4’

warto$¢ rownania (34) nie zalezy od trzeciej skladowej wektora wodzacego. Dlatego rowna-
nie to mozna zapisa¢ w postaci

r,(t) v,(1)
Vo= A 1,0 |+ A v, (0) | = AT, + AT, (35)
0 VZZ (t)

Przy okazji powyzszych rachunkéw wykazane zostalo, ze pochodna z iloczynu macierzy
i wektora jest liniowa tak samo jak pochodna z iloczynu funkcji, czyli

(AF) =A'F + A7 (36)
Na tej podstawie rownanie (34) mozna obliczy¢ z rOwnania (24) w prostszy sposob
v, (1) 0] 0]
L dR AR e ] ’ e
v =[v,(0) ZJZTZA h+ AR =A"1r,1) |+ A v, () |=A"+4v,.  (37)
Vzl (t) rzZ (t) VZZ (t)
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6. Wlasnosci rownania przeliczajacego predkos¢ z ukladu obrotowego do inercjalnego

Roéwnanie (34) zawiera dwa skladniki. Dla tych skladnikow przyjmujemy nastepujace
oznaczenia

T (1) _rx2(t)—
V= A r,(t) = A ry(0) | = AF = 0 MT A7, (3%)
1., (1) L 0 i
ENGE
V= A v, (0 |= 4V, (39)
_sz(t)_

Zbadamy teraz wlasnosci kazdego z tych sktadnikéw.
6.1. Skladnik pierwszy - predkos¢ obrotowa (styczna)

Na podstawie (10)-(11), (34) oraz oznaczen przyjetych na rysunku 3 wyznaczamy wartos$¢
predkosci obrotowej (38)

1% 1= wﬁi(t) +7(t) = wﬁfz(t) +1,(0) =0 |7y, () |= 0|7y, (1), (40)

% = @] 7(2), |cos(p) = @| 7, (1) | cos(p) = w| (1) [ sin(y) = @ | (1) | sin(y).  (41)

Z wlasnosci iloczynu wektorowego przedstawionych na rysunku 1 oraz rownan (2), (3),
(12), (40), (41) wynika, ze zalezno$¢ (34) mozna zapisa¢ w postaci

v =WOXT,, =0OXH, (42)
V) = A(@xFy,) = A(@XF). (43)

Posta¢ wyrazenia (43) jest inna niz powszechnie spotykana. Powszechnie nie podaje si¢
w tej zalezno$ci mnozenia przez macierz 4. Zastosowany tutaj zapis jest precyzyjniejszy, po-

niewaz wektor 7, jest opisany wspotrzednymi w uktadzie Us, natomiast wynikowy wektor v’
jest opisany przez wspoitrzedne w ukladzie U;. MnozZenie przez macierz A wystgpujace

w réwnaniu (43) przelicza wspotrzedne wektora v;° z uktadu U, do uktadu Uj.

Z powyzszego wynika, ze pierwszy sktadnik predkosci w uktadzie inercjalnym jest zawsze
prostopadly do promienia wodzacego oraz ma warto$¢ proporcjonalng do dlugosci wektora
wodzacego oraz szybkos$ci, z jakg obraca si¢ uktad obrotowy U,. Jest to predkos¢ obrotowa
wynikajace z obrotu ukladu U, (rysunek 5).

“ J/I
)
,’\Yl
r

Rys. 5. Kierunek predkosci stycznej
Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 5. Direction tangential velocity
Source: Elaboration of the Author
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6.2. Skladnik drugi - przeniesienie predkosci

Z wtasnos$ci macierzy 4 (23) wynika, ze drugi sktadnik predkosci (39) w ukladzie U, jest
taka samg predkoscia, jaka ma ciato w ukfadzie obrotowym U,, tylko zapisang we wspotrzed-
nych uktadu U;.

6.3. Ostateczna posta¢ rOwnania przeliczajacego predkos¢
Na podstawie (34), (38)-(39) oraz (42) otrzymujemy zwartg posta¢ rOwnania, ktore pozwa-

laja przeliczy¢ potozenie oraz predkos¢ ciala punktowego mierzone w uktadzie obrotowym do
predkosci mierzonej w ukladzie inercjalnym, w postaci

V= A1+ AV, = A(@ X7, +V,). (44)
7. Przeliczanie przyspieszenia z ukladu obrotowego do inercjalnego

Wektor przys$pieszenia jest pochodng po czasie wektora predkosci. Na podstawie (34), po
uwzglednieniu twierdzenia (36), otrzymujemy

@a(t) d(A'7,+Av) d(A'F) d(4V)
7 v 7 v
a=\a,@)|= 2 22 = 27 4 22 45
1= an () dt dt dt (43)
azl(t)
a, = d(4 )FZ 44 240)  d4) V,+ A a,) _ "+ AV, + A, + Ad,. (46)
dt dt dt dt
Ostatecznie otrzymujemy zalezno$¢ na przyspieszenie w ukladzie inercjalnym
axl (t) er (t) vxZ (t) axZ (t)
a =|a,() =A" 1, (1) +24 v, () [+ 4 a,(@)|= ", +2A4'V, + Aa,, (47)
azl(t) rzZ(t) VZZ (t) azZ (t)
gdzie, na podstawie (23) oraz pochodnej obliczonej z (32), mamy
cos(wt) —sin(wt) 0 1 00
" dzA d A’ 21 - 2 2400
A" = " =7 =—"| sin(wt) cos(wt) O|=-w|0 1 O|Ad=—-0"M"A. (48)
0 0 0 0 0 O

W wyniku mnozenia macierzy M° przez wektor otrzymuje sig rzut tego wektora na plasz-
czyzne x»-y» (sktadowa z-etowa zostaje wyzerowana).

Warto zauwazy¢, ze z powodu wystgpowania samych zer w trzeciej kolumnie macierzy 4’
(wzor (23)) oraz w macierzy A" wartos¢ rownania (47) nie zalezy od trzeciej sktadowej wek-
tora wodzacego ani od trzeciej skladowej predkosci. Dlatego rdwnanie to mozna zapisaé
W postaci

1o (1) Ve (?) a,,(t)
a = A"\ 1, (@) |+24 v, () |+ 4 a,(t)|=A"T,, +24'V , + Aa,. (49)
0 0 a_,(t)
Na podstawie (33) oraz (48) rdbwnanie (47) przyjmuje takze postac
G =-’M AT, +20 M " AV, + Ad,. (50)

Macierz wystepujaca po prawej stronie rOwnania (48) rozni si¢ do macierz 4 tylko jedna
wartoscig. W zwigzku z tym mnozenie macierzy A" przez wektor oznacza zrzutowanie tego
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wektora na plaszczyzng x;-y, (sktadowa z-etowa zostaje wyzerowana). Nastepnie wspohrzed-
ne zrzutowanego wektora zostaja przeniesione z ukladu U, do uktadu U;. Dodatkowo ulega
zmianie jego dlugo$é @’ razy, a takze zmianie ulega jego zwrot. Dlatego po pomnozeniu ma-
cierzy A" przez wektor wodzacy otrzymuje si¢ wektor zawarty w plaszczyznie x;-y; oraz
skierowany prostopadle do osi z; oraz z, odpowiednio uktadow U, oraz U,.

8. Przeliczanie polozenia, predkosci oraz przyspieszenia z ukladu inercjalnego do ukladu obrotowego

Na podstawie (23) mozemy obliczy¢ wyznacznik macierzy A
cos(wt) —sin(wt) 0
|4 =|sin(wr) cos(at) 0= cos’(wt)+sin’(wr) =1=0. (51)
0 0 1
Wyznacznik ten nigdy nie przyjmuje wartosci zerowych, dlatego zawsze istnieje macierz
odwrotna A" do macierzy 4. Mozna ja wyznaczy¢ bardzo tatwo, jezeli zauwazy sig, ze skoro

macierz 4 jest obrotem o kat @, to macierz odwrotna A" musi byé obrotem w drugg strone,
czyli o kat —ax. Na podstawie (23) otrzymujemy

cos(—wt) —sin(—wt) 0 cos(wt) sin(wt) O
A7 = A (wt) = A(~ot) =| sin(~wt) cos(—wt) 0|=|-sin(wt) cos(wt) 0] (52)
0 0 1 0 0 1

Aby wyznaczy¢ rownania przeliczajace polozenie, predkos¢ oraz przyspieszenie z uktadu
inercjalnego do ukfadu obrotowego, wygodnie jest postuzyé sie macierza 4 '. Na podstawie
(24) otrzymujemy

ra (1) ro (1) ra(@) | | 1)
A () | = A7 A 1y, () | =1 1 (0) | = | 10 (0) | (53)
r, (1) 1., (1) 1., (1) 1., (1)

Na tej podstawie otrzymujemy rownanie przeliczajace polozenie z ukladu inercjalnego do
uktadu obrotowego

rxz (t) rxl (t)
Fo=| a0 |= 47 r ) |2 477 (54)
rzZ (t) rzl (t)

Po obliczeniu pochodnych z (54) w sposob analogiczny jak w rozdziale 5 otrzymamy row-
nanie przeliczajace predkos¢ z uktadu inercjalnego do uktadu obrotowego w postaci

Ve (?) ra (1) va(?)
Vy = v, () | = (A7) | 1y () |+ A7 v, (0) |= (A7) F+ A7, (55)
v, (1) 1, (1) v.,(9)

Po obliczeniu pochodnych z (55) w sposob analogiczny jak w rozdziale 7 otrzymamy row-
nanie przeliczajace przyspieszenie z ukladu inercjalnego do ukiadu obrotowego w postaci

a,(1) ra (1) va(?) a, (1)

dy=| a,(t) |= (A7) 1, (0) [+ 247 | v, () |+ 47 a,, (1) |, (56)
a,(t) 1, (1) v.,(9) a, (1)

a, = (Ail)"l_”; + 2(A71)'\71 +4" a,. (57)
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Pierwszg pochodng macierzy 4~ obliczamy na podstawie (52)
—sin(wt) cos(wt) O
=w|—cos(wt) —sin(wt) 0], (58)
0 0 0

dA™
A71 I:
(47) a
0 1 O cos(wt) sin(wt) O
(A =w/-1 0 0| —sin(wt) cos(wt) O0|=wM A" (59)
0 00 0 0 1

Macierz M~ , analogicznie do macierzy M " nie wplywa na dtugos$¢ oraz zwrot wektora,

a jedynie na jego kierunek. Mnozenie macierzy M~ przez wektor obraca ten wektor o 7/2
radianéw w kierunku ujemnym (w drugg strong¢ niz pokazano na rysunku 4).
Druga pochodng macierzy 4~ obliczamy na podstawie (58)

cos(wt) sin(wt) O

=1\r
4™ :d(j—t) =—@’| —sin(wt) cos(wt) 0|, (60)
0 0 0
1 0 O cos(wt) sin(wt) O
(A" =-0’|0 1 0| -sin(wt) cos(wt) 0|=—a’M"47". (61)
0 00 0 0 1
Teraz réwnania (55) oraz (57) mozna zapisa¢ w postaci
vxZ (t)
v, = v,(0) | = oM AR+ A7, (62)
sz(t)
axZ (t)
a, =|a,(t)|= ~’M A7 F +20M A7V, + A7 a,. (63)
azZ(t)

9. Wlasnosci roOwnania przeliczajacego przyspieszenie z ukladu obrotowego do inercjalnego

Rownanie (47) (ale takze (49) oraz (50)) zawiera trzy skladniki. Dla tych sktadnikoéw
przyjmujemy nast¢pujace oznaczenia

7o) ]

a’ = A"\ r,(t) |= A"’ =—0’M AF, (64)
rzZ(t)_

V(0]

al =24\ v,,(t) |=24'V, =20 M 47,, (65)
sz(t)_
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axZ (t)
a = A a,(1)|=Aa,. (66)

azZ (t)
Zbadamy teraz wlasnosci kazdego z tych skladnikow.

9.1. Skladnik pierwszy - przyspieszenie dosrodkowe

Skladnik (64) ma na podstawie (48) postacé

ah (1) NG cos(wt) —sin(wt) 0 r,(1)
a’ =|a(t) |=A"|r,@t) |=-0’| sin(wt) cos(wr) O] r, ()|, (67)
az () (1) 0 0 0],
cos(@t)r,, (1) — sin(wt)r,, (t)
a =—a’| sin(@i)r,, (1) + cos(@i)r,, (1) | (68)
0
Na podstawie (26) oraz oznaczen przyj¢tych na rysunku 2 otrzymujemy
a.(t) ra (1)
a’ =|a)(t) |=—a’| 1, () |=-0’F,,. (69)
0 0

Z réwnania (69) wynika, ze wektory a oraz ¥, $a do siebie rownolegle. Znak minus

oznacza, ze wektory te maja przeciwne zwroty. Zostalo to przedstawione na rysunku 6.

D
x1

ry1(2) -
¥ ;alD }aD

A a

a) 1 -
C/ l’xl(t) - Ui

Rys. 6. Kierunek przyspieszenia dosrodkowego
Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 6. Direction centripetal acceleration
Source: Elaboration of the Author
Wektory te sa rownolegle poniewaz na podstawie (69) zachodza rownosci
D
(1) 1)
an(t) 10

Poniewaz trzeci sktadnik wektora @’ ma warto$¢ zerowa dlatego wektor ten zawsze jest

1g(ay) = (70)

skierowany prostopadle do osi obrotu z; (zawsze znajduje si¢ w plaszczyznie x;-y;). Wynika
z tego, ze wektor a” jest, widzianym w uktadzie U, przyspieszeniem dosrodkowym.

Na podstawie (64), (69) oraz (10)-(11) dla oznaczen przyjetych na rysunku 3 wyznaczamy
warto$¢ przyspieszenia dosrodkowego

|G° [= A"Fy | = @ ri () + 1, (D) = @1 (O + 1, (0) = @ |y [ = @7 [ 7, |, (71)
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|G | =" | 7; |cos(p) = @” | 75 | cos(p) = @ | 7 | sin(y) = @” | F, | sin(y). (72)
Z wlasnosci iloczynu wektorowego przedstawionych na rysunku 1 oraz rownan (2), (3),
(4), (12), (71), (72) wynika, ze zaleznos$¢ (69) mozna zapisa¢ w postaciach

@ =—(@x Ty ) x @ =X (OXF,,)=0x(OXF), (73)

—.D — —
a, =—A(ox T

)x @] = Alox (0 x7,)] = Alox (&xT)]. (74)

Wzor (74) r6zni si¢ od wzoru (73). We wzorze (74) wektor przys$pieszenia dosrodkowego
jest obliczany na podstawie wektora wodzacego opisanego wspotrzednymi uktadu U,.
W réwnaniu (74), podobnie jak w réwnaniu (43) wystepuje mnozenie przez macierz 4.

Dzigki tej operacji wspotrzedne wektora @, sa przeliczane z ukladu U, do uktadu U,.

9.2. Skladnik drugi - przySpieszenie Coriolisa

Na podstawie (33) rownanie (65) mozemy zapisaé w postaci
vxZ (t)
a =20M A v, (1) |=20M AV, (75)
0

Na podstawie wlasnosci macierzy 4 (23) oraz macierzy M (31), a takze tego, ze mnozenie
przez skalar 2@ wplywa jedynie na zmiane dlugosci wektora wnioskujemy, ze a. jest wekto-
rem w plaszczyznie x;-y; oraz jest obrocony wzgledem wektora v, o 7/2 radianow w kie-
runku dodatnim. Przy$pieszenie Coriolisa jest zawsze prostopadle do predkosci z jaka cialo
porusza si¢ w plaszczyznie x;-y.

Warto takze zauwazy¢, ze przemnozenie wektora predkosci v, przez macierz M ™, a co za
tym idzie przez A' zeruje jego trzecig skladows. Oznacza to, ze przyspieszenie Coriolisa a,

jak rowniez pochodzaca od niego sita Coriolisa dziataja jedynie w plaszczyznie x;-y; prosto-
padfej do osi z (rysunek 7).

| B%!

131(2)

(?) N ;xl
@/ l’xl(t) Ul

Rys. 7. Kierunek przyspieszenia Coriolisa
Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 7. The direction of the Coriolis acceleration
Source: Elaboration of the Author

Na podstawie (65), (75) oraz dla oznaczen przyjetych na rysunku 3 wyznaczamy warto$¢
przyspieszenia Coriolisa

|G | =247, |2 20\ v, () +v,, () =20V, |, (76)

|a" |=2w]| v, | cos(d). (77)
1 2
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Z wlasnosci iloczynu wektorowego przedstawionych na rysunku 1 oraz rownan (2), (3),
(12), (76), (77) wynika, ze zalezno$¢ (75) mozna zapisa¢ w postaciach
al =2A(@xV,,,)=24(dxV,). (78)
W réwnaniu (78), podobnie jak w rdwnaniach (43) oraz (74) wystepuje mnozenie przez
macierz 4. Dzigki tej operacji wspotrzedne wektora a° s3 przeliczane z ukladu U, do ukiadu
U..

9.3. Skladnik trzeci - przeniesienie przyspieszenia

Z wtasnosci macierzy 4 (23) wynika, ze trzeci sktadnik przyspieszenia (66) w uktadzie U,
jest takim samym przyspieszeniem jakie ma ciatlo w uktadzie obrotowym U, tylko zapisanym
we wspohrzednych uktadu U;.
9.4. Ostateczna posta¢ rOwnania przeliczajacego przyspieszenie

Na podstawie (47), (64)-(66), (74) oraz (78) otrzymujemy zwartg posta¢ rOwnania, ktore

pozwalaja przeliczy¢ polozenie, predkos¢ oraz przyspieszenie ciata punktowego mierzone
w uktadzie obrotowym do przyspieszenia mierzonego w ukladzie inercjalnym, w postaci

a,=Alox(oxr)+2(oxVv,)+a,]. (79)

10. Przyklady
10. 1. Cialo spoczywa w ukladzie obrotowym

Przeanalizujmy przyktad, w ktorym cialo nie porusza si¢ wzgledem uktadu U,. Wtedy
prawdziwe s3 rOwnania

r,(1) 7. v, () 0 a,(t) 0
h=|r,)|=|r, |=const, v,=|v,)|=|0], a,=|a,) =0/ (80)
rzZ(t) rzz_ sz(t) O azZ(t) O
Na podstawie (34), (44) oraz (80) uzyskujemy
—vxl (t) er
V= v, (@) |=A |1, |=oM AT, = Alox1,]= oxT. (81)
_vzl (t) rzZ

Na podstawie (38) wida¢, ze w tym przyktadzie predkos¢ ciala w uktadzie inercjalnym U,
ma tylko pierwszy sktadnik v° pokazany na rysunku 5.
Po uwzglednieniu (50), (79) oraz (80) uzyskujemy

axl(t) er
a=|a,t)|=A"r, |=—0"M AF = Ald* (O x7,)]=d % (OXF). (82)
azl(t) rzZ

Na podstawie (64) wida¢, ze w tym przykladzie przys$pieszenie ciata w uktadzie inercjal-
nym U; ma tylko pierwszy sktadnik @’ pokazany na rysunku 6.

Podsumowujac, ciato widziane z uktadu U, nie porusza si¢, natomiast z punktu widzenia
ukfadu U, porusza si¢ po okregu z predkoscia o stalej wartosci. Wektor predkosci v, jest
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styczny do tego okrggu natomiast przyspieszenie a, jest skierowane do $rodka tego okregu

ijest przyspieszeniem dosrodkowym. Jest to klasyczny przypadek ruchu ciata po okregu
przedstawiony na rysunek 8.

Rys. 8. Dynamika ciata w ukladzie inercjalnym U, gdy ciato spoczywa w ukladzie obrotowym U,
Zrodto: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 8. Body dynamics in the inertial system U; when the body rests in the rotational system U,
Source: Elaboration of the Author

10.2. Cialo porusza si¢ w ukladzie obrotowym ze stala predkoscig liniowg

Przeanalizujmy przyktad, w ktorym ciato porusza si¢ w uktadzie U, po linii prostej ze stala
predkoscia. Wtedy prawdziwe sg rdwnania

N0 V(1) Ve a, (1) 0
7= 12 (D) |, Vv, = 2 (8) |=const =|v,, |, a, = a,()|=|0| (83)
1., (1) V., () Va a.,(t) 0
s p V) =axF,

\ X1

: | / aE —24(x7,)

Rys. 9. Dynamika ciala w uktadzie inercjalnym U,
poruszajacego si¢ w uktadzie obrotowym U, ze statg predkoscia
Zrédlo: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 9. Body dynamics in the inertial system U,
moving in a rotating system U, at a constant speed

Source: Elaboration of the Author

Na podstawie (34), (44) oraz (83) uzyskujemy
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v, (1)
v, = vyll(t) =M AF + AV, = A(@XF, +V,) =@ X7, + AV,. (84)
v (1)
Po uwzglednieniu (50), (79) oraz (83) uzyskujemy
a,(?)
a =|a,(t)|=—0"M AR +20 M AV, = AL&x (@x F,) +2(&x V,)]. (85)
a, (1)

Warto zauwazy¢, ze z (49) wynika, Ze trzecia skladowa predkosci v, oraz trzecia sktadowa
poloZenia 7, nie wptywaja na przyspieszenie w ukladzie inercjalnym. Dlatego w tym przy-
padku wektor przys$pieszenia ciata w ukladzie U; znajduje si¢ w plaszczyznie x;-y.

W og6lnym przypadku wektor predkosci v, nie musi si¢ znajdowaé w plaszczyznie x;-y.
Na rysunku 9 dla przejrzystosci wektory predkosci oraz przyspieszenia zostaly przedstawione

V., czyli, gdy wektor ten znajduje si¢ w plaszczyznie

w uproszczonym przypadku, gdy v, =V, ,,

X2-)V2.
10.3. Cialo porusza si¢ z dowolnym przySpieszeniem

Przeanalizujmy przyktad, w ktorym ciato porusza si¢ w uktadzie U, po linii prostej ze stala
predkoscia. Wtedy prawdziwe sg rdéwnania

0] Ve, (1) a,(1)
K=, ), vy =|v,,(0) |, a, =|a,(1) | (36)
1.5 (1) V., (7) a.,(t)

Zgodnie z (34), (44) predkos¢ w ukladzie inercjalnym U, wyraza si¢ wzorem
Vi=o M AF, + AV, = A(@XF, +V,) = OXF, + AV,. (87)
Zgodnie z (50), (79) przyspieszenie w ukladzie inercjalnym U; wyraza si¢ wzorem
G =—w' M AT, +20 M* AV, + Ad, = Al Ox (OXT,) + 2@ % V,) +a,]. (88)

W tym ogdlnym przypadku z (49) wynika tak samo jak w przyktadzie 2, ze trzecia skta-
dowa predkosci v, oraz trzecia skladowa polozenia 7, nie wpltywaja na przyspieszenie
w uktadzie inercjalnym. Ale wektor przy$pieszenia w ukladzie inercjalnym U; nie musi si¢
znajdowaé w plaszczyznie xi-y; poniewaz jego sktadowa jest przy$pieszenie a, ciata w ukla-
dzie U,, ktore moze mie¢ niezerowg trzecig sktadowa.

Rozwazymy szczegolny przypadek tego przykladu, w ktérym cialo porusza si¢ prostopadle
do wektora potozenia 7, (¢), przeciwnie do kierunku obrotu ukfadu U, wzgledem uktadu U;.
Cialo porusza si¢ ze stalg predkoscig rowng predkosci liniowej uktadu Us.

Parametry ruchu ciala ustalamy w taki sposob, ze cialo porusza si¢ w uktadzie U, po okre-
gu natomiast z punktu widzenia uktadu U; spoczywa w miejscu. Czyli ruch ciata w obroto-

wym uktadzie U, catkowicie kompensuje obrot tego uktadu. W tym przypadku dla uktadu
inercjalnego U, zachodzi

r, (1) ., v, () 0 a,(t) 0
1 =| 1, (1) | =const =|r, |, vi=v,(@)|=]0], a =|a,()|=|0| (89)
rzl(t) rzl vzl(t) O azl(t) O

75



Kamil Szostek

Po podstawieniu (89) do (55) mamy

vxZ (t) rxl
5= (v = (7Y | ry | =AY F oM 4" F =0 M T, (90)
v, (1) I
Po podstawieniu (89) do (57) mamy
axz (t) rxl
i, =|a,0) |= (Y] 5, |[= (4T ="M AT =~ ™M F,. 1)
a,(t) I

Czyli jezeli cialo ma w ukladzie inercjalny spoczywac, to w uktadzie obrotowym musi po-
ruszac si¢ z predkoscia (90) oraz przy$pieszeniem (91).

7,=0

i=0 .

Rys. 10. Dynamika ciata w uktadzie obrotowym U,, gdy w ukladzie inercjalnym U, ciato spoczywa
Zrédlo: Opracowanie wlasne Autora

Fig. 10. Body dynamics in the U, rotary system, when the body rests in the inertial system U,
Source: Elaboration of the Author

Sprawdzimy teraz jakie warto$ci maja sktadowe predkosci (38) oraz (39) w ukladzie U;.
Na podstawie (90) otrzymujemy

V' =Ah, =0 M AR, (92)
V' =AoM 7, =0 AM 7, = -0 M" A7, (93)

Czyli
v, =9+ =0. (94)

Sprawdzimy teraz jakie warto$ci maja skltadowe przy$pieszenia (64), (65) oraz (66)
w uktadzie U;. Na podstawie (90) oraz (91) otrzymujemy

i’ =-’M° A7, = -0’ AM"F,, (95)
G =24V, =20 M*AoM 7, =20’'M " AM ¥, =20’ AM" 7, (96)
i =-A’M" 7, = -’ AM"F,. (97)
Czyli
a =a’ +al +a’ =0. (98)
W réwnaniach (93)-(96) skorzystaliSmy z faktow, ze
M°A4=AM°, (99)
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M"A=-AM", (100)

M AM =AM M =-A(-M")=AM". (101)

Z (90) wynika, ze wektor predkosci v, jest zwrdcony o kat #/2 w kierunku ujemnym
wzgledem wektora wodzacego 7 =7,, czyli przeciwnie do kierunku ruchu uktadu Us.

Predkos¢ v, oraz przysSpieszenie a, sa rowne zero, gdyz ich sktadowe si¢ znosza ((94) oraz

. LI1IEKawSsz est tO,W aK1 SpoSODb ZznoSzg S1€ SK1adowe przyspieszeénia:. a4, , a, , d, .
(98)). Ciekawszy j jaki sposob 3 sie sktadowe przyspi ia: 4, a , a

Z (95)-(97) wynika, ze przyspieszenie Coriolisa rOwnowazy dziatanie przyspieszenia do-
srodkowego oraz przyspieszenia wynikajacego z przyspieszenia ciata w ukladzie U,. Czyli
przyspieszenie Coriolisa, z perspektywy uktadu inercjalnego U, przeciwdziata przyspiesze-
niu dosrodkowemu. Zostato to przedstawione na rysunku 10.

11. Symulacja numeryczna

Jezeli dana jest trajektoria ciala w ukladzie obrotowym U, w postaci wektora wodzacego
1o ()
K =1, | (102)
r.,(2)

wtedy jego trajektori¢ w uktadzie inercjalnym U; mozemy obliczy¢ metodg czysto geome-
tryczng przy pomocy wzoru (24).

Dzigki wyprowadzonym w artykule wzorom na pr¢dkos$¢ (np. w postaci (44)) oraz na
przyspieszenie (np. w postaci (79)) trajektorie¢ ciala w uktadzie inercjalnym U; mozna obli-
czy¢ takze metodami dynamicznymi, np. w nastepujacy sposob:

r1(0) =4 * r(0); % ustalenie polozenia poczatkowego
vi(0)=@* M * A * ry(0) + A4 * v,(0); % ustalenie predkosci poczatkowej (34)

fort=0:1/N:T-1 % T czas symulacji, N liczba cykli na sekunde
% obliczenie chwilowego ¢ przyspieszenia ciata w uktadzie inercjalnym (50)
a()=—2* M " * A* 1)+ 2% 0* M * 4 * vy(t) + A * ax(?);
ri(t+1) =ri(f) + I/N * vi(¢); % obliczenie polozenia w kolejnym kroku
vi(t +1) =vi(t) + /N * a\(?); % obliczenie predkosci w kolejnym kroku
end

Przedstawiony program wymaga jako danych wejsciowych wektoréw: potozenia ry(?),
predkosci v,(7) oraz przys$pieszenia ax(f), znanych w przedziale czasu [0, 7]. Wynikiem dzia-
tania powyzszego programu jest wektor potozenia () w przedziale czasu [0, 7.

W obliczeniach numerycznych zostatlo sprawdzone na kilku przyktadach, Ze trajektorie
ciala w ukladzie inercjalnym U; wyznaczone metoda geometryczng bardo dobrze pokrywaja
si¢ z trajektorig tego ciata wyznaczong metoda dynamiczng.

10. Whnioski

e W artykule przedstawione zostato szczegdlowe wyprowadzenie zwigzkéw pomigdzy pa-
rametrami ruchu ciala punktowego w ukladzie obrotowym oraz w ukladzie inercjalnym.
Wyprowadzone zostalty wzory na przyspieszenie Coriolisa oraz na przys$pieszenie dosrod-
kowe.
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e Przedstawione zostaly przyktady dla wyprowadzonych wzoréw oraz zostala przeprowa-
dzona dyskusja na temat tych wzoréw.

e Przedstawiony zostal precyzyjniejszy zapis wzoru na predko$¢ oraz przySpieszenie
w uktadzie inercjalnym w postaciach (44) oraz (79).

e Pokazane zostalo na przykladzie, ze przys$pieszenie Coriolisa nie jest niezalezne od przy-
$pieszenia dosrodkowego. W rozwazanym przykladzie te dwa przy$pieszenie przeciwdzia-
taty sobie nawzajem.
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