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Streszczenie: Brak mozliwosci fizycznego magazynowania energii
elektrycznej i jej sezonowo$¢ zuzycia powoduje, ze rynki energii
elektrycznej znacznie r6znig si¢ od rynkéw finansowych.
Co najwazniejsze nie ma zadnych analitycznych formut dla
wigkszos$ci instrumentdw pochodnych opartych na cenach energii
elektrycznej i wszystkie analizy musza by¢ oparte na metodach
numerycznych. Artykut pokazuje, ze poprzez odpowiednia
modyfikacj¢ niektérych metod rynku finansowego mozna je
zastosowaé na rynku energii elektrycznej. Klasycznym problem w
obszarze zarzadzania ryzykiem jest optymalny wybdr portfela.
Rozwazany problem optymalizacji portfela zostanie sprowadzony
do maksymalizacji oczekiwanej uzyteczno$ci. Procedury
numeryczne s3 wykorzystywane do aproksymacji ogdélnych funkcji
uzytecznosci, w ktérych problem maksymalizacji stochastycznej
funkcji  uzytecznosci  zostaje  przeksztalcony w  problem
programowania nieliniowego z wykorzystaniem symulacji Monte
Carlo.

Stowa Kkluczowe: optymalizacja, rynek spot, portfel, ryzyko
cenowe.

1. WPROWADZENIE

Rynek energii elektrycznej jest wysoko zmienny
w poréwnaniu do rynku praw majatkowych lub innych
towaré6w. Uczestnicy rynku sa narazani na znaczne ryzyka
spowodowane zmiennymi warunkami rynkowymi. Artykut
prezentuje podstawowy model stochastyczny, w ktérym
statyczny portfel instrumentéw rynkowych jest symulowany
w czasie. Stochastycznymi procesami modelujacymi
niepewno$¢ rynkowa s3 np.: ceny energii elektrycznej na
rynku  spot, marginalne  koszty  produkcji  lub
zapotrzebowanie na energi¢ elektryczna.

Ponadto zatozono, Ze niekompletny rynek spot energii
elektrycznej jest uzupelniany instrumentami pochodnymi
w taki sposob, ze dla kazdej przyszlej ceny spot istnieja
kontrakty futures [3,7]. Natomiast pomini¢to w celu
uproszczenia modelu stochastycznego inne wydatki
rynkowe, np.: koszty transakcji i podatki, co spowodowato,
ze uzyskane wyniki  stanowig podstawe¢ do dalszego
doskonalenia modelu.

2. CENY SPOT ENERGII ELEKTRYCZNEJ

Dokladne formutowanie rozktadu stochastycznego cen
spot wykracza poza zakres tego artykutu. Rozklad ten jest
przedmiotem prac Deng [4] i Pilipovic [6]. Ogélna dyskusje
o rozkladzie cen instrumentéw gietdowych mozna znalez¢é
na przyktad w [8]. Inne podej$cie wykorzystano w modelu
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rynkowym obliczania teoretycznej ceny réwnowagi
rynkowej [5]. Niemagazynowana fizycznie energia
elektryczna nie jest aktywem handlowym i nie podlega
zwigzkowi  arbitrazowemu  pomigdzy  oczekiwanymi
przysztymi cenami spot, a odpowiadajacymi im cenami
kontraktéw futures. Jednakze mozna twierdzi¢, ze jesli cena
futures jest wyzsza (nizsza) niz odpowiadajaca jej
oczekiwana cena spot wowczas uczestnik rynku sprzedaje
(kupuje) kontrakty futures, nadwyzka na sprzedazy (kupnie)
bedzie niwelowala réznice miedzy oczekiwang ceng spot
i ceng futures [ 3]. W tym artykule zatozono, ze oczekiwana
cena spot w czasie T — E(x(T)) jest rowna biezacej cenie
futures f(t,T) w chwili t dla tego samego okresu T. Nastepnie
zalozono, ze rozklad cen wokdét wartosci oczekiwanej jest
logarytmiczno-normalny. W obliczeniach numerycznych
wystepuje koniecznos$¢ uzycia warto$ci $redniej do opisu cen
spot w dyskretnych okresach czasu i wdéwczas zalozenie
logarytmiczno—normalne znajduje uzasadnienie.

Proces zmian cen wymaga nie tylko ich oszacowania
na podstawie danych historycznych ale obliczefn posrednich
z dostepnych notowan opcji [7]. Przyklad numeryczny
dotyczacy odbiorcy koncowego energii elektrycznej
zamieszczony w tym artykule bazuje na historycznych
zmianach.

3. MODEL FINANSOWY CEN SPOT ENERGII
ELEKTRYCZNE]

Model finansowy wykorzystywany do modelowania
cen spot energii elektrycznej jest modelem przestrzeni
probabilistycznej (Q,F,P) czasu cigglego w przedziale
czasowym [0,T], gdzie: Q- jest zbiorem mozliwych
realizacji, F- jest O - algebra w zbirze Q, P - jest miarg
prawdopodobienstwa zdefiniowanego na F. N- wymiarowy
wektor rynkowych czynnikéw stochastycznych x(t) =
(%o (), x,(t), ..., x5 (t)) charakteryzuje nastepujacy proces
ciagty

dx(t) = p, (t, w)dt + a,(t, w)dz(t); (1)
gdzie: p, (t, w)dt : [0,T] X Q - RY jest lokalnym wzrostem
x(t) i 05, (t, w)dz(t) : [0,T] x @ - RN x RN jest

lokalng zmiennoscig x(t).

Obie funkcje z zalozenia spelniajg zalezno$¢ pomiedzy
technicznym wzrostem i warunkami Lipschitza, co oznacza,



ze funkcje te, uwzgledniajace wzrost i zmienno$¢ losowych
czynnikéw sg skonczone i wystarczajaco gtadkie [8].

Wektor z(t) sktada si¢ z N nieskorelowanych
proceséw Wienera, ktére okreslaja niepewnosci rynkowe.
Zmiana warto$ci zmiennej z(t) w nieskoficzenie matym
przedziale czasu dt jest réwna eVdt, gdzie € jest zmienng
losowa Gaussa. Skiadniki x(t) zawieraja np.: ceny spot,
koszty marginalne, proces zuzycia energii elektryczne;j.
Jednym z mozliwych proceséw spelniajacych warunek
okre$lony wzorem (1) jest model cen rynkowych dla rynku
spot energii elektrycznej. Zatozono, ze notowania rynkowe,
ktére umozliwiaja wyznaczenie warto$ci oczekiwanej cen
spot E(x(t)) i oszacowanie wariancji var(x(t)) sa znane
dla wszystkich czasé6w t € [0,T]. Model rynkowych cen
zaklada, ze zwrot z cen ma rozkltad logarytmiczno—
normalny. Warto§¢ oczekiwana i wariancja okre§lone na
podstawie prognozy przyjmuja postac:

2
3

E(x(1)) = x(0)et©®D,
var(x(t) = x(O)ZeZtu(o,t)[ea(o,t)Z ~1],

gdzie: x(0)jest biezaca ceng spot, (0, t) jest stopg wzrostu,
a(0,t) jest zmienno$cig instrumentéw bazowych od
biezacego czasu do czasu t.

Stope wzrostu u(0, t)jest tatwo wyznaczy¢ z réwnania (2).
Zastgpienie réwnania (2) rOwnaniem (3) i dokonanie kilku
przeksztalcen algebraicznych daje nastgpujaca zalezno$é:
a(0,t)? = In[var(x(t)/E(x(t))? + 1]. 4)
Istnieje zatem mozliwo$¢ wyznaczenia w konkretnym
czasie zaleznej stopy wzrostu u(t) na podstawie krzywej
forward, poniewaz wzrost od czasu biezacego do czasu t

musi wynika¢ z lokalnego wzrostu w przedziale czasu [0, t],
to samo dotyczy lokalnej zmiennosci.

4. PORTFEL INSTRUMENTOW

Na rynku jest M instrumentéw pochodnych, ktérych
ceny s3 podane przez wektor stanu cen s(x(t),t) € RM.
Zgodnie z lematem Itd proces stochastyczny s(x(t),t)
spelnia réwnanie r6zniczkowe:

ds(x(t),t) =
u(x(t), t)dt + a(x(t),t)dz(t),

&)

gdzie: u(x(t),t):RY x [0,T] » RMio(x(t),t): RN x
[0,T] - R™ x RY sg funkcjami ciggtymi, ktére
spetniaja warunki wzrostu i Lipschiza, a z(t) zawiera
takie same procesy Wienera jak czynniki procesu
opisanego réwnaniem (1).

Fizyczne i finansowe kontrakty na energi¢ elektrycznag i
inne finansowe instrumenty sa taczone w portfel. Wektor
€ RM okre$la sklad portfela, ktéry jest utrzymywany
statycznie przez caly okres czasu. Ceny instrumentéw dane
sg w postaci wektora cen s(x(t), t) i rynkowych zmiennych
bazowych ujetych w x(t) . Bogactwo portfela na koniec
okresu symulacji wyraza si¢ zalezno$ci:

W =n"s(x(T),T), (6)
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gdzie: s(x(T), T) € RM skiada si¢ z cen instrumentéw na
koniec okresu kontrolowanego i 77 jest transpozycja 7t.

5. OPTYMALIZACJA PORTFELA

Optymalizacja portfela zalezy od preferowanego
ryzyka agenta optymalizujacego portfel uczestnika rynku
energii elektrycznej. Wykorzystanie funkcji uzytecznosci
umozliwia modelowanie preferencji w zakresie ryzyka [7].
Funkcja uzyteczno$ci U jest $cile rosnaca, wklesta
i podwdjnie rézniczkowalna. Szacowanie preferencji ryzyka
decydentéw i funkcji uzytecznosdci na poziomie ilo§ciowym
jest trudnym wyzwaniem. Optymalny portfel wigze si¢ z
przeszukiwaniem portfeli zaczynajac od poczatkowego
(startowego) portfela m, [5]. Optymalizacja jest
przeprowadzana w odniesieniu do zmian pozycji portfela
0 € RM, przy czym:

0=m—m,, (7)

Celem funkcji optymalizacji jest oczekiwana
uzyteczno$¢ dana bogactwem portfela. Bogactwo portfela
zalezy od zawartoS$ci portfela i instrumentéw cenowych oraz
ptatnosci. Problem optymalizacji sprowadza si¢ do:

maxg E{U[W ]},
A0 < b,

®)
C))

gdzie: macierz A i wektor b okreslaja ograniczenia w
zakresie zmian.

Dopuszczalny obszar okres$lony przez ograniczenia jest
zbiorem wypuklym. Podsumowujac, analityczne
rozwigzanie problemu optymalizacji danego wzorami (8)
i (9) jest nieosiagalne z powodu zlozonoSci zaréwno
proceséw cenowych jak i instrumentéw pochodnych, zatem
w tym przypadku jest wymagana numeryczna aproksymacja.
Aproksymacja odbywa si¢ w dwoch etapach: pierwszy etap
to konwersja na problem programowania nieliniowego,
drugi etap to szacowanie niezb¢dne do rozwigzania
problemu optymalizacji z wykorzystaniem symulacji Monte
Carlo [2].

Przyblizenie Taylora U[W] wokét poczatkowego bogactwa
portfela startowego W, = 7} s wynosi odpowiednio:

U(r’s) ~ U(mhs) + 07 ou (mls) +

on
10)
1grov? v 3 (
> (7] P (mys)0 + €(6°),
gdzie: reszta €(63) spetnia warunek:
3
limg El(:”g) =0 (11)

Reszta jest z zalozenia niewielka z niewielkimi zmianami
wokot pozycji wyjsciowej i jest pomijana.

Po podstawieniu przyblizenia Taylora (wzér 10) do
problemu optymalizacji (wzér 8) otrzymuje si¢:
maxFE [U(ngs) + 07 Z—U (nls) +
0 " 12)

1TV (ot
20 azn(n'os)O],
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Wielko$¢ U(mls) ma warto$¢ stalg, nie ma wptywu na
optymalizacj¢ i jest pomijana. Mozna zdefiniowa¢ wektor
a € RY w nastepujacy sposéb:

— %Y (T 13
a=E|— (n'os)], (13)
oraz macierz V € RV*N jako
(14)

V=E [% (ngs)].

Zatozono, ze macierz V jest odwracalna. Zalozenie te
jest stuszne prawie zawsze jesli obrét zbywalnymi towarami
jest liniowo niezalezny, tj. jeSli wyptaty za instrumenty sa
niejednakowe lub prawie identyczne. Zgodnie z definicjami
(13) i (14) problem optymalizacji mozna przedstawi¢ jako
maksymalizacj¢ nastepujagcego wyrazenia:

J(0) = eTa+§0Tve, (15)
dla 8 spetniajacych warunek (9). Funkcja celu jest wklgsta
z powodu wklestosci funkcji uzytecznos$ci. Jedli wartosci
wektoréow a i V sg znane, wéwczas problem optymalizacji
moze by¢ rozwigzany przy wykorzystaniu tradycyjnych
metod. Do szacowania wartosci wektoréw a i V
wykorzystuje si¢ metode Monte Carlo.

Jesli nie ma zadnych ograniczen niezbedne warunki dla

optymalnego rozwigzania dostarcza rozwigzanie
nastepujacego problemu:
0" =-V'a (16)

Poprawnie postawiony problem wigze si¢ z latwo
rozwigzywalnymi réznorodnymi metodami
z programowania nieliniowego [1].

Oszacowanie funkcji celu danej wzorem (15) przyjmuje
postac:

J(0) = 0Ta + %9”79, (17)
gdzie: wektor @ i macierz V sg okre$lone nastepujaco:
~ 1 aou ou
=13 [ @hs)| ~ B[] as)
5 1 au? au?
V=152 (@fs)| ~ B[S )] (a9)

Pojedyncza seria symulacji i dostarcza pojedyncza realizacje
cen instrumentéw s;. Funkcja uzyteczno$ci instrumentéw
pochodnych okreéla pojedyncze realizacje @, i V.
Uaktualnione zasady rekurencyjne dla @, i ¥, stosowane w
trakcie symulacji majg nastgpujaca postac:

P 1 P
=a,,+ ?(ai - al—l)'

P— 1 —_—
=V, 1+ ?(Vi -V._1).

(20)

a,
v, @

Na poczatku symulacji @, i V, sa réwne zerowemu
wektorowi i zerowej macierzy . Wyniki a; i V; i-tej serii
symulacji sa niezalezne i maja identyczne rozktady
zmiennych losowych oraz dwa pierwsze momenty a; i V; sa
skonczone. Symulacja wartosci $rednich @, opisanych
rownaniem (20) i 172 rOwnaniem (15), przybliza do warto$ci
oczekiwanych okreslonych zaleznosciami (18) i (19)
zgodnie z prawem duzych liczb, kiedy liczba serii symulacji
dazy do nieskonczonosci.

6. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Przyktad dotyczy koncowego odbiorcy przemystowego
energii elektrycznej, ktéry charakteryzuje si¢ stalym
obcigzeniem wynoszacym 60 MW w okresie od poczatku
drugiego tygodnia do konca 52 tygodnia rozwazanego roku.
Koncowy odbiorca w pierwszym tygodniu rozwazanego
roku kupuje fizycznie energi¢ elektryczng na rynku spot po
cenie spot. Problem optymalizacji koncowego odbiorcy
sprowadza si¢ do podjeciu decyzji ile energii nalezy kupi¢ na
rynku spot, a ile uprzednio zabezpieczy¢ przy uzyciu
finansowych kontraktéw futures. Odbiorca odnosi korzysci
z pozostania na niezabezpieczonym rynku kasowym
zakup6w, jesli realizacja ceny spot jest mniejsza niz biezaca
cena futures, lecz jest narazony na straty jesli realizacja ceny
spot jest wyzsza niz cena futures. Wartosci oczekiwane cen
spot s3 wykorzystywane do obliczania lokalnych
parametréw dryftu procesu cen spot zgodnie ze wzorem (2).
Zmienno$ci lokalne s3a szacowane bezpoSrednio z lat
historycznych poprzez obliczenie wariancji z pigciu probek
warto$ci dla kazdego tygodnia. Obliczenie wartosci
umozliwia symulacja procesu cen spot wykorzystujaca
metodologi¢ Monte Carlo. Konkretne wyniki optymalizacji
sa optymalne w aspekcie funkcji uzytecznosci i wyboru
parametréw ryzyka. Funkcja uzyteczno$ci w przyktadach ma
postac:

UW) = —e AW-Wo)/Wo, (22)
gdzie: A jest warto$cig parametru, W - jest bogactwem
portfela, Wj- bogactwo portfela inicjujacego.

Funkcja uzytecznos$ci jest wklgsta kiedy A jest
nieujemna. Wigkszy parametr ryzyka odzwierciedla wigksze
preferencje do awersji do ryzyka natomiast mniejszy
parametr ryzyka prezentuje bardziej neutralne podejscie do
ryzyka. W przykladach parametr ryzyka A=2.0 odpowiada
do$¢ zachowawczej postawie wobec ryzyka.

Jako  pierwszy bedzie rozwazany przypadek
catkowitego braku zabezpieczenia cen spot. Dane do
przyktadu obliczeniowego zaczerpni¢to z raportéw gieldy
Nord Pool. Portfel konicowego odbiorcy sktada si¢ tylko
z zapotrzebowania na moc na stalym poziomie wynoszacym
60 MW pomigdzy 2 tygodniem i 52 rozwazanego roku.
Oczekiwana warto$¢ ceny spot w tym okresie czasu wynosi
okoto 14,8 EUR/MWh a calkowite zapotrzebowanie na
energi¢ elektryczng wynosi 514 GWh. Zatem oczekiwana
analityczna warto$¢ zapotrzebowania wynosi — 7,61 mln
EUR lecz nie ma mozliwos$ci bezposredniego obliczania
wartosci analitycznej miary ryzyka. Oczekiwany wynik
i ryzyko odbiorcy koncowego sa szacowane na podstawie 10
000 serii symulacji Monte Carlo. Oczekiwana warto$¢
portfela wynosi 7,6 mln EUR, ktdra jest zbiezna do wartosci
analitycznej, za$§ warto$¢ ryzyka wynosi 1,7 min EUR przy
poziomie ryzyka wynoszacym 5%. Co oznacza, ze w 95%
przypadkéw nie przewiduje si¢ wigkszego obnizenia
wartosci portfela ponizej jego wartosci oczekiwanej,
wynoszacej 1,7 mln EUR.

Drugi przyktad dotyczy zabezpieczenia cen spot.
Ze wzgledu na ryzyko cenowe energii elektrycznej odbiorca
przyjmie poczatkowa pozycje zabezpieczajaca na 36 MW,
ktérag zabezpieczy kontraktami futures w calym okresie
czasu w celu zminimalizowania niepewnoS$ci swojej pozycji.
Na podstawie 10 000 serii symulacji oszacowano
oczekiwany wynik i ryzyko dla portfela zawierajagcego
zaréwno 60MW statego obcigzenia jak i 36 MW obcigzenia
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wynikajacego z kontraktow futures. Oczekiwana warto$¢
portfela po zabezpieczeniu wynosi 7,6 mln EUR a warto$¢
ryzyka dostaw wynosi 0,7 mln EUR. Warto$¢ oczekiwana
portfela nie zmienia si¢, poniewaz ceny futures sg réwne
warto$ciom oczekiwanym prognozowanych cen spot.

Model optymalizacji prezentowany w tym artykule
wykorzystano do znalezienia optymalnego poziomu
zabezpieczenia dla koncowego odbiorcy podajac: wybrang
pozycje poczatkowa, funkcje uzytecznosci (22), dwie
warto$ci parametru ryzyka, tzn. A=1.0 oraz A=2.0, ktére
reprezentuja dwie rozne postawy wobec ryzyka. Tabela 1
przedstawia  wyniki  optymalizacji portfela. Zmiany
zapotrzebowania na energi¢ odbiorcy sa ograniczone do
zera, lecz wyniki optymalizacji pokazuja, ze dalsze 7 MW
powinno by¢ zabezpieczone kontraktami futures jesli
postawa wobec ryzyka jest bardziej neutralna, tj. dla A=1.0.
Natomiast jesli preferencje ryzyka charakteryzuja si¢
wigksza niechecia wobec ryzyka, tj. A=2.0, wdwczas
powinno by¢ zabezpieczone dodatkowo 20 MW. Pozycja
zabezpieczenia zmienia si¢, poniewaz arbitralnie wybrana
poczatkowa pozycja zabezpieczajaca nie byla zgodna w
sposéb dorozumiany z postawa wobec ryzyka podang przez
funkcj¢ uzyteczno$ci i parametr ryzyka. Zmiany wartosci
oczekiwanej i wartoSci ryzyka portfela sa ponownie
symulowane na podstawie 10 000 serii. Niepewnos¢ portfela
jest redukowana przez redukcje niezabezpieczonych pozycji
poprzez wybo6r dwoch preferencji ryzyka. Warto$¢ ryzyka na
poziomie 5% ryzyka dostaw dla wigkszych zdolnosci
podejmowania ryzyka odpowiada 0,5 mIln EUR, a dla
bardziej konserwatywnej postawy wynosi 0,1 mln EUR [1].

Tablica 1. Skiad portfela, oczekiwane wyniki oraz warto$¢
narazona na ryzyko zmierzona dla portfela startowego
i optymalizowanych portfeli odbiorcy koncowego dla parametrow
ryzyka A=1.0 1 2=2.0.

Wielko$¢ Przed Optymalizacjd Optymalizacja
optymalizacja| dlaA=1.0 dla A=2.0

Obcigzenie -60 -60 -60
[MW]
Pozycja 36 43 56
zabezpieczajacy
[MW]
IWartos$¢ -7,6 -7,6 -7,6

czekiwana
[mln EUR]
(Wartos¢
nara-
Zona na 0,7 0,5 0,1
ryzyko

[mln EUR]

7. WNIOSKI

Artykut przedstawia zintegrowane podejscie do
optymalnego zarzadzania portfelem na rynku energii
elektrycznej. Jak zilustrowano przyktadami model ten mozna
zastosowa¢ na rynku energii elektrycznej. Bezposrednie
zastosowanie teorii finanséw do rynku energii jest
niemozliwe. Energia elektryczna jest niewymienialnym
aktywem, ktére nie mozna magazynowa¢. Natomiast
kontrakty futures dla kazdego okresu czasu, moga by¢
uzywane jako wymienne aktywa i wdéwczas rynek energii
elektrycznej staje si¢ bardziej podobny do finansowego.
Jednakze analityczne formuly z rynku finansowego musza
by¢ ciagle stosowane ostroznie. W tym artykule instrumenty
rynku energii sg oceniane za pomocg metod numerycznych,
ktére przystosowano do wlasciwosci rynku energii
elektryczne;.

Nie ma wystarczajacego zbioru danych historycznych
do przeprowadzenia wiarygodnych oszacowan parametrow
modelu dla rynku spot w Polsce, jednak przyszte badania
modeli proceséw cenowych sa niezbedne. Przykladowe
wyniki obliczeniowe otrzymane w podejsciu
zaprezentowanym w artykule posiadajg aspekt praktycznego
ich wykorzystania.
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OPTIMIZATION PRINCING PORTFOLIOS IN THE ELECTRICY SPOT MARKET

Futures contracts play an important role as a standard tool used to hedge price volatility in the electric spot market. The

Polish Power Exchange launched financial instrument market in 2015, but after the few transaction for

futures were

concluded after the market was launched, there is currently no trading. The non-storability of physical electricity and the
seasonal effects make the electricity market different from financial markets. Most importantly, there are no analytical
formulas for the majority of electric derivatives process and all analysis must rely on numerical methods. This paper presents
a basic stochastic model for the electricity spot price. It is assumed that the incomplete electricity spot market is completed
with the derivatives market and that there are electricity futures for each future spot quote. A classical problem in the risk
management field is that of the optimal portfolio selection. The portfolio optimization framework of this paper is capable
of covering wide range of instruments, for example, end consumer tariff sales. The optimization model presented in this
paper is used to find an optimal hedge level for end user, given an optimal initial position, the utility function and two risk
parameters representing two different attitudes towards risk. The model gives one possible starting point for further analysis.

Keywords: optimization, spot market, port folio, risk price.
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