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Streszczenie

Referat omawia zagadnienie randomizacji oddziaływania 
systematycznego do postaci zmiennej losowej. Oddziaływanie to 
traktowane jest jako cz��� przedziału ufno�ci zwi�zanego z wynikiem 
pomiaru. Przykładami takich oddziaływa� najcz��ciej s� bł�dy wskaza�
lub poprawki. Przedstawiono prost� i praktyczn� metod� randomizacji.  
        
Słowa kluczowe: niepewno�� pomiaru                                                      

Coverage interval and systematic effect 

Abstract

The paper concerns the problem of treatment of the systematic effect as a 
random variable. This systematic effect is a part of the coverage interval 
of a measurement result. The simple randomization of a known systematic 
error as a bias or correction is presented. It is useful in practical 
metrological application. 
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1. Wst�p

Bł�d systematyczny pomiaru nale�y do kategorii oddziaływa�, 
które w praktyce metrologicznej wyst�puj� pod postaci�
poprawek lub bł�dów wskaza� przyrz�dów pomiarowych. 
Charakteryzuj� si� okre�lonym znakiem i warto�ci� oraz 
wyznaczane s� z okre�lon� niepewno�ci�. W pomiarach 
bezpo�rednich za ogół wynik pomiaru jest korygowany o warto��
tych oddziaływa� systematycznych, a jedynie wł�czana jest do 
niepewno�ci wyniku składowa przypadkowa zwi�zana z 
wyznaczeniem poprawki lub bł�du wskazania. Mo�liwe jest 
jednak równie� inne post�powanie, a mianowicie wł�czenie w 
cało�ci oddziaływania systematycznego do przedziału ufno�ci 
zwi�zanego z wynikiem pomiaru i przez to traktowanie go jak 
składowej niepewno�ci. Szczególnie jest to korzystne w 
pomiarach po�rednich, w których wprowadzona odpowiednia 
korekta o warto�� poprawki lub bł�du wskazania mo�e zmieni�
definicj� samej wielko�ci mierzonej. Z tak� sytuacj� mamy do 
czynienia na przykład w chemii analitycznej lub probiernictwie, 
gdy nale�y przygotowa� okre�lone st��enie roztworu wzorcowego 
lub okre�lon� prób� stopu szlachetnego. Uwzgl�dnienie poprawek 
wyznaczenia wielko�ci wej�ciowych, np. masy substancji lub 
kruszcu mogłoby zmieni� definicj� wielko�ci mierzonej. Na ogół 
s� one �ci�le okre�lone poprzez normy lub przepisy 
metrologiczne. Aby zatem nie zmienia� definicji wielko�ci 
mierzonej mo�na przyj�� umownie warto�� poprawki jako 
zerow�, a jej zawarto�� uwzgl�dni� w przedziale ufno�ci dla 
wielko�ci wej�ciowej. Zagadnienie sprowadza si� wówczas do 
zbudowania zmiennej losowej centrowanej o parametrach 

uwzgl�dniaj�cych zarówno składnik przypadkowy jak i 
systematyczny.  

2. Przedział ufno�ci 

Poj�cie przedziału ufno�ci zwi�zane jest z rozkładem 
prawdopodobie�stwa dla warto�ci wielko�ci mierzonej. Ogólnie 
oznacza on przedział, o którym mo�na twierdzi� przy danym 
poziomie ufno�ci, �e zawiera co najmniej okre�lon� cz���
populacji, nazywany statystycznym przedziałem obj�cia [1]. 
Okre�la on szeroko�� widmow� rozkładu, czyli t� jego cz��� dla 
której funkcja g�sto�ci prawdopodobie�stwa jest wi�ksza od zera. 
Matematyczne definiuje si� go jako najmniejszy przedział 
pomi�dzy dwoma kwantylami rozkładu prawdopodobie�stwa dla 
warto�ci wielko�ci mierzonej, które wyznaczaj� poziom ufno�ci 
95 % [2]. W przypadku symetrycznego rozkładu b�dzie to zawsze 
tylko jeden przedział, symetryczny wokół warto�ci oczekiwanej 

Ip = [ylow, yhigh]                               (1)                                                                   

gdzie ylow i yhigh s� warto�ciami wielko�ci mierzonej 
odpowiadaj�cymi odpowiednio: G-1(α) kwantylowi rz�du α, a   
G-1(α+p) kwantylowi rz�du α+p rozkładu opisanego dystrybuant�
G(η). Przyjmuje si�, �e α = 2,5 %, a p = 95 % [2]. W odniesieniu 
do klasycznie zapisywanej niepewno�ci rozszerzonej U przedział 
ufno�ci mo�na zdefiniowa� jako 

Ip = [y − U,  y + U]                           (2)                                                                                                          

przy czym [3] 
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gdzie g(η) jest funkcj� g�sto�ci prawdopodobie�stwa rozkładu 
zwi�zanego z wielko�ci� mierzon�, y jej estymat�, a p poziomem 
ufno�ci.  

3. Randomizacja bł�du systematycznego 

Przyjmijmy, �e bł�d systematyczny e, w postaci bł�du 
wskazania lub poprawki, wyznaczony został z niepewno�ci�
standardow� u(e) i współczynnikiem rozszerzenia k. Z du�ym 
prawdopodobie�stwem mo�emy zało�y� rozkład normalny dla 
składowej przypadkowej i tym samym warto�� współczynnika 
k=2 dla poziomu ufno�ci 95 % (rys. 1).  

Tworz�c now� zmienn� losow� centrowan� wokół umownie 
przyj�tej warto�ci zerowej wyznaczamy symetryczny przedział 
ufno�ci o szeroko�ci połówkowej 

( )eueU 2+=                              (4) 

Wielko�� powy�sza wyznacza w przybli�eniu niepewno��
rozszerzon� zrandomizowanego bł�du systematycznego. 
Rozkładem w ten sposób zdefiniowanej zmiennej losowej b�dzie 
rozkład typu P∗N.  

Rozkład P∗N jest splotem rozkładu prostok�tnego z normalnym 
[4]. Funkcja g�sto�ci tego rozkładu opisana jest zale�no�ci� [5, 6] 
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Funkcje g�sto�ci tego rozkładu charakteryzuj� si� na ogół stał�
warto�ci� w okolicach warto�ci oczekiwanej i zboczami 
opisanymi funkcj� Gaussa. Zakres stało�ci funkcji g�sto�ci zale�y 
od parametru r rozkładu, który okre�la stosunek odchylenia 
standardowego σP jego składowej prostok�tnej do odchylenia 
standardowego σN jego składowej normalnej  
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Rys. 1. Randomizacja bł�du systematycznego 
Fig. 1.  Randomizing of systematic effect 

Parametr r rozkładu mo�na przybli�y� zale�no�ci� wi���c�
bł�d systematyczny z niepewno�ci� standardow� jego 
wyznaczenia 
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Aby wyznaczy� niepewno�� standardow� zwi�zan� ze 
zrandomizowanym bł�dem systematycznym nale�y obliczy�
współczynnik rozszerzenia dla rozkładu typu P∗N. Jego warto��
została przedstawiona w tabeli 1 na podstawie oblicze�
numerycznych w funkcji ilorazu ru dla poziomu ufno�ci p = 95 % 
[7-9]. Mo�na te� skorzysta� z przybli�enia powy�szego rozkładu 
rozkładem trapezowym. Wówczas współczynnik rozszerzenia 
mo�na przyj�� jak dla rozkładu trapezowego [10-12] 

( )( )prr
r

k uu

u

−−+
+

= 121
1

3
2T          (8) 

Niepewno�� standardowa zrandomizowanego bł�du 
systematycznego wynosi 
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przy czym współczynnik rozszerzenia 
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Tab. 1. Warto�ci współczynnika rozszerzenia kPN dla poziomu ufno�ci 95 % 
Tab. 1. Values of coverage factor  kPN for confidence level 95 % 

kPN 
ru

do warto�ci
kPN

ru
do warto�ci

kPN
ru

do warto�ci

1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930 
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410 
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300 
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740 
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925 
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235 
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350 
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760 
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975 
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 ∞
1,86 1,5480 1,75 2,9765   

3. Podsumowanie 

Bł�d systematyczny pomiaru mo�e by� wł�czony do przedziału 
ufno�ci wyniku pomiaru. Traktowany jest wówczas jak składowa 
niepewno�ci, poniewa� wyra�any jest pod postaci� zmiennej 
losowej. Je�eli niepewno�� wyznaczenia bł�du systematycznego 
jest opisana rozkładem normalnym, co na ogół ma miejsce, to 
zrandomizowanej poprawce lub bł�dowi wskazania przyrz�du 
pomiarowego mo�na przypisa� rozkład typu P∗N. Obliczenia 
niepewno�ci standardowej i współczynnika rozszerzenia takiej 
wielko�ci nie s� skomplikowane i mog� by� łatwo 
implementowane do praktyki metrologicznej. 
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