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Streszczenie: Celem pracy jest analiza wyników badań trwałości zmęczeniowej przeprowadzonych na maszynie wytrzyma-
łościowej INSTRON 8502 z wykorzystaniem próbek walcowych gładkich. Próby zmęczeniowe wykonano w proporcjonal-
nym, złożonym stanie obciążenia (kombinacja jednoosiowego rozciągania i skręcania) w cyklu obciążeń sinusoidalnych od-
zerowo-tętniących. Testy przeprowadzono w obszarze ograniczonej trwałości zmęczeniowej. W pracy dokonano oceny przy-
datności hipotez Hubera, Tresci oraz Sdobyreva, do określenia trwałości zmęczeniowej do momentu inicjacji pęknięcia. 

1.  WPROWADZENIE 

Zachowanie się elementów konstrukcji pracujących 
w warunkach jednoosiowego stanu naprężenia, w większo-
ści przypadków, można określić bez przeprowadzania 
czasochłonnych i kosztownych badań. Jednak duża grupa 
elementów maszyn pracuje w warunkach złożonego, cy-
klicznego stanu obciążenia. Wówczas ścisłe i ilościowe 
ujęcie złożonych zjawisk towarzyszących procesowi zmę-
czenia nie do końca jest możliwe. Badania trwałości 
w takich warunkach są często bardzo złożone, a niekiedy 
nawet niewykonalne z technicznego punktu widzenia. 
Dlatego też, z reguły, rezygnuje się z bezwzględnej oceny 
wytężenia materiału i korzysta z oceny porównawczej. 
Wielu badaczy wskazuje, że pękanie materiału podczas 
obciążeń cyklicznie zmiennych łączy się prawie zawsze 
z odkształceniami plastycznymi (Kocańda i Kocańda, 
1998; Kocańda, 1985; Mughrabi, 2009; Risbet i Feaugas, 
2008; Zhang i Jiang 2007). Inicjację pęknięć uzasadnia się 
jako wynik gromadzenia dipoli dyslokacyjnych wzdłuż 
pasm poślizgów. Inicjacja następuje wtedy, gdy gęstość 
tych poślizgów w objętości o określonej wielkości osiągnie 
wartość krytyczną charakterystyczną dla danego materiału 
(Chan, 2010; Cheong i inni, (2007); Higashida i inni, 2008; 
Tanaka i inni, 1983; Seweryn i Mróz, 1996; Schijve, 2001). 
Na podstawie przeglądu wyników badań zmęczenia 
w złożonych stanach obciążeń (Karolczuk, 2008; Kocańda 
i Kocańda, 1998; Kim i inni, 2002; McClaflin i Fatemi, 
2004; Shamsaei i Fatemi, 2009; Sonsino, 2001) nasuwa się 
twierdzenie, że wytężenie materiału nie jest funkcją wy-
łącznie naprężeń normalnych lub stycznych lecz złożoną 
ich kombinacją. Jest sens aby dążyć do sformułowania 
opisów bardziej ogólnych, syntetycznych, które umożliwi-
łyby prognozowanie trwałości zmęczeniowej w różnych 
warunkach, również przy obciążeniu nieproporcjonalnym. 
Takie podejście jest reprezentowane przez wielu autorów 
(Atzori i inni, 2006, Karolczuk, 2008; Łagoda, 2001; Mo-
rel i Pallin-Luc, 2002; Rusinko i Rusinko, 2009; Sonsino, 
2001). Wydaje się, że sięganie do procesów elementarnych 
jest nieodzowne w tworzeniu nowych modeli syntetycz-
nych. Modele wykorzystujące procesy elementarne są, 

naszym zdaniem, interesująco przedstawione w pracach 
autorów (Łukaszewicz i Osipiuk, 2004, 2006, 2008, 2010). 
Budowanie modeli uogólnionych oraz korzystanie z nich 
wymaga zastosowania skomplikowanych procedur mate-
matycznych i jest pracochłonne. Dlatego też w wielu zasto-
sowaniach inżynierskich ma sens podejście prostsze, pole-
gające na wykorzystaniu klasycznych hipotez wytężenio-
wych opracowanych dla obciążeń statycznych. Dotyczy 
to głównie obliczeń odnoszących się do określania granicy 
zmęczenia. W tym przypadku możliwość obliczeń zmę-
czeniowych na ogólnie przyjętych zasadach dla obliczeń 
statycznych została potwierdzona doświadczalnie (Buch, 
1988; Kocańda i Kur, 1981). Bardzo często można zaob-
serwować korzystanie z hipotezy Hubera (HMH) lub Tre-
sci – w przypadku materiałów w stanie elastoplastycznym 
(Kim i inni, 2002; Mazanek, 2005; McClaflin i Fatemi, 
2004; Shamsaei i Fatemi, 2009; Sonsino, 2001).  

W przypadku płaskiego stanu naprężenia, podczas jed-
noczesnego działania leżących w jednej płaszczyźnie na-
prężenia normalnego σ oraz stycznego τ, sprowadza się  
to do wykorzystania eliptycznego warunku plastyczności  
w postaci: 
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gdzie: Re, Res - odpowiednio, granice plastyczności przy 
rozciąganiu oraz skręcaniu. 

Wykorzystanie zapisu (1) do obliczeń zmęczeniowych 
uzasadnia się tym, że zmiany zmęczeniowe pojawiają się 
jako lokalne, odkształcenia plastyczne (Kocańda i Szala, 
1999). Na tej podstawie zastępuje się naprężenia σ oraz τ  
granicznymi amplitudami – σα, τα, a odpowiadające im 
granice plastyczności Re, Res granicami zmęczenia. Prowa-
dzi to do powstania zależności (np. dla przypadku cyklicz-
nego rozciągania ze skręcaniem) w postaci: 

1
22

=







+









so

a

rc

a

ZZ

τσ ,         (2) 



Walenty Osipiuk, Krzysztof Łukaszewicz 
Ocena przydatności hipotez wytężeniowych do przewidywania trwałości zmęczeniowej elementów konstrukcji 

 108

gdzie: Zrc, Zso – odpowiednio, granice zmęczenia przy 
rozciąganiu oraz skręcaniu. Na podstawie zależności (2) 
konstruuje się tzw. wykresy naprężeń granicznych 
(Rys. 1). 
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Rys. 1. Wykres naprężeń granicznych dla jednoczesnego 
            rozciągania i skręcania 

Zapis hipotezy wytężeniowej dotyczącej rozważanego 
zagadnienia płaskiego stanu naprężenia, w ogólnym sfor-
mułowaniu, można przedstawić jako: 
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gdzie: współczynnik k=Zrc/Zso lub k=Zgc/Zso, zależnie  
od przypadku naprężeń złożonych, Z-1 – ogólnie granica 
zmęczenia dla cyklu symetrycznego. Współczynnik k2 
może przyjmować różne wartości, np. wartość k2 =3 świad-
czy o formalnej zgodności z hipotezą Hubera (HMH), 
natomiast k2 = 4 sugeruje zastosowanie hipotezy Tresci. 

Podejście wykorzystujące tzw. krzywe graniczne stosu-
je się powszechnie w celu obliczenia współczynnika bez-
pieczeństwa elementów konstrukcji narażonych na działa-
nie złożonych obciążeń. Typowym przykładem może być 
tu zagadnienie projektowania różnego rodzaju wałów ma-
szynowych. Dokładne opisy przeprowadzania tego typu 
obliczeń prześledzić można w opracowaniach podręczni-
kowych (Dietrich, 1999; Mazanek, 2005). 

Prognozowanie trwałości zmęczeniowej wiąże się jed-
nak nierzadko z problemem wyboru odpowiedniej hipotezy 
wytężenia. Sytuacja ta komplikuje się jeszcze bardziej  
w zakresie ograniczonej trwałości zmęczeniowej. W przy-
padku oceny trwałości spotkać można w literaturze ogrom-
ną ilość kryteriów w zapisie naprężeniowym, odkształce-
niowym i energetycznym. Należy podkreślić, że większość 
tych kryteriów jest jeszcze słabo udokumentowana (Ma-
cha, 1989; Karolczuk i Łagoda, 2002). Poza klasycznymi 
kryteriami zniszczenia do opisu trwałości zmęczenia wy-
korzystywane są pewne ich modyfikacje empiryczne. 
Przykładem może być tu kryterium zaproponowane przez 
Sdobyreva (Malinin i Rżysko, 1981; Plewa, 2005). 

W niniejszej pracy dokonano oceny przydatności hipo-
tez Hubera (HMH), Tresci oraz Sdobyreva, do określenia 
trwałości zmęczeniowej do momentu inicjacji pęknięcia. 
Do oceny przydatności danego kryterium zastosowano 
obliczenia statystyczne przeprowadzone z wykorzystaniem 
oprogramowania Statistica. Przeprowadzono porównanie 
rozrzutów danych eksperymentalnych przy wykorzystaniu 

sumy kwadratów odchyleń reszt (funkcji straty (Lusznie-
wicz i Słaby, 2003)). 

2.  BADANIA EKSPERYMENTALNE 

Badania eksperymentalne prowadzono na stanowisku 
składającym się z trzech podstawowych zespołów: maszy-
ny do badań zmęczeniowych INSTRON 8502, wyposażo-
nej w oś skrętną, komputera oraz mikroskopu pomiarowe-
go z układem stroboskopowym.  

Badania doświadczalne wykonano przy wykorzystaniu 
próbek klepsydrowych (Rys. 2) ze stali C45. Próby zmę-
czeniowe wykonano w proporcjonalnym, złożonym stanie 
obciążenia (rozciąganie - skręcanie) w cyklu obciążeń 
sinusoidalnych odzerowo - tętniących, realizowanym po-
przez przyłożenie do próbki cyklicznie zmiennej siły F 
i momentu skręcającego Ms jak na Rys. 3. Zachowywano 
stały poziom obciążeń maksymalnych o częstotliwości 
6Hz. 

 
Rys. 2. Próbka wykorzystana do badań zmęczeniowych 
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Rys. 3. Schemat obciążenia próbki 

Zakładano odpowiedni stosunek naprężeń rozciągają-
cych σa do skręcających τa, określany wg wzoru η = σa/τa. 

Podczas badań przyjmowano następujące ilora-
zy η = ∞; 2; 1; 0. Przy zadanych wartościach η, Rm, oraz 
poziomie wytężenia pp określano, przy wykorzystaniu 
hipotezy wytężeniowej największych naprężeń stycznych 
Tresci, wartości τa  oraz σa z układu równań: 
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Przy różnych poziomach wytężenia pp punkty przecię-
cia linii stałego stosunku η z poszczególnymi przebiegami 
naprężenia τa(σa) wyznaczają wartości naprężeń składo-
wych τa i σa. Uzyskane na tej drodze naprężenia służyły 
jako parametry obciążenia przy badaniach eksperymental-
nych. 

Biorąc pod uwagę, że proces zmęczenia najczęściej 
dzieli się na fazę inicjacji oraz fazę propagacji pęknięcia 
(Chan, 2010, Kocańda i Kocańda,1998; Nasr i inni, 2010; 
Sonsino, 2001), wskazane było przyjęcie takiej metody 
badań, która pozwalałaby na powtarzalne i jednoznaczne 
rozróżnianie tych faz. Ponadto pożądana była możliwość 
obserwacji i rejestracji parametrów jak, np. długość 
i kształt pęknięcia, bez konieczności przerywania cyklu 
obciążania próbki. Z wymienionych względów, w pracy, 
jako kryterium przejścia z fazy inicjacji do fazy rozwoju 
przyjęto pęknięcie o długości umożliwiającej jego jedno-
znaczną identyfikację przy wykorzystaniu metody obser-
wacji mikroskopem optycznym z urządzeniem strobosko-
powym. 

Na podstawie danych literaturowych (Karolczuk, 2008; 
Kocańda, 1985; Richard i inni, 2008; Santus i Taylor, 
2009, Werner, 2000), jak również własnych obserwacji 
przełomów zmęczeniowych przyjmowano, że front propa-
gującego mikropęknięcia w miarę jego powiększania się 
na powierzchni elementu będzie przyjmował kształt 
od półkolistego do półeliptycznego. Przy takim założeniu, 
głębokość mikropęknięcia d, rozumiana jako parametr 
uszkodzenia, będzie równa połowie wymiaru lp pęknięcia 
widocznego na powierzchni próbki (Rys. 4). 

lp=2d

d

powierzchnia próbki
 

Rys. 4. Schemat ilustrujący sposób określania wartości  
parametru d 

Obserwacji i pomiarów długości pęknięcia widocznego 
na powierzchni próbki dokonywano począwszy od mo-
mentu umożliwiającego jego jednoznaczną identyfikację. 
Przyjęta optyczna technika obserwacji pozwalała na 
uchwycenie mikropęknięć o wielkości lp = ok. 0,2 mm 
(Rys. 4). 

Za liczbę cykli inicjacyjnych konsekwentnie przyjmo-
wano liczbę cykli obciążeń, po której mikropęknięcie osią-
gało głębokość d = 0,2 mm. Jako wynik przyjmowano 
średnią arytmetyczną, z co najmniej dwóch przeprowadzo-

nych pomiarów. W celu stwierdzenia czy wybrane mikro-
pęknięcie będzie dominującym próbę zmęczeniową pro-
wadzono do momentu osiągnięcia przez pęknięcie długości 
ok. 1mm. Uznawano, że w tym momencie kończy się 
pierwsze stadium pękania, a rozpoczyna drugie, gdzie 
rozwój pęknięcia jest kontrolowany procesami zachodzą-
cymi w jego wierzchołku. 

3.  OBLICZENIA TEORETYCZNE 

Trwałość zmęczeniową w odniesieniu do momentu ini-
cjacji pęknięcia wyrażano wartością naprężenia zreduko-
wanego określanego na podstawie hipotez Hubera (σred

H ), 
Tresci (σred

T ) oraz Sdobyreva (σred
S ). 

Kryterium Sdobyreva zapisano w często wykorzysty-
wanej postaci (Malinin i Rżysko, 1981; Plewa, 2005): 

1( ) (1 )S

red iσ χ χ σ χ σ= ⋅ + − ,        (5) 

gdzie: χ – stała wyznaczana doświadczalnie, σ1 – maksy-
malne naprężenie główne. 

Należy zaznaczyć, że zapis hipotezy wytężenia w po-
staci (5) jest zapisem ogólnym wytrzymałości materiału na 
rozciąganie i uwzględnia różne mechanizmy pękania mate-
riałów – idealnie kruche (χ.= 0) uwarunkowane wartością 
maksymalnych naprężeń normalnych oraz pękanie pla-
styczne (χ.= 1) pod wpływem maksymalnych naprężeń 
stycznych w ujęciu energetycznym wyrażone hipotezą 
Hubera – Misesa - Hencky’ego 

Maksymalne naprężenie główne σ1 dla cyklu odzero-
wo-tętniącego wyznaczano na podstawie następującej 
zależności: 

22
1 4 aaa τσσσ ⋅++= ,         (6) 

natomiast intensywność naprężeń σ�i , określano wg hipo-
tezy Hubera, tj.: 

)3(4 22
aai τσσ ⋅+= ,         (7) 

 
Rys. 5. Wizualizacja graficzna wyznaczania wartości stałej χ 
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Rys. 6. Zależność liczby cykli obciążeń do inicjacji pęknięcia od wartości naprężeń zredukowanych wg hipotezy Tresci 

 
Rys. 7. Zależność liczby cykli obciążeń do inicjacji pęknięcia od wartości naprężeń zredukowanych wg hipotezy Hubera 

 
Rys. 8. Zależność liczby cykli obciążeń do inicjacji pęknięcia od wartości naprężeń zredukowanych wg hipotezy Sdobyreva 
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Doboru optymalnej wartości współczynnika χ dokony-
wano na podstawie wartości tzw. funkcji straty (suma kwa-
dratów odchyleń reszt), przy wykorzystaniu metod nume-
rycznych. Na Rys. 5 przedstawiono, w sposób graficzny, 
wyznaczenie optymalnej wartości stałej χ. 

Analizując wykres przedstawiony na Rys. 5 można za-
obserwować, iż począwszy od punktu χ.=1 (odpowiadają-
cemu hipotezie Hubera) wartość funkcji straty maleje 
do osiągnięcia minimum w punkcie χ.= 0,92. 

Na podstawie obliczonych wartości naprężeń zreduko-
wanych σred i zaobserwowanej liczby cykli N do momentu 
inicjacji pęknięcia sporządzono i oceniono statystycznie 
wykresy (Rys. 6 − wg hipotezy Tresci), (Rys. 7 − wg hipo-
tezy Hubera) oraz (Rys. 8 − wg hipotezy Sdobyreva) 
w półlogarytmicznym układzie σred - logN. 

4.  PODSUMOWANIE 

Na podstawie porównania rozrzutów danych ekspery-
mentalnych można stwierdzić, że konfrontacja zarówno 
hipotezy Tresci (Rys. 6) jak i hipotezy Hubera (Rys. 7) 
wypadło mniej korzystnie, niż hipoteza określona zależno-
ścią Sdobyreva (Rys. 8). Oszacowanie z wykorzystaniem 
hipotezy Hubera i Sdobyreva jest wyraźnie lepsze niż osza-
cowanie z hipotezy Tresci. 

Przy przyjęciu funkcji logarytmicznej do aproksymacji 
wyników doświadczalnych, w przypadku hipotezy Tresci 
otrzymano wartość determinacji równą 26,79%; oraz sumę 
kwadratów odchyleń reszt (funkcję straty) o wartości 
63384,3MPa2. Natomiast w przypadku hipotezy Hubera 
wartość determinacji osiągnęła wartość równą 88,4%. Su-
ma kwadratów odchyleń reszt w tym przypadku wyniosła 
7425,4MPa2. W obu przypadkach niewystarczająco 
uwzględniona jest rola obciążenia skręcającego. 

Modyfikacje empiryczne, takie jak hipoteza Sdobyreva 
pozwalają na trafniejsze prognozowanie trwałości (wartość 
sumy kwadratów odchyleń reszt wyniosła 5489,9MPa2). 
Kryterium te jednak wymaga określenia współczynnika 
zmiennej losowej χ. 

Aby w pełni określić przydatność hipotezy Sdobyreva 
do określenia trwałości zmęczeniowej elementów należało-
by wykonać także badania dla innych materiałów 
i rodzajów obciążeń. 
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THE ESTIMATION STRENGTH OF MATERIALS 
HYPOTHESES APPLICABILITY TO THE FATIGUE LIFE 

PREDICTION OF CONSTRUCTION ELEMENTS 

Summary: An aim of the work is the analysis of fatigue life 
experiments results on the INSTRON 8502 machine. For testing 
applied hour-glass shaped specimens under proportional biaxial 
cycling loads state (combination tension - torsion). In the paper 
estimations the usefulness hypotheses Huber, Tresca and Sdoby-
rev, to define of the fatigue life were worked. 
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