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�����*��������
�����*:��
?"��
�
"���Q�#�V
>���n-
��
�������"�i-tym punkcie kodowym (6) oraz koszt dowozu z n-
�'
�
������:�]�`:

1
1 1

( , , , )
inM
jout out

ni ij nj
j

b
f n i x y y c w d x

q



 � � �� (6)

1
1 1 1 1

( , , ) ( , , , )
inM M M
jout out out

ni ij nj
i i j

b
f n x y f n i x y y c w d x

q
 
 



 
 � � �� � � (7)

K
��
�
;��:'��"�
��������n-tym "���������#��
����
)*:#!�


� 
( , , ) ( , , ) ( , , )serv serv in outf n x y w f n x y f n x y
 � � (8)

gdzie wserv 

�"�*?����������
��
:�
;��:'��"�
�������.
^���
"�
���
��
��
"
�:�����"����
�����
������?" ;)�����=�������
)*:#!�!�*
�
�<

� 


� 
� 


� 
 � 


� 
 � 


1

1

1

1

1 1 11

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

1 ( , , ) ( , , )

1

N
in out serv

n
N

in out serv in out

n
N

serv in out

n

N M M
serv in out out in

ni ij nj j j
n i j

f n x y f n x y f n x y

f n x y f n x y w f n x y f n x y

w f n x y f n x y

cw y d x w b w b
q











 
 


� � 



 � � � � 



 � � 


� �

 � � � � �� �

� �

�

�

�

� � �

(9)

Zadanie optymalizacji wyboru ����;��
������?"Q� �����
�������#��
����*���*
��!��
"�V
nia punktów kodowych do 
;��:'�� *����� 
�������Q� �;�� =���=����
"�<� ����
"�
e koszty 
�
"
�:� �� *:��
?"� �
�
"���� �
� 
������?"� oraz koszty wybudowania i utrzymania od-
�����?" ;)�����=���
�*
�
�<
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� 
 � 
1

1 1 11

1 1 1

( , , ) 1

min

N M M
serv in out out in

ni ij nj j j
n i j

N M M

n nj k nk
n j k

cFK x y N w y d x w b w b
q

cu y b x


 
 



 
 


� �

 � � � � � �� �

� �

� � �

� � �

� � �
(10)

przy ograniczeniach:
� ������*:��
��
�
"��=:���;�<�*��������
����
��
��������#����'
�
������:

1

1,    1,...,
N

nj
n

x j M




 
� (11)

� ������ *:��
� �
�
"�� *��������
��� �
� 
������:� ���� =
��� ���#�
"�<� ��)� "� 
���'�
>���
]*�
=����:`�"�)����#������������"����
><�'���������R

1

,    1,...,
N

nj nj
n

dd x R j M



� 
� (12)

przy czym 
1

,    1,..., ,  1,...,
M

nj ij ni
i

dd d y n N j M




 
 
�
� �
�������#�� �����'
� *

���#����'
� 
������:� �
�
����� :�
��
��� "� �
�������� #����=�

punkcie kodowym

1

1,    1,...,
M

nj
j

y n N




 
� (13)

� ���������'
�*:��
:��
�
"�'
�*���������=���
���#"���#�#�����
������:

1

1,    1,...,
N

nj
n

y j M



� 
� (14)

, {0,1},    1,..., , 1,...,nj njy x n N j M 
 
 (15)

+"�?<=��:"�')����/��
Q����
����/
�=:�
"������������
*
�=������#�� #��
��������=������V
��
"�=�]���"�'�)�:����*
�
�<�/:���#�����:`, ze zmiennymi binarnymi. Liczba zmiennych 
decyzyjnych wynosi 2MNQ� ����;��
'���������� 3M+N. |�

�)� �
�"�!������ �/
�=:�
"�V
nego zadania prezentujemy w rozdziale 3.
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3. �-%��65��)!�'���%(�&*%&�-'��"56#�

Zaproponowany a�'
��
=� "����������� �
�������#�� 
������?"� 
���� *��������:� *:��
?"�
�
�
"�����
�
������?" dla ustalonej liczby N 
������?"� jest zmodyfikowanym, rando-
mizowanym algorytmem k->�������Q�"��
?��=�
���'�
><�"��
����
�"�����
�����
������#��
definiowana jest na kilka sposobów. &
;?��
*
�=����#�����;��
������?"�
�;�"����)�*
V
*�����:�:��
=������ ��'
��
=:����� �?������"��

>���N oraz wybór 
�'
� �
�"�!�����Q� ����
którego funkcja celu (9`�*���#=:#����#=���#��!�"��

><@
q�'
��
=�*�����
�"�
�
�*
����#:
0. Ustal ����;)�
������?" N.

&���:�
��
��#�����;��*
"
?�����]
�"@��*
�`�"��
�:#�
1. Ustal *
��!
�
"� >�
����klastrów ]
������?"`.

$�
����klastrów (tak zwane centroidy) dobierano na kilka sposobów. $�
����=�����
���
;���>�
����'�
'��/��������#
�:��
�
"�'
�]*
��"?#������:;�
�?#������
�
"���, patrz 
Rys.1). Sposób wyznaczania tego rejonu (�
?��'
�>�
����;�� >�
��iem klastra) ��������
od epoki.
1.1. Dla pierwszej epoki:

1.1.1. �����
"��������
������=�prawd. proporcjonalnym do wolumenu:
1.1.1.1. Po dwójkach kodowych
1.1.1.2. Po trójkach kodowych

1.1.2. �����
"������� �
������=�*��"�
*
�
;����
"�� �?"�
=�����=�]��������V
nym od wolumenu)

1.1.2.1. Po dwójkach kodowych
1.1.2.2. Po trójkach kodowych

1.2. Dla kolejnej epoki:
1.2.1.G����
"��������
������=�prawd. proporcjonalnym do wolumenu:

1.2.1.1. Po dwójkach kodowych
1.2.1.2. Po trójkach kodowych

1.2.2. �����
"������� �
������=�*��"�
*
�
;����
"�� �?"�
=�����=�]��������V
nym od wolumenu)

1.2.2.1. Po dwójkach kodowych
1.2.2.2. Po trójkach kodowych

1.2.3.Losowa modyfikacja lokalizacji ]"�*?���)�����` rejonu :��
����
w pierwszej epoce o (delta_x, delta_y)

2. �;�����
���'�
>���punktów kodowych 
��>�
��?"�klastrów.
Wybór metryki jest bardzo istotnym etapem w algorytmie. Stosowano dwie metryki 
(
���'�
>��) =�)����*:��
�=��
�
"�=�i 
����>�
����=�����
���j:

2.1. 
���'�
><��:������
"��dij

2.2. 
���'�
><� weight
ijd "��
��� "
�:=���=�� � 
1

1

weight in out out in
ij ij j j

cd d w b w b
q


 � � � � � , patrz 

(4) i (6)
3. Przypisz punkty kodowe do klastrów.

Dla danego punktu kodowego *
�?"�:#�=��
���'�
>���
��"����
�����klastrów (wyli-
czone w punkcie 2) i przypisujemy go do klastra, do >�
�����
?��'
�=����#;����#@
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4. ��
����
"��>�
����klastrów.
F
"��>�
��������
�?"�"����������! na dwa sposoby:

4.1. $rednia arytmetyczna "�*?���)����� punktów przydzielonych do klastra
4.2. $�������"��
���"
�:=���=�"�*?���)����� punktów przydzielonych do klastra

5. Wykonuj kroki 2, 3, 4 do chwiliQ����"��:����stopu dla epoki �
�
������*����
��@
Jako warunek stopu dla epoki *���#)

� �*��������� #����'
� �� �"?��� "��:��?"�� 
��!V
'��)����ustalonej liczby iteracji ]*���#=
"��
���#��)>���#�N)Q�������*
"
?�������
�?"�
2, 3, 4 lub ;����*����:��)<�punktów kodowych *
=�)����klastrami =�)����kolejnymi
iteracjami. +�*�=�)
�#���#��*����*���������*:��
?"��
�
"�����
�����
�?" po wszyst-
kich iteracjach.

6. Y�>��� 
��!'��)

� 
�
�
��!� �*
�)Q� 

� �
���� – ��#��*���� ��*�=�)
���� *��������� �
� ���V
�
�?"�#��
��
�"�!�����=�*�
;��=:; "�*�����"��=�*���*���:�*���#����
�*:��
:��@

Na rysunku ��*�����
�"�
�
�=�*)��
�?"�*
��

"����	
�������*
������=������"?#����
oraz „trójki” kodowe.

(a) (b)

   
Rys. 1. Mapa rejonów dla kodów pocztowych w Polsce: (a) „trójki” kodowe, (b) „dwójki” kodowe.

W rejonie Warszawy ���#�:#!���)�dwójki kodowe 00, 01, 02, 03, 04, 05
�����	��
*���
"�����"�����.

4. ANALIZA WYNIKÓW

Badania przeprowadzono ����������*
��
��!�������#����#���/��=��:���������@�+����#��
�V
'
Q� ��� �:

���� ��
��:�:� ���� =����� �'
��� ��� :�
�
)*������� ������"��
���� �������
i otrzymanych wyników, prezentujemy wyniki uzyskane na danych zmodyfikowanych. 
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Na rysunku �� ��*�����

"��
� =�*)� 
�?#��� �
�
"���� "���� �e zagregowanymi dla nich 
wo�:=���=�� ������� ]*��������` "��
��!����� �� "���
��!���� (na podstawie podanych 
"��

>��� aij). �:=�������� "
�:=��� ������� ]"��
��!����� �� "���
��!����`� :��
��� do 
analiz "��
����
�
�
�����
��@�����;��"����
������
�?"�*
��

"���Q�=�)�����
?��=�����V
*
�
"��
� ����;!� *���������'
� "
�:=��:� parami (aij) ��� *�"���� 
����� ;���� �?"��� M =
20153. &���
�#�����;���
�?"�*
��

"�����
�
��"��
�����*��������:��
�
������?"@�q��V
lizy przeprowadzono dla liczby N 
������?"�*�����

"������"���"�#��
�:=����tabeli 1. 
(
�"�!��"������������
*
�=������#��=���
���
�=�
���Ù�����Ù����
��Ù�����Ù���;���������
zmiennych d�����#�����
����
���Ù�����Ù����
��Ù�����Ù���
'��������@�Na podstawie ana-
lizy danych historycznych wyliczonoQ���� �����#��=�)����"�*?���������=�� win a wout wy-
�
)*:#!��=��"��"�
�����]�`–(7) wynosi: win/wout = 1/3, a wserv = 0,47 (wzór (8)). 	���#)

Q�
���*
#�=�
><�q1 *
#���:�#��
��?"������Q���"�*?����������
��
:�c1=1,13. Parametr R, wy-
�
)*:#!��� "�� "�
���� ]��`� "�����
�
� ���
)*:#!�
�� R = (vsr�Tmax)/2, gdzie vsr = 50 km/h 
]>�������*�)��
><�*
#���?"��
�
�����#!�����*��������`Q�Tmax = 8h (maksymalny czas pracy 
kierowcy pojazdu). Przy wyliczaniu R dzielimy iloczyn vsr�Tmax *����� �Q� '���� ����
"���
"�#�����#!�� �� 
������:� �
� 
;��:'�� *:��
?"� �
�
"���� =:��� �
� 
�'
� 
������:� "�?��<� "�
��!':��"
#�'
������*����@

W tabeli 1 zaprezentowano wyniki uzyskane z algorytmu wyznaczania lokalizacji od-
�����?"�
����*��������:�*:��
?"��
�
"�����
�
������?"�w postaci ����
"�
ych kosztów
�
"
�:� �°�
� *:��
?"� �
�
"���� �
°�� 
������?"� ���� ��*�����
�
�"��'
� �����
"�=����!�:. ����;�� �*
��;���� �?"�����, liczba iteracji w �����#� �*
��� – 20. Przy opcji 
'����
"�����*���"���#��*
����'
��������
������=�*��"�
*
�
;����
"���������=�
��"
V
�:=��:�]*:��
��@�@����'
��
=:`Q�"��
��#������*
�����������
"����;���*:��
��@�@����'
V
rytmu, czyli �
�
"���=�����"�*?���)����������
�?"�"�'����
"��ych w pierwszej epoce 
o delta_x = 100 km i delta_y = 100 km. ^����
;����������
�*
"�=��
=*:
������
��#
���V
nym ��#=
"�� 
������:���
:����:����
�����:������)��:�=��:
@

(a) (b)

    
 

Rys. 2. Mapa rejonów dla trójek kodów pocztowych w Polsce wraz ��:��
�=���
������� wolume-

nami "��
��!��=i (in) in
jb (a) ��"���
��!��=i (out) out

jb (b) do/z �����'
 j-tego rejonu. Im 

���=���#�����
�
�Q�
�=�"�)�����"
�:=��@��:=��"
�:=��?"�in i out równa ok. 800 tys.
�����	��
*���
"�����"�����.
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Jak wynika z t�;�����Q�"������������
�������#��
������?"�"�
*����:�
�/:���#)�
���'�
V
>���"��
�!�"
�:=���=���"��
�������
"�������*����*�������������"�*���*���:��"����#�

���'�
>��� �:������
"�#� ]����
"�
� koszty dowozu kilkukrotnie mniejsze). Z kolei gene-
�
"�����"��"����
����� �*
�����"�*?���)������ ����
�?"��'
����� �� �
������=��������=�

��"
�:=��:���"��
�*
*��")�"��

>���/:���#���
��
:�
�
�
�
�����"��

�:��:��
�'���V
�
"�����
���
�*���"���#��*
������
������=��������=�
��"
�:=��:@
F�� (��@�� *�����
�"�
�
� �
;���
"����� �
�������#�� 
������?"Q� ���� *���*:�

"
>��� 
����
*��������:�*:��
?"��
�
"�����
�
;��:'����������;��
������?"������_�;�����, wyznaczo-
����� *
*����� '����
"����� "����
����� �*
�� �'
����� �� �
������=� *��"�
*
�
;����
"��
�������=�
��"
�:=��:.

Tab. 1
Wyniki uzyskane z algorytmu /;	8�0	�8
�������
	�0_
��99	
�.>/��
�	�V
	;9	
�.��V�8�=>/�
��9�/;0<�9���99	
�.>/ – 0�.��/
=�����	=;�9�/�	��	/do punktów kodowych do/z �99	
�.>/

9���
�V
�	�8=�=;/8�?��98
��/��
��
X0�

Liczba 
�99	
�.>/

Pierwsza epoka wygenerowana 
	�
�	�.�9���V
�/9�V�9��
���=/��	���H�

nym od wolumenu po dwójkach kodo-
wych (punkt 1.1.1 algorytmu)

Wszystkie epoki wygenerowane
	�
�	�.�9���V
�/9�V�9��
���=/��	���H�

nym od wolumenu po dwójkach kodo-
wych (punkt 1.2.1 algorytmu)

�9��?.�@B�
euklidesowa (punkt 

2.1 algorytmu)

�9��?.�@B�/�H�8��
wolumenem (punkt 

2.2 algorytmu)

�9��?.�@B�
euklidesowa (punkt 

2.1 algorytmu)

�9��?.�@B�/�H�8��
wolumenem (punkt 

2.2 algorytmu)
30 1 019 551 208 438 1 117 056 220 270
40 1 323 632 220 412 1 186 443 193 834
50 171 756 173 615 1 080 765 168 540
55 1 152 098 177 076 162 333 158 430
60 1 174 685 169 115 874 568 150 473
65 158 677 161 165 738 880 144 188
70 893 761 173 376 698 789 137 366
80 149 767 153 710 180 789 129 712

(a) (b)

     

Rys. 3. �
�������#����*���*:�

"
>������
������?"�"������*���������=�*:��
?"��
�
"�����
�

;��:'���]�`�"���:'�
���'�
>����:������
"�#Q�];`�"���:'�
���'�
>���"��
��#�"
�:=���=.

�����	: opracowanie "�����.
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(a)                      (b)

 

Rys. 4. ]�`�|����)������
��
���
"
�:��
°��
������?"�
�����
��
��:
���=������];`�%
��
������
"�V

������
������?"

�����	��
*���
"�����"�����.

Na rysunku 4 przedstawiono wyestymowane na podstawie danych oraz wyników urucho-
=��������'
��
=:�*
�
�����/:���#��=����)����'
��
��
:��
"
�:��
°��
������?"�
�����
��V

:� :
���=����� 
������?"@ X��

>��� �� 
�
�
���#� �
�:=��� t�;���� �� *���=�
�
�
� *����� ���
(liczba dni robocz����"�=����!�:�
��*
���������:��
��
;

�`�

���=:#!����
�=��#)�/:��V
cji (9) postaci 4Ù107ÙN-0,559. 	
�
�<� /:���#�� kosztów "�;:�
"����� �� =����)����'
� �
��
:�
:
���=�����
������?"�]�`��
�
������*�
*
�
"����*������*��#����
?"�
���
��
?"�:
���=�V
nia infrastruktury logistycznej ��=��*
�
�<��758777ÙN0,4697. Obie te funkcje zaprezentowano 
na rysunku 4a. Na rysunku �;� ��*�����

"��
� �:=)� �
��
?"� �� rysunku 4a. Funkcja ta 
*���#=:#��=���=:=���������;��
������?"��?"��#���, zatem na podstawie przedstawionych 
analiz 
*
�=���������;��
������?"�"��
�����@

5. PODSUMOWANIE

X�
�������/
�=:�
"��������
�"�!��"�����
*���"���'
�"���
��:���*�
;��=:�
����*
����V
�:�#��������*��#����
�=����#=:#!��=����)�
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OPTIMIZATION OF THE STRUCTURE OF THE PARCEL DISTRIBUTION SYSTEM 
AT A SELECTED LOGISTICS COMPANY

Summary: The article presents a description, formulation and method of solving a certain problem of opti-
mization of the structure of the distribution system in a selected logistics company in Poland. It was assumed 
that shipments are generated in the areas of address codes (more precisely: we know the volume of shipments 
between each pair of address codes in a time profile (day/week/month/year)). The problem of system struc-
ture optimization is decompressed into two subproblems: (1) location and dimensioning the company's 
branches by optimizing the number, location, bandwidth of branches and allocating code points to be ser-
viced by the branches. The criterion for optimization is the total cost of establishing and maintaining branch-
es and the costs of transporting shipments. From code points to the branch and vice versa; (2) location and 
dimensioning of the sorting plant and determination of the transport plan. Problem (1) solved using 
a modified, randomised clustering method k-means on the current data on the structure and volume of ship-
ments from a certain courier company. Results of research on real data for the problem (1) are presented.

Keywords: optimization of the distribution system structure, k-medium method, regionalisation problem
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