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Rozpatrywany jest model pojazdu wyposażony w sterowane tłumiki 
magneto-reologiczne (MR) oraz sterowane płaty aerodynamiczne. 
Analizowane są drgania pojazdu poruszającego się z dużą prędko-
ścią w trakcie przyspieszanie i hamowania. Celem tej analizy jest 
ustalenie wpływu sił powstających na płatach aerodynamicznych na 
drgania pojazdu oraz na zmiany nacisku kół na nawierzchnię drogi 
podczas przyspieszania i hamowania. W prezentowanej pracy 
przedstawione zostały wyniki badań numerycznych uzyskanych na 
podstawie  opracowanego modelu pojazdu. 

Wstęp 
Rozpatrujemy drgania pojazdu poruszającego się z dużą pręd-

kością podczas przyspieszania i hamowania. Drgania te są wyzna-
czane na podstawie modelu pojazdu przedstawionego w pracach 
[1], [2]. W wymienionych pracach opisano model matematyczny 
pojazdu wyposażonego w tłumiki magneto-reologiczne (MR) oraz 
poruszającego się prostoliniowo ze zmienną prędkością. W efekcie 
takiego ruchu na pojazd działa siła bezwładności, która powoduje 
zmianę nacisków kół na nawierzchnię drogi, co w przypadku odcią-
żenia kół sprzyja poślizgowi. Aby temu zapobiec w pojazdach prze-
znaczonych do jazdy z dużą prędkością są stosowane specjalne 
płaty aerodynamiczne służące do zwiększenia nacisku kół na na-
wierzchnię drogi [4], [6], [7]. 

W niniejszej pracy analizujemy drgania, które są wzbudzane 
nierównościami drogi a także siłami bezwładności działającymi na 
nadwozie podczas przyspieszania lub hamowania oraz przez siły 
aerodynamiczne.  

W pracy przedstawiamy wyniki badań symulacyjnych wykona-
nych przy użyciu modelu opisanego w pracach [1], [2]. Wspomniany 
model pojazdu został teraz uzupełniony opisem wpływu sił aerody-
namicznych na drgania pojazdu. 

1. Siły i momenty aerodynamiczne 
 

 
Rys. 1. Schemat samochodu z układem współrzędnych  

 
W pracach [4], [6], [7] zamieszczono obszerną analizę oddzia-

ływania powietrza opływającego pojazd w czasie jego ruchu. Wy-
padkowe oddziaływanie ciśnienia powietrza na powierzchnię pojaz-
du określa się za pomocą trzech sił i trzech momentów sił. Na ry-
sunku 1 przedstawiono schematycznie te siły i momenty w układzie 
współrzędnych związanych z samochodem.  

Ze względu na złożony charakter  rozkładu ciśnienia powietrza 
na powierzchni pojazdu przyjęto w przybliżeniu to oddziaływanie 
w ustalonych warunkach ruchu pojazdu za pomocą wypadkowej siły 
i momentu sił. Zwykle opis tych sił i momentów  – zaznaczonych na 
rysunku 1 – przedstawia się w postaci [7]: 

 

 

 

(1) 

gdzie:  – gęstość powietrza,  – prędkości pojazdu,  – pole 

powierzchni czołowej pojazdu,  – rozstaw osi pojazdu,  

– bezwymiarowe współczynniki aerodynamiczne sił: czołowej, 
bocznej, docisku (lub nośnej),  – bezwymiarowe 

współczynniki aerodynamiczne momentów sił: przechylającego, 
pochylającego i odchylającego; 

 
Wartości wymienionych współczynników aerodynamicznych 

ustala się na podstawie wyników pomiarów w tunelach aerodyna-
micznych [4], [6], [7]. 

Ponieważ w niniejszej pracy analizujemy pionowe drgania po-
jazdu podczas ruchu prostoliniowego, to w dalszych rozważaniach 

zajmiemy się tylko siłą  oraz momentem , a pozostałe siły 

aerodynamiczne zostaną pominięte. W tej sytuacji jest wygodniej 
rozpatrywać inne równoważne bezwymiarowe współczynniki aero-

dynamiczne określające dociski na przednią  oraz tylną oś 

. 

 
(2) 

gdzie: ,  – wymiary zaznaczone na rysunku 2. 
 
Siły aerodynamiczne dociskające osie obliczamy według wzoru  

 
(3) 

 
Należy zaznaczyć, że wszystkie wymienione wyżej siły aerody-

namiczne działają na nadwozie pojazdu; poza tym należy wyjaśnić, 

że siła  dotyczy dociskania nadwozia pojazdu do drogi, natomiast 
w powszechnie stosowanych obliczeniach jest rozpatrywana siła 

nośna, która jest przeciwnie skierowana do . 
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Rys. 2. Siły aerodynamiczne działające na nadwozie, Fz – wypad-
kowa siła dociskająca, My – moment pochylający, N1 -  siła dociska-
jąca przednią oś, N2 – siła dociskająca tylną oś; 
 

W niektórych szybkich samochodach są stosowane sterowane 
płaty aerodynamiczne, które zmieniają swoją konfiguracje. Tego 
rodzaju płaty wywołują dodatkowe siły aerodynamiczne, których 
wielkość jest dostosowywana do warunków jazdy, na przykład do 
przyspieszania wzdłużnego lub poprzecznego. W niniejszej pracy 
rozważamy również siły wywołane takimi płatami będzie to dodat-
kowy moment pochylający  

 
(4a) 

przy czym sterowana wartość  jest określona relacją  

 (4b) 

gdzie   wyznacza graniczną wartość współczynnika ; 

 

Wartość współczynnika  charakteryzująca konfigurację 

aerodynamiczną płata będzie w niniejszej pracy dostosowana do 
wzdłużnego przyspieszenia pojazdu tak, aby zmniejszyć odciążenia 
osi wywołane siłą bezwładności nadwozia. 

Moment sił wywołany sterowanym płatem można też równo-
ważnie określić zmianą sił dociskających osie 

 
(4c) 

Wtedy wypadkowa wartości współczynnika docisków osi  i  
będą wynosiły 

 (5) 

 
Do opisania dynamicznej zmiany sterowania dodatkowego mo-

mentu sił aerodynamicznych , przyjmujemy założenie, że 

prędkość zmiany tego momentu jest proporcjonalna do różnicy 
między aktualną wartością tego momentu i wartością zadaną. Na 
podstawie tego założenia otrzymujemy równania różniczkowe okre-
ślające przebieg zmiany wartości współczynnika  w zależności 

od przyspieszania pojazdu 

 (6a) 

 (6b) 

gdzie:  – bezwymiarowy mnożnik określający aktualną wartość 

współczynnika  ;  – zadana wartość współ-

czynnika , ustalona według przyjętych koncepcji sterowania płatem 

i związana z przyspieszeniem pojazdu ;   – stała określająca 
czas ustalania się wartości siły aerodynamicznej, po zmianie konfi-
guracji płata; 

 
W niniejszej pracy  przyjmujemy następujący algorytm doboru 

wartości   

 

(7) 

gdzie:   – wartość przyspieszenia powyżej, której działanie 
płata włączone; 

 

Ze wzory (7) wynika, że jeżeli pojazd przyspiesza, to , 

czyli dodatkowy płat wywołuje moment aerodynamiczny , który 

obciąża przednią oś; w trakcie hamowania  następuje 
dociążenie tylnej osi. 

2. Opis modelu pojazdu 
Szczegółowy opis matematycznego modelu pojazdu zamiesz-

czono w pracach [1], [2]. Model ten przyjęto w postaci układu me-
chanicznego, którego schemat pokazano na rysunku 3. Na tym 
rysunku zmieszczono oznaczenia wybranych współrzędnych opisu-
jących drgania nadwozia z, Фx, Фy oraz kół  z0i, i = 1,…,4. Poza tym 
na omawianym schemacie znajdują się oznaczenia podstawowych 
parametrów geometrycznych nadwozia.  

Rozważany model dotyczy pojazdu wyposażonego w tłumiki 
magneto-reologiczne (MR), które są sterowane. W modelu przyjęto, 
że siły działające w tłumikach MR są wybrane tak, aby kwadrat 
normy wektora przyspieszenia nadwozia był najmniejszy, czyli aby 
wyrażenie    

  (8) 

osiągało minimum w każdej chwili, gdzie ,  [m2] – współ-

czynniki wpływu. 
Poniżej przedstawiono parametry pojazdu, które przyjęto do 

wykonania badań symulacyjnych. Należy zaznaczyć, że model 
pojazdu podany w pracach [1], [2] został uzupełniony opisami sił 

aerodynamicznych  według relacji podanych powyżej 

we wzorach (1), (4), (6), (7).  
Przyjęto następujące wartości parametrów określających ten 

pojazd:  – masa nadwozia pojazdu;  – 
zredukowana masa koła oraz elementów zawieszenia; 

 – moment bezwładności nadwozia 

względem osi podłużnej;  – moment 

bezwładności nadwozia względem osi poprzecznej; 

 – wymiary 
określające położenie środka masy nadwozia względem kół; 

 – wysokość położenia środka masy pojazdu nad na-

wierzchnią (rysunek 2);  – sztywność 

usprężynowania kół przednich i tylnych;  – sztyw-

ność opony koła;  – współczynnik tłumienia 

opony;  – sztywność przedniego i 
tylnego stabilizatora. Rozważany pojazd  jest wyposażony w tłumiki 
magneto-reologiczne, których charakterystykę pokazano na rysunku 
4; przyjęto następujące parametry wymienione na tym rysunku, 

gdzie: , , , 

 (rys. 3). Pozostałe parametry dotyczące układu zasila-
nia elektrycznego przyjęto tak w pracy [2]. 
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Rys. 3. Przyjęta charakterystyka tłumika MR 

 
Poza tym założono, że pojazd porusza się po drodze, której nie-

równości opisuje funkcja: , gdzie , 

,  – przejechana droga; pojazd porusza się ze zmienną 
prędkością, której wykres przedstawiono na rysunku 4. Założono 
też, że nierówności drogi pod kołami lewej i prawej strony pojazdu 

nie są jednakowe lecz przesunięte w fazie o .  

 
Rys. 4. Zadany przebieg prędkości pojazdu 
 

Ze względu na porównawczy charakter wykonywanych badań 
przyjęto, że wzorcowy pojazd jest wyposażony w klasyczne amorty-
zatory (tłumiki), których dwuliniową charakterystykę określają dwie 

stałe:  – gdy amortyzator jest ściskany, 

 – gdy amortyzator jest rozciągany. 
Przy użyciu przedstawionego modelu symulowano ruch pojazdu 

na opisanej drodze z prędkością podaną na rysunku 4 a czas prze-

jazdu wynosił . Przyjęto, że w chwili początkowej (t=0) wszyst-
kie współrzędne i odpowiadające im prędkości były równe zero. 

W opisach rozpatrywanych sił aerodynamicznych przyjęto na-

stępujące wartości parametrów:   – gęstość 

powietrza,  – pole powierzchni czołowej pojazdu, 

 nominalne wartości współczynników aero-

dynamicznych,  – graniczna wartość sterowania współ-

czynnika aerodynamicznego,  – stała czasowa układu 

sterowania płatem,  – graniczna wartość wzdłużnego 

przyspieszenia nadwozia powyżej, której włącza się układ sterujący 
dodatkowym płatem.  

3. Wyniki badań symulacyjnych 
Rozpatrywano przejazd pojazdu z prędkością, której przebieg 

pokazano na rysunku 5. Pojazd poruszał się po drodze, której pio-
nowe nierówności określono powyżej. Na nadwozie pojazdu działały 
siły bezwładności, stosowne do przyspieszenia wynikającego 
z rysunku 4.  

Przeprowadzone badania symulacyjne miały na celu wyznacze-
nie wpływu sił aerodynamicznych na intensywność drgań nadwozia 

oraz na naciski kół na nawierzchnie drogi. Badania te mają charak-
ter porównawczy i dotyczą czterech wariantów pojazdów, różnią-
cych się cechami aerodynamicznymi.  

Do oceny intensywności drgań nadwozia pojazdu przyjęto 
wskaźnik, którego wartość wyznacza sumę kwadratów przyspieszeń 
w czterech punktach nadwozia, znajdujących się nad kołami.   

  (10) 

gdzie:  – funkcje określające przyspieszenia wybra-
nych punktów nadwozia. 

 
Drugi wskaźnik oceny drgań dotyczy zmian nacisków czterech 

kół pojazdu względem nacisku statycznego 

  (11) 

gdzie:   – funkcje określające współczynnik zmian 
nacisku kół, taki, że  

     (12) 

jeśli:  – zmiana nacisku koła podczas drgań pojazdu,  – 
statyczny nacisk koła wynoszący dla kół pierwszej osi 

, oraz dla drugiej osi  . 
Oprócz tych wskaźników wyznaczono funkcje określającą przebiegi 
współczynników zmian nacisku przedniej i tylnej osi: 

–   - dla osi przedniej,  

–   - dla osi przedniej. 

Dla zilustrowania przebiegu sił aerodynamicznych wyznaczono 
przebiegi nacisków, określonych według wzoru (3). 
 
Tab. 1. Warianty wartości współczynników aerodynamicznych 

 

Oznaczenie  
wariantu 

Współczynnik  

 

Współczynnik 

 
Współczynnik  

I 0,2 0,04 0,1 

II 0,2 0,04 - 

III -0,2 0,04 - 

IV -0,2 0,04 bez tłumików MR 
 

a)  

b)  
Rys. 5. Wpływ sił aerodynamicznych na zmianę nacisku kół na 
nawierzchnię drogi – wariant IV, a) oś przednia, b) oś tylna 
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a) 

 
b) 

 
Rys. 6. Wpływ sił aerodynamicznych na zmianę nacisku kół na 
nawierzchnię drogi – wariant III, a) oś przednia, b) oś tylna 
 
a) 

 
b) 

 
Rys. 7. Wpływ sił aerodynamicznych na zmianę nacisku kół na 
nawierzchnię drogi – wariant II, a) oś przednia, b) oś tylna 
 

a) 

 
b) 

 
Rys. 8. Wpływ sił aerodynamicznych na zmianę nacisku kół na 
nawierzchnię drogi – wariant I, a) oś przednia, b) oś tylna 
 

Wpływ sił aerodynamicznych na zmianę nacisku kół na na-
wierzchnię drogi zilustrowano za pomocą wykresów przedstawiają-
cych siłę względną – czyli w stosunku do nacisku statycznego 
zmianę nacisku tylnej osi pojazdu. Na wykresach są one wyznaczo-
ne symulacyjnie dla czterech wariantów modelu pojazdu (tabela 1) 
zamieszczono na kolejnych rysunkach 5, 6, 7, 8 (odpowiednio 
wariant IV, III, II , I). 

Analizę porównawczą wspomnianego wpływu sił aerodyna-
micznych przeprowadziliśmy rozpatrując dolną część wykresów, 
określającą odciążenie osi w stosunku do nacisku statycznego.  

 

Tab. 2. Wartości wskaźników  i   

Wariant 
  

I 3,095 0,448 

II 3,090 0,483 

III 3,091 0,483 

IV 4,958 0,494 

 
Porównując wykresy (rys. 5 i rys. 6) dla wariantów IV i III (tabela 

2) można dostrzec, że zastosowanie tłumików MR przyczyniło się 
do zmniejszenia amplitudy oscylacji obciążenia osi. Dzięki temu 
zmniejszyły się chwilowe wartości odciążenia osi podczas hamowa-

nia, czyli w przedziale [25s  35s]. 
Zestawienie wykresów dla wariantów III i II ilustruje wpływ zmia-

ny siły nośnej (  = -0,2) na siłę dociskającą (  = 0,2). W efekcie 
tej zmiany nastąpiło zauważalne zmniejszenie odciążenia osi.  

Wpływ płata sterującego można określić na podstawie porów-
nania wykresów dla wariantów II i I. Stąd wynika, że siły aerodyna-
miczne wywołane tym płatem przyczyniły się do zmniejszenia od-
ciążenia tylnej osi w czasie hamowania. Na rysunku 9 pokazano 
wykres wypadkowych sił aerodynamicznych działających na nad-
wozie w punktach leżących nad osiami według wzorów (1).  
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a) 

 
b) 

 
Rys. 9. Wypadkowe siły aerodynamiczne – warianty I i II, a) oś 
przednia, b) oś tylna 

Zakończenie 
W pracy rozważano wpływ sił aerodynamicznych na drgania po-

jazdu podczas ruchu prostoliniowego ze zmienną prędkością. Do 
oceny tego wpływu wybrano dwa wskaźniki określające intensyw-
ność drgań nadwozia oraz intensywność zmian nacisków kół na 
nawierzchnię drogi.  

Podstawę do ustalenia wartości tych wskaźników stanowiły wy-
niki symulacji drgań pojazdu podczas 40-sekundowego przejazdu z 
prędkością, której przebieg pokazano na rysunku 5. 

Wykonano trzy warianty przejazdu pojazdu wyposażonego w 
tłumiki drgań MR, różniące się charakterystykami aerodynamiczny-
mi (tabela 1) oraz jeden przejazd pojazdu z klasycznymi tłumikami 
drgań. 

Z porównania wyników badań zamieszczonych w tabeli 2 oraz 
na wykresach ilustrujących przebiegi nacisków osi na nawierzchnię 
drogi (rys. 5, 6, 7, 8) wynika, że  
– zastosowanie tłumików MR istotnie wpłynęło na zmniejszenie 

przyspieszeń nadwozia oraz na zmniejszenie wahań nacisków 
kół; 

– w pojeździe z tłumikami MR zmiana znaku współczynnika  
skutkująca zmianą siły dociskającej na siłę odciążającą, niewie-
le wpłynęła na wartości obu wskaźników charakteryzujących 
drgania; 
Przedstawione wyniki symulacji mają przykładowy charakter 

i służą do zilustrowania przyjętej metody badania, wpływu sił aero-
dynamicznych na intensywność drgań pojazdu i wynikających stąd 
obciążeń nawierzchni drogi. 

W prezentowanym tu modelu oddziaływania aerodynamicznego 

na pojazd uwzględniono tylko dwie siły  i  (rys. 1) mające 

zasadniczy wpływ na drgania pojazdu podczas ruchu prostoliniowe-
go. W dalszych pracach przewidujemy analizę drgań nadwozia 
w czasie nieustalonego ruchu krzywoliniowego oraz analizę wpływu 
na te drgania dodatkowych sterowanych płatów aerodynamicznych, 
przeciwdziałających poprzecznym siłom bezwładności. Tego rodza-
ju płaty są już stosowane w prototypowych pojazdach poruszają-
cych się z dużymi prędkościami.  

Projekt został sfinansowany ze środków Narodowego Centrum 
Badań i Rozwoju w ramach projektu PBS3/B6/34/2015.   
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Vibration modeling of a vehicle equipped  
with MR damper and aerodynamic elements 

We considered of a vehicle model equipped with controlled magne-
to-rheological (MR) dampers and controlled aerodynamic elements. 
The vibrations of the vehicle moving at high speed during accelera-
tion and braking are analysed. The purpose of this analysis is to 
determine the effect of forces generated on aerodynamic elements 
on vehicle vibrations and changes in wheel pressure on the road 
surface during acceleration and braking. The presented work pre-
sents the results of numerical investigations obtained on the basis 
of the developed vehicle model. 
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